Diferansiyel Denklemler Vize Sinavi konulariyla ilgili ¢6ziim 6rnekleri.

1. Egriler ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz:
a) X’ +2x=(y—c)'+2,ceR b) y*=cx*+c,e", ¢,C eR

Coziim:
a) Denklemin her iki tarafinin X degiskenine gore tiirevini alalim.
X2 +2x:(y—c)2 +2
2x+2=2(y-c)y’

12 <

sisteminden ¢ sabitini yok edelim. Bu amagla birinci denklemin her iki

tarafin1 y'“ ‘ye, ikinci denklemin her iki tarafinin karesini alalim. Elde edilen

(x*+2x)y” =(y—c) y?+2y?

(x+1) =(y=c) (y)’

(x +2X— 2) = (x+1)* denklemi elde edilir. Bu, egriler ailesinin diferansiyel denklemidir.

sisteminden taraf-tarafa ¢ikarma yoluyla

b) y>=cx*+c,e*, ¢,c, eR
Coziim: Denklemin her iki tarafinin X degiskenine gore iki kez tiirevini alalim ve elde edilen
denklemlerden
y? =c, x> +C,e"
2yy' =2c,X+C,e" sistemini olusturalim. Bu sistemden c;,C, sabitlerini yok etmek i¢in
2(y"?+yy")=2¢ +c,e”
y?—2yy'=cx(x—2)
yIZ + yy//_ yy! — C]_ (1_ X)
(1— X) ‘e, ikinci denklemini X(X - 2) ‘ye carparak ardindan taraf-tarafa ¢ikaralim. Buna gore

taraf-tarafa ¢ikarma ile elde edilen { sisteminin birinci denklemini

egriler ailesinin diferansiyel denklemi x(x— 2)( Y2y — yy’) =(1- X)<y2 — 2yy') seklinde
bulunur.

2. Izoklin yontemiyle y'=2yx denkleminin integral egrilerini yaklasik olarak ¢iziniz.

Coziim: f(x,y)=2yx fonksiyonu D(f)=R? kiimesinde tanimhidir. O halde diferansiyel
denklemin izoklin egrilerinin denklemi 2yx=c seklinde yazilir. Bu y=c/2yx, ceR

hiperboller ailesidir. ¢ ‘igin birkag somut degeri i¢in izoklinleri ¢izip bu egrilerin noktalarindan
gecen, alanin dogrultusunu belirleyen tan a =c egimli kiiclik uzunluklu dogru parcalari ¢izelim.
Her hangi noktadan gecen integral egrisini, her izoklini kestigi noktada bu noktadaki dogru
pargasina teget olacak sekilde yaklasik (tahmin) olarak ¢izelim. Buna gore sekildeki gibi integral
egrileri meydana ¢ikar.

c=0=tanag=0=a=0 C=1:>tana=1:>a—%

C:1:>tana:1:>a:% c=+tB=tana=+3=«a :J_rs

C:—1:>tana:—1:>a:3—ﬂ c=ii:>tana=ii:>a=iz
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3. (1+ CcoS X) yy' —(l+ y? )Sin X =0 denklemini degiskenlerine ayirarak ¢oziiniiz.

Coziim: 1+y°#0 olduguna gore denklemin her iki tarafi (1+ yz)(1+ cosx)=0 ifadesine
(1+cosx) yy’ (1+ yz)sinx V' sin x
> - > =0 veya - —
(1+y?)(1+cosx) (1+y*)(1+cosx) 1+y?  (L+cosx)

ydy  sinxdx
+y2 (1+cosx)

=0 denklemi elde

boliinerek

edilir. Degiskenlerine ayrilmig bu denklemi =0 seklinde yazarak her iki tarafi

sinxdx ZJ- d(1+y*) J» d(1+cosx)

integrallersek I ydy I
1+cosx 1+y? 1+cosx

Id:>

2.[ 1+y .[ d(1+cosx)

1
(1cosx) =j0dx:> SInL+y?|+Infl+cosx|=c, ¢, eR=

1+y?
EIn(1+y )+In(1+cosx):cl, ¢, eR=Iny1+y’ (1+cosx)=c, = 1+ y* (L+cosx)=e%,¢c e R

26,
elde edilir. Buradan 1+ y? :e—z, ¢, eR veya %% =¢>0 olmak iizere
(1+cosx)
1+y% = ;2 [c >0, x# z+7rn, ne Zj genel integrali bulunur.
(1+cosx) 2

4. 2y'—(y2—2y)exz =0 denkleminin y(0)=1 baslangic deger sartin1 saglayan ¢oziimiinii
bulunuz.

Coziim: y>—2y =0 sayarak denklemi degiskenlerine ayiralim ve her iki tarafinin integralini
alalim. Buna gore

dy 2 x? 2dy X [ j
2—==(y"-2y)xe* = =e" dx= ————ldy=|e dt+Infc
dx ( ) y(y-2) y-2y { ||
X et Xetzdt
:>In|y—2|—|n|y|:J'etzdt+ln|c|,c¢0:>|ny—_2‘:lnce£ 3‘VT—2‘206£ veya
0




X tzd
2 ‘(I;e t

1—§=c-e ,Cz0=> yzLx, ¢ # 0 genel ¢oziimii elde edilir. ¢ =0 igin elde edilen

et
1-ce°
y = 2 sabit fonksiyonun da diferansiyel denklemin ¢oziimiidiir. Gergekten
2(2) —(2°-2-2)e” =0-0€" =0, xR saglan.
y? =2y =0 iken bulunan y, =0, y, =2 kéklerine karsilik diferansiyel denklemim y=0 ve
y =2 g¢oztimleri vardir. y=0 ¢6ziimii de ¢ =200 i¢in genel ¢oziimden elde edilir. y(0) =1
baslangi¢ deger sartin1 saglayan ¢6ziimiinii bulmak i¢in

y(0)= 20 __ 2 - :1:L =1 sart1 dikkate alarak ¢ =—1 bulunur. O halde
et l1-c-e 1-c
1—ce®
baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii y = 2 olarak elde edilir.
Ie‘zdt
1+eo

5. (X3 + y3) y' =X’y denkleminin homojen oldugunu gosteriniz ve genel ¢dziimiinii bulunuz.

2 2
Coziim: Denklemi y' = X3X yy3 seklinde yazalim ve f(X,y)=
+

5 fonksiyonun tanim

X} +y
kiimesinde sifir dereceden homojen fonksiyon oldugunu kontrol edelim.
D(f) :{(x, y)eR? | X +y° ;tO}:{(x, y) e R?| y;t—x} olmak iizere her (X,y) e D(f) ve

(X) 'ty  xy  xy
097+ (y) COCHy) Xey
fonksiyonu sifir dereceden homojen fonksiyondur, dolayisiyla denklem de homojen denklemdir.
y(x)=xu(x), u=-1, y'=u+xu’ seklinde degistirme yaparak diferansiyel denklemi yeni
bilinmeyen u=u(x) fonksiyonuna nazaran

X2UX u u du -u*

U+XU'=——=u+xu'= 3:xu’: 7 —U=X—=——=,u=-1 denklemine
x3+(xu) 1+u 1+u dx 1+u

donistirelim. Bu degiskenlerine ayrilabilir denklemdir. u = 0,u # —1 sayarak, bilinen yontemle
integrallersek

3
<1+u )du :_%:}j(i"'ljdu:_ %:J.u4du+ji—u:—j(t(:>—3—3J'3+|n|u|=—|n|X|+|n|C|,C¢0

(tx,ty) e D(f) igin f(tx,ty) = = f(X,y) oldugundan f(x,Yy)

u’ X u* U X
veya
1 1 X = .
In|xu|—$:czln|y|— y 3:In|c|:ln|y|:ln|c|+3—y3:>|y|:|c|e3y =y=ce® ,c20
3(
X

genel integrali elde edilir. Bu denklemden ¢ =0 igin elde edilen, u=0 durumuna karsilik gelen
y =0 fonksiyonu da denklemin ¢6ziimiidiir. Boylelikle diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

X3

y=ce® ,ceR ailesidir.

6. (y2 +1) dx+(2xy—1)dy =0 denklemini kisa yoldan ¢dziiniiz.



Coziim: Bilinen formiillere dayanilarak denklemin sol tarafindaki ifade tam diferansiyel seklin-
de gosterilerek

(y2+1)dx+(2xy—1)dy:0: y?dx +dx+2xydy —dy =0=> y*dx+2xydy +d (x—y)=0=
yzdx+xd(y2)+d(x—y)=0:>d(xy2)+d(x—y)=0:>d(xy2+x—y)=0:>xy2+x—y=c

elde edilir. Buna gére denklemin genel integrali xy?+x—y=c, ceR olur.

7. xy'+3y =4x’y? Bernoulli denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: Denklemin her iki tarafin1 y* “ye béliip z = 1, Z=12(X) degistirmesi yapilirsa
y
Z'= —LZ olmak iizere XL +3-L =4x = xiz+§ S = X 431 = M = 7 - S 7= dx
y y  y X

3
Zd
lineer denklemi elde edilir. Lagrange yontemine gore ¢oziimii Z = C(x)eI - seklinde arayalim.,

Buna gére, 7' = [C(X)es'”‘x‘] =c/(x)e™™ +c(x)e*™ ; = C'(X)|X|3 +c¢(X) |X|3§ dikkate alinarak

3in|x|

denklem C/(X)e3ln\x\ +C(X)e3ln\x\ %_ 3

S ()™ =—4x=c'(x) |x|3 =—4x sekline indirgenir. Bu

denklemin genel ¢oziimii

. X . dx 4, . 4
c(X) = | ¢'(x)dx = —4| 2.dx = —4(signx) | =dx = —4(signx) | = = —(signx)+c =—+c olarak
(09 = Je'0ad= 4] st = ~4(signx) [ -5dx = —4(sign) [ 5 =7 (stgnx) e =
[2ax 4 3 2 3 -
bulunur. O halde z=c(x)e’* = —|+c |x|" =4x*+c|x|",x =0 bulunur. Bu ¢dziimde, x>0 ve
X
X <0 durumlarinda ¢ ‘yi de X ile ayni isaretli alirsak diferansiyel denklemin X =0 noktasinda

siirekli ve tiirevlenebilir olan ¢oziimleri z =cx® +4x?, ¢ € R seklinde bulunur. Eski degiskene

gecilirse diferansiyel denklemin genel ¢ozimi y = 1 =>y= ﬁ, ceR seklinde elde
X"+ 4X
edilir. Denklemin y =0 ¢6ziimii bu aileden ¢ =c0 igin elde edilir ve 6zel ¢oziimdiir..

8. y' =y?’—2xy+x*—3 Riccati denkleminin bir 6zel ¢oziimiinii segerek genel ¢oziimiinii
bulunuz.

Coziim: Riccati denkleminin bir 6zel ¢oziimiinii Y =ax+b seklinde arayalim. Bu denklemde
dikkate alinirsa

(ax+b)' :(ax+b)2—2x(ax+b)+x2—3:>a:a2x2+2abx+b2—2ax2—2bx+x2—3:>
(a®-2a+1)x* +2(ab-b)x+h’-a-3=0=>a’-2a+1=0, ab—b=0, b’ ~a-3=0=
a=1 b=4+2 elde edilir. Boylece denklemin y=Xx+2 ve y=X—2 06zel ¢6ziimleri bulunur.

!

y =X+ 2 ¢oziimiini kullanarak y = Xx+2 +1 , U=U(X) degistirmesiile y' = 1—u—2 dikkate
u u

alinmakla denklem

' 2 '
1—u—2:(x+2+1j —2x(x+2+1)+x2—3:>1—u—2:xz+4x+4+2(x+2)l+i2—2x2—4x—§+
u u u u u u u
+X2 —3:>—u—2:ﬂ+i2:>u’+4u =—1 lineer denklemine indirgenir. Bu denklemin genel
us° u u



4x

¢oziimii U=¢ ( jl ej dx) (c—_|'e“xdx)=e41X (c—eszce”—%, celR olarak

bulunur. O halde Riccati denklemini genel ¢oziimii Yy =X+2+ 1 =X+2+ veya
u

ax 1
ce 2
4x

y=X+2+ , e R seklinde bulunur.
€

4

C—

9. y=z" degisken degistirmesi uygulayarak (3+x2y2)y'+y3x:0 denklemini homojen

denkleme dontistiirerek ¢oziiniiz.

ml/

Coziim: y=2z", y'=mz olmak iizere degisken degistirmesi uygulayarak denklem
2,3m-1

(3+ X’z 2m)mzm '7+2"x=0=> m(32m X’z )z +2°"x =0 seklinde yazilabilir. Bu
denklemin homojen denklem olmasi i¢in m—1=3m+1=m=-1 olmas: yeterlidir. Buna gore
27X =17'=
37 +x°z* 32° +x
denklem z=xu, u=u(x), u#0, z'=u+xu’ degistirmesiyle
X2u , u du -3u®
Az gz = o U= X =
3XU°+X 3u®+1 dx 3u“+1
Degiskenlerine ayirip integrallersek

2
e :1du=—%:>j[1+ijdu_— ox In|u|—i2=—ln|x|—ln|c|, cz0=>
3u X u 33 X 6u

y=2"==,2#0 i¢in denklem z’'= > sekline indirgenir. Bu homojen
z

u+xu' =

denklemine indirgenir.

In|xu| = L |c| genel integrali bulunur. u = Z_1 dikkate alinarak eski degiskene
6u’ X Xy

X2y2 XZ y2

2 _
—le ® =>y=ce °© ,clzl;to seklinde
C

1| _xy*
6

doniiliirse genel ¢éziim In

+Injc|=1y| =

Xy
yazilir. Buradan y’e 3 =c?,c, e R genel integrali bulunur. Bu denklemden ¢, =0 igin y=0
¢Ozlim de elde edilir.

10. Denklemlerin tam diferansiyel formlu oldugunu gosteriniz ve ¢oziiniiz:

a)(y ]dx (—+1+2yjdy 0
Xy y’

b) (ey + 2yx) dy = (2003 2X—Yy )dx (yapay yontemle).

Coziim:

a) P(x,y)= lz Q(X y) = —(y— += L + Zyj fonksiyonlar1 D = {(X, y)eR*|x=0,y# O}

bolgesinde tanimli, V(X,Y) € D noktasinda siirekli ve siirekli Py) = (lz +1] = iz —iz :
Xy Xy
y



QMY) __ iz + 1 +2y | = —iz + iz kismi tiirevlerine sahiptir. Ayrica V(X,Yy) € D igin
OX y© X « y© o X
PxY) _ lz +1 = iz —iz _ RY) oldugundan denklem tam diferansiyel formludur.
y €y, ¥ Y
oo(xy) _y 1
=4 —
OX Xy

oD (X, ) X 1 5 olacak sekilde ®(x,y) fonksiyonu bulalim. Birinci denklemi X

degiskenine gore integrallersek d(X,y) = IGCD(X y) dx = I( y 1jdX— y+§+(p(y) elde
y Xy

edilir. Burada ¢(y) tanim araliginda stirekli tiireve sahip olan fonksiyondur. Her iki tarafin y

oD(X,Y) 1 x () =

degiskenine gore diferansiyellersek ————==—-———+¢/(y —12 1 2y = ¢'(y) =-2y
X y° X
veya o(y) = —I 2ydy =-y’+c¢, ceR bulunur. Sonugta
D(X,y)=—= + + p(y)=—= +5 —y? +¢ bulunur. Buna gore diferansiyel denklemin genel
X X

integrali 5—X—y2 =C, ceR seklinde elde edilir.
X

b) Denklemi standart formda (2cos 2X— yz)dx—(ey - 2yx)dy =0 gibi yazalim. Dontistiirerek
2c0s 2xdx — y*dx —e’dy — 2yxdy = 0= d sin 2x —de’ —(xd(y2)+ yzdx)=0:>d (sin 2x—e’ —xy2)=0

sekline indirgeyelim. Buradan sin2x—e’ —xy* =c, (x,y) € D, ceR genel integrali bulunur.
11. (xy + y3)dx —x*dy =0 denklemini integralleme ¢arpan: yardimiyla ¢oziiniiz.

oP(X,Y)

Cozim: P(x,y)=xy+y®, Q(X,y)=-x* fonksiyonlar1 igin T =x+3y° ve
8Q((3))(( y) _ —2Xx  kismi tiirevleri her (X,y)eR® noktasinda var ve siirekli, ayrica
oP(x.Y)

=X+3y° #-2X= oldugundan diferansiyel denklem tam diferansiyel formlu

oQ(x,Y)
X

degildir. Diferansiyel denklemi tam diferansiyelli bi¢ime indirgemek i¢in integralleme garpanini
oP(x,y) 9Q(x,Y)

2
bulalim. G X =— S+ 332 =— 3 oldugundan denklemin
P(x,y) Xy+y oy
—IEdy Binjy+e G 1
u=puly)=e’V =g = F veya ¢ =1 i¢in = u(y)=— bigiminde integralleme carpani
y

vardir. Denklemin her iki tarafin1 integral c¢arpanina g¢arpalim ve elde edilen

M dx— y— dy 0= (— +1] dx—— dy 0 denklemini  ¢bzelim.  Buna  gore
y? y’



oD(x,y) X oD(X,Y) X X?
T=F+13®(X,y):ITdX:j F'Fl X:2—yz+X+¢(y):>

2 2 2
—ad)é);, y)=—x—3+<p'(y) —);—:MD(V) 0=p(y)=c=>d(x,y)= XT+X+C elde edilir. O
2

halde denklemin genel integrali 2X—y2 +X=c, ceeR seklinde bulunur.

12. Diferansiyel denklemin tipini belirleyiniz ve uygun yontemle ¢oziiniiz:

a) (sinx—1)dy = (sinx—ycosx)dx b) dy__y=x

dx Xx+y-2
Coziim:
a) Denklemi (sinx—l)ﬂ+ycosx:—sinx veya ﬂ+ COSX y= S X seklinde yazarak
dx dx sinx—-1" sinx-1

lineer diferansiyel denklem oldugu gorilebilir. Genel ¢6ziimin formiiline gore

_[Losx_g, sin x COSX_ gy inlsinx_ SINX  mbinxy
y=¢e Ismx—l (C+j_—]-eIS|nx—1 dx |=e Injsinx—1 C+J._—e dx | =
SIN X—

sinx—-1
1 sinx(1-sin x) 1 ) 1
= c+j _ dx |= —— (c—.[smxdx): —(Cc+cosx), veya
1-sinx (smx—l) 1-sinx 1-sinx
=L_OSX, X#—+7nn, neZ, ceR genel ¢dziimii bulunur.
1-sinx 2

b) Denklemi homojen denkleme doniistiirmek i¢in degisken degistirmesi yapalim.

—-x=0 t+
y=x sisteminin ¢oziimiini x =1,y =1 bularak X= , dx=dt, dy=du
X+y—-2=0 y=u+1

degistirmesi ile diferansiyel denklemi (;—l: _u-t sekline indirgeyelim. u =tz, z = z(t),

u+t

U =z+tz' degistirmesiyle diferansiyel denklem
2
z+tz' = -t =7+t = z-1 =>t'= =1 z :t% __r+l denklemine doniisiiyor.
tz+t z+1 z+1 dt z+1
2
z° +1#0 oldugundan denklemin her iki tarafini 1 —;_1) ifadesine bolerek — Hid = —ﬂ gibi
Z+ -
z+1 dt dt
azal integralleyelim. B 6 ——dz=——= dz+ dz=—-|—=

yazalim ve integralleyelim. Buna gore IZZ 1 I . IZ 11 IZ 71 ;

%In(zz+1)+arctanz=—In|t|+c:>In|t|+|n\/zz+1+arctanz=c, ceR elde edilir. Burada

t=x-1, u=y-1, z= X—_l dikkate almirsa diferansiyel denklemin genel integrali
y_
2 2
In|x—1]+In y-1 +1+arctany—_1:c:>In|x—]4 y-1 +1+arctany—_1:c:>
x-1 x-1 x-1 -
2 2 y-1 .
In \/( y—1)"+(x—1)" +arctan 1 c, ceR seklinde  bulunur. Bu denklem
X_
—2arctany—l

X2 +y?—2x-2y+2=cge 1 ¢, =€ >0 seklinde de yazilabilir.



