Kismi TUREVLER

GIRIS Bir gergek-diinya olayinin arastirilmasinda incelenen gokluk genelde iki veya daha
¢ok bagimsiz degiskene baghdir. Dolayisiyla, tek degiskenli fonksiyonlarin analizindeki
temel fikirleri ¢ok degiskenli fonksiyonlara genigletmeliyiz. Aslinda kurallar ayni kalsa
da analizleri daha zengindir. Degiskenlerin etkilesim yollarmin farkliligi nedeniyle ¢ok
degiskenli fonksiyonlarin tiirevleri daha gesitli ve daha ilgingtir. Integrallerinin ¢ok daha
genig uygulama alanlari vardir. Birkagindan bahsetmek gerekirde, olasilik, istatistik, akis-
kanlar dinamigi ve elektik arastirmalarinin hepsi dogal bir sekilde birden fazla degiskenli
fonksiyonlara yol agarlar.

Cok Dediskenli Fonksiyonlar

Cogu fonksiyon birden fazla bagimsiz degiskene baglidir. ¥ = 7%k fonksiyonu, yarigapi
ve yiiksekliginden dik bir silindirin hacmini hesaplar. f(x, y) = x> + ? fonksiyonu
z = x* + y? paraboloidinin P(x, y) noktasimin iizerindeki yiiksekligini P’nin iki koordina-
tindan hesaplar. Diinya yiizeyindeki bir noktanin sicaklig1 7, enlemi x ve boylami y’ye
baghdir ve T(x , y) yazarak ifade edilir. Bu boliimde, birden fazla bagimsiz degiskenli
fonksiyonlar1 tanimlayacak ve grafiklerinin nasil ¢izilecegini tartisacagiz.

Cok degiskenli reel degerli fonksiyonlar tek degiskenli durumdakine benzer sekilde
tanimlanirlar. Tanim kiimeleri reel say1 ikililerinden (ii¢liilerinden, dortliilerinden, n-lile-
rinden) olusan kiimeler, deger kiimeleri ise simdiye kadar ¢alismis oldugumuz reel say1
kiimeleridir.

TANIMLAR n Bagimsiz Degiskenli Fonksiyonlar

D’nin reel sayilardan olusan (xi, x, ..., x,,) n-lilerinin bir kiimesi oldugunu
varsayin. D iizerinde reel degerli bir f fonksiyonu, D’deki her elemana bir

w= (xls X2y eens xn)

reel sayisi atayan bir kuraldir. D kiimesi fonksiyonun tamim kiimesidir. f’nin al-
dig1 w degerlerinin kiimesi fonksiyonun deger kiimesidir. w semboli f’nin ba-
giml degiskenidir ve f’ye x,’den x,’e kadar olan » bagimsiz degiskenin bir
fonksiyonu denir. Ayrica x’lere fonksiyonun girdi degiskenleri, w’ye de fonk-
siyonun cikti degiskeni deriz.
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f iki bagimsiz degiskenli bir fonksiyon ise, genellikle bagimsiz degiskenleri x ve y
olarak adlandirir ve f’nin tanim kiimesini xy-diizleminde bir bélge olarak géziimiizde can-
landiririz. Ug bagimsiz degiskenli bir fonksiyon igin de degiskenlere x, y ve z der ve tanim
kiimesini uzayda bir bolge olarak disiiniiriiz.

Uygulamalarda, degiskenlerin neyi temsil ettiklerini bize hatirlatan harfler kullan-
may1 tercih ederiz. Bir dik silindirin hacminin, silindirin yarigapinin ve yiiksekliginin bir
fonksiyonu oldugunu séylemek i¢in, V' = f(# h) yazabiliriz. Daha agik olmak gerekirse,
f(r, h) gbsterimi yerine V’yi r ve h’nin degerlerinden hesaplayan bir formiil koyabilir ve
V = arr*h yazabiliriz. Her iki durumda da, » ve & fonksiyonun bagimsiz degiskenlerini,
de bagimli degiskeni simgeleyecektir.

Her zamanki gibi, formiillerle tanimlanan fonksiyonlari, bagimsiz degiskenlerin deger-
lerini formiilde yerine yazip karsi gelen bagl degiskenin degerini bularak hesaplariz.

ORNEK1  Bir Fonksiyonu Hesaplamak
fx,y,2) = Vx2 + y2 + z%nin (3, 0, 4) noktasmdaki degeri
£3,0,4) = V(3 + (07 + 4)? = V25 =5

olarak bulunur. Boliim 12.1den f’yi Kartezyen uzay koordinatlarinda orijinden (x, y, z)
noktasina uzaklik fonksiyonu olarak hatirliyoruz. [

Tanim Kiimeleri

Birden fazla degiskenli fonksiyonlari tanimlarken, her zamanki gibi kompleks sayilara ve-
ya sifirla bolmeye yol agan girdiler koymamaya calisiriz. f(x,y) = Vy — x? ise, y de-
geri x*’den kiigiik olamaz. f(x, y) = 1/(xy) ise, xy ¢arpimi sifir olamaz. Bunlarm diginda,
fonksiyonlarin tanim kiimeleri tanimlayici kurallarin reel say1 iirettikleri en biiyiik kiime-
lerdir.

ORNEK 2(a)  iki Degiskenli Fonksiyonlar

Fonksiyon Tamim kiimesi Deger Kiimesi
w=Vy—-x* y=x? [0, 00)

w=$ xy #0 (—00,0)U (0, 00)
w = sinxy Tiim diizlem [—1,1]

(b)  Uc Degiskenli Fonksiyonlar

Fonksiyon Tanim kiimesi Deger Kiimesi
w=Vx?+y?+ 2> Tim diizlem [0, 00)
1
w = x,y,z) #(0,0,0 0, o©
RN (x,y,2) # ( ) (0, o)

w=uxylnz z >0 yarim uzayl (—00, 00) ]




(a) I¢ nokta

\

N /

-

(b) Sinir noktast

SEKIL14.1 Diizlemdeki bir R bolgesinin i¢
noktalar1 ve sinir noktalari. Bir i¢ noktanin
R’nin bir noktast olmasi gerekir. R’nin bir
sinir noktasinin R’ye ait olmasi gerekmez.
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ki Degiskenli Fonksiyonlar

Tipki reel dogrudaki araliklarda oldugu gibi diizlemdeki bdlgelerin de i¢ noktalart ve sinir
noktalart var olabilir. [a, b] kapali araliklart sinir noktalarini igerirler, (@, b) agik araliklari
sinir noktalarini igermezler, [a, b) gibi araliklar da ne agik ne de kapalidirlar.

TANIMLAR ¢ ve Simir Noktalar, Acik, Kapali

xy-diizleminde bir R bolgesindeki (kiimesindeki) bir (xq, yo) noktasi, biitiiniiyle
R’nin iginde bulunan pozitif yarigapli bir dairenin merkezi ise R’nin bir i¢ nok-
tasidir (Sekil 14.1). Merkezi (x,, y9)'da olan her daire R’nin i¢inden noktalarin
yani sira R’nin disindan da noktalar igeriyorsa, R’nin bir sinir noktasidir. (Sinir
noktasinin R’ye ait olmasi gerekmez.)

Bir bolgenin i¢ noktalari, bir kiime olarak, bdlgenin icini olustururlar. Bol-
genin sinir noktalart bolgenin smmrmi olustururlar. Bir bolge sadece i¢ nokta-
larindan olusuyorsa agiktir. Bir bolge biitiin sinir noktalarini igeriyorsa kapahdir
(Sekil 14.2).

o v an
T @

{2 +y*<1) {2 +y*=1) {2 +y2=1)
Acik birim daire. Birim dairenin smir1 Kapal1 birim daire.
Her nokta bir i¢ (Birim ¢cember). Biitiin smir noktalarin
noktadir. icerir.

SEKIL14.2  Diizlemde birim dairenin i¢ noktalar1 ve sinir noktalart.

Reel say1 araliklarinda oldugu gibi, diizlemdeki bazi bolgeler ne agik ne de kapalidir-
lar. Sekil 14.2°deki agik daire ile ige baslar ve ona sinir noktalarinin hepsini degil de bazi-
larint eklerseniz, ortaya gikan kiime ne agik ne de kapalidir. Orada bulunan sinir noktalari
kiimenin agik olmasini engeller. Kalan sinir noktalarinin bulunmayisi ise kiimenin kapali
olmasini engeller.

TANIMLAR  Diizlemde Simirli ve Sinirli Olmayan Bélgeler

Diizlemdeki bir bolge sabit yaricapli bir dairenin i¢indeyse stmirhdir.
Aksi taktirde bolge, simirh olmayan (sinirsiz) bir bolgedir.

Diizlemde simirli kiimelere ornekler dogru pargalari, iiggenler, tiggenlerin igleri,
dikdortgenler, gemberler ve dairelerdir. Sinirli olmayan kiimelere 6rnekler de dogrular,
koordinat eksenleri, sonsuz araliklarda tanimli fonksiyonlarin grafikleri, dortte bir bol-
geler, yar1 diizlemler ve diizlemin kendisidir.
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o
I¢ noktalar
y—x2>0
Disarida, y—x'=0
y—x<0 1 parabolii
sinirdir.
1 1 X
-1 0 1

SEKIL14.3  f(x,y) = \/y — x2’nin tanim

kiimesi renkli bolge ve sinirlayici parabol
y = x*den olusur (Ornek 3).

z
z=fx,y)
VOO =100 — x* — y?
fle,y) =175 ylizeyi

f’nin grafigidir.

flx,y) = 51
(Fonksiyonunun

tipik bir seviye
egrisi)

SEKIL144  f(x, y) =100 —x* —y?
fonksiyonunun grafigi ve secilmis seviye
egrileri (Ornek 4).

tanim kiimesinde

ORNEK 3
f(x,») = Vy — x? fonksiyonunun tanim kiimesini belirleyin.

Iki Degiskenli Bir Fonksiyonun Tanim Kiimesini Belirlemek

Goziim f fonksiyonu sadece y —x*> = 0 oldugu yerlerde taniml oldugundan, tamim kiimesi
Sekil 14.3°te gosterilen kapali, smirli olmayan bolgedir. y — x? parabolii tanim kiimesinin
siniridir. Paraboliin {ist tarafindaki noktalar tanim kiimesinin i¢ini olusturur. [ |

iki Degiskenli Fonksiyonlarin Grafikler, Seviye Egrileri ve Kontur Cizgileri

Bir f(x, y) fonksiyonunun degerlerini resimlemenin iki standart yolu vardir. Biri, tanim
kiimesinde f’nin sabit bir deger aldig1 egrileri ¢izip isimlendirmektir. Digeri ise, uzayda
z = f(x, y) ylizeyini ¢izmektir.

TANIMLAR  Seviye Egrisi, Grafik, Yiizey

Diizlemde, bir f(x, y) fonksiyonunun f(x, y) = c gibi sabit bir deger aldig1 nokta-
lar kiimesine f’nin bir seviye egrisi denir. (x, ) noktast f’nin tanim araliginda
olmak iizere, biitiin (x, y, f(x, ¥)) noktalarinin kiimesine f’nin grafigi denir.
f’nin grafigine ayrica z = f(x, y) yiizeyi de denir.

ORNEK 4

f(x, y) = 100 — x> — y**nin grafigini ¢izin ve f’nin diizlemdeki tanim kiimesinde f(x, y) =0,
f(x, y)=51 ve f(x,y)=75 seviye egrilerini isaretleyin.

Iki Degiskenli Bir Fonksiyonu Cizmek

Coziim f’nin tanim kiimesi biitlin xy-diizlemidir ve f’nin deger kiimesi 100’¢ esit veya
100°den kiigiik reel sayilarin kiimesidir. Grafigi, Sekil 14.4’te bir kismi gosterilen
z=100 — x> —y? paraboloidi dir.
f(x, y) =0 seviye egrisi, xy-diizleminde
f(x, y)=100—x*—1?=0 veya x>+)?=100
kosulunu saglayan noktalar kiimesidir ki, o da merkezi orijinde olan 10 yarigapli ¢em-
berdir. Benzer sekilde, f(x, y) =51 ve f(x, y) =75 seviye egrileri (Sekil 14.4)

f(x, y) =100 — x> —y*=51
f(x, ) =100 —x*—y*=75

¢emberleridir. f(x, y) = 100 seviye egrisi sadece orijinden olusur (Yine de bir seviye egri-
sidir). [

x> +)2 =49
x2+y2=25

veya

veya

Uzayda z = ¢ diizleminin bir z = f(x, y) yiizeyini kestigi egri, f(x, y) = ¢ fonksiyon degerini
temsil eden noktalardan olusur. Buna, f’nin tanim kiimesindeki f(x, y) = ¢ seviye egrisin-
den ayirt etmek icin, f(x, v) = ¢ kontur egrisi denir. Sekil 14.5, z = 100 — x> —)? yiizeyi
iizerinde f(x, y) = 100 — x* — y* fonksiyonuyla tanimlanan f(x, y) = 75 kontur ¢izgisini
gostermektedir. Kontur egrisi, fonksiyonun tanim kiimesindeki f(x, y) = 75 seviye egrisi
olan x* + y? = 25 gemberinin yukarisinda bulunmaktadur.

Ancak herkes bu ayrim1 yapmaz ve iki egriyi de ayni1 isimle adlandirmak isteyebilir ve ak-
limizda hangisinin bulundugunu bildiginize giivenebilirsiniz. Ornegin, ¢ogu haritalarda,
sabit yiikseklikleri (deniz seviyesinden yiikseklik) temsil eden egrilere seviye egrileri de-
gil, kontiir denir (Sekil 14.6).



Jix,y) = 100 — x> — y? = 75 kontur egrisi z = 75
diizlemindeki x> + y* = 25 cemberidir.

fix,y) = 100 — x> — y? = 75 seviye egrisi
xy- diizlemindeki x*> + y? = 25 cemberidir.

SEKIL14.5  xy-diizlemine paralel ve
z= f(x,y) yiizeyini kesen bir z = ¢ diizlemi
bir kontur ¢izgisi iretir.
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SEKIL14.6  New Hampshire’deki Mt. Washington un konturlari (Appalachian Mountain
Club’n izniyle yeniden iiretilmistir).

Uc Degiskenli Fonksiyonlar

Diizlemde, iki bagimsiz degiskenli bir fonksiyonun sabit bir f(x, y) = ¢ degerine sahip
oldugu noktalar fonksiyonun tanim kiimesinde bir egri olusturur. Uzayda, ii¢ bagimsiz
degiskenli bir fonksiyonun sabit bir f(x, y, z) = ¢ degerine sahip oldugu noktalar fonksi-
yonun tanim kiimesinde bir yiizey olusturur.

TANIM  Seviye Yiizeyi
Uzayda, ii¢ bagimsiz degiskenli bir fonksiyonun sabit bir f(x, y, z) = ¢ degerine
sahip oldugu (x, y, z) noktalar1 f’nin bir seviye yiizeyini olustururlar.

Ug degiskenli bir fonksiyonlarin grafikleri, dért boyutlu bir uzayda bulunan
(x, ¥ z, f(x, , z)) noktalarindan olustugu igin, bunlari tig-boyutlu referans gercevemizde etkili
olarak g¢izemeyiz. Ancak, ii¢-boyutlu seviye ylizeylerine bakarak, fonksiyonun nasil
davrandigini gorebiliriz.

ORNEK5 (g Degiskenli Bir Fonksiyonun Seviye Yiizeylerini Belirlemek

Asagidaki fonksiyonun seviye yiizeylerini tanimlayin:

flo,y,z) = Va2 + y2 + 22,
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Va2 +y? +22=1

SEKIL147  f(x,y,2) = Vx* + y? + z¥nin

seviye ylizeyleri esmerkezli kiirelerdir
(Ornek 5).

(X0, Yo» Z0)
X a

(a) I¢ noktalar:

(%0, Yo» 20)

(b) Sinir noktalar1

SEKIL14.8  Uzaydaki bir bolgenin i¢
noktalar1 ve siir noktalari.

Coziim f’nin degeri, orijinden (x, ), z) noktasina olan uzakliktir. Her

x2 4+ y2+z2=r¢c> 0, seviye yiizeyi, merkezi orijinde olan ¢ yarigapli bir kiire-
dir. Sekil 14.7 bu kiirelerden tigiiniin goriiniisiinii sunmaktadir. Vx? + y2 + z2 = 0 se-
viye yiizeyi sadece orijinden olugsmaktadir.

Burada fonksiyonun grafigini ¢izmiyoruz; fonksiyonun tanim kiimesindeki seviye
yiizeylerine bakiyoruz. Fonksiyonun seviye yiizeyleri tanim kiimesinde ilerlerken,
fonksiyonun degerlerinin nasil degistigini gosterir. Merkezi orijinde olan ¢ yarigapli bir
kiirenin iizerinde kalirsak, fonksiyon sabit bir deger, yani ¢ degerini alir. Bir kiireden
digerine gegersek fonksiyonun degeri degisir. Orijinden uzaklasirsak bu deger artar, ori-
jine yaklasirsak bu deger azalir. Fonksiyonun degerlerinin degisimi izledigimiz yone
baghdir. Degisikligin yone bagimlilig1 onemlidir. Buna Boliim 14.5’te geri donecegiz.

Uzaydaki bolgeler igin ig, sinir, acik, kapali, sinirli ve simirlt olmama tanimlart diiz-
lemdeki tanimlarin benzeridir. Ekstra boyutu isin i¢ine katmak igin, daireler yerine kati
toplar kullaniriz.

TANIMLAR  Uzay Bélgeleri icin ic ve Simir Noktalar

Uzaydaki bir R bdlgesinde bir (x, ¥y, zo) noktasi, biitiiniiyle R’nin i¢inde bulunan
bir kat1 topun merkeziyse R’nin bir i¢ noktasidir (Sekil 14.8a). Merkezi (x, v,
z) ‘da olan her kiire R ’nin i¢inden noktalarin yant sira R’nin digindan da nokta-
lar igeriyorsa (x, vy, zg) noktast R’nin bir sinir noktasidir. R’nin i¢ noktalari, bir
kiime olarak, R’nin icini olustururlar. R’nin sinir noktalarinin kiimesi R’nin
siiridir.

Bir R bolgesi sadece i¢ noktalardan olusuyorsa aciktir. Bir bdlge biitiin sinir
noktalarini igeriyorsa kapahdir.

Uzayda acik kiimelere 6rnekler; bir kiirenin i¢i, z > 0 agik yar1 diizlemi, birinci se-
kizde bir bdlge (x, y ve z her biri pozitif) ve uzayin kendisidir.

Uzayda kapali kiimelere 6rnekler; dogrular, diizlemler, z = 0 kapali yari-diizlemi, si-
nirlayict diizlemleriyle birlikte birinci sekizde bir bolge ve uzayin kendisi (smir noktasi
var olmadigindan) dir.

Sinirlayici kiiresinin bir kismi kaldirilmis kati bir kiire veya bir yiizi, kenar1 veya ko-
se noktasi olmayan kati bir kiip ne a¢ik ne de kapali olacaktir.

Ugten daha fazla bagimsiz degiskenli fonksiyonlar da énemlidir. Ornegin, uzayda bir
yiizeyin iizerindeki sicaklik sadece yiizeyin lizerindeki P(x, y, z) noktasinin konumuna de-
gil ayn1 zamanda ¢ zamanina da bagl olabilir dolayisiyla boyle bir durumda f(x, y, z, £)
yazacaglz.

Bilgisayarla Grafik Cizme

Bilgisayarlarin iig-boyutlu grafik ¢izim programlari iki degiskenli fonksiyonlarin grafikle-
rini sadece birkag tusa basarak ¢izmeyi olast kilmigtir. Genellikle, bir formiilden 6grendi-
gimizi, bir grafikten daha ¢abuk 6greniriz.
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ORNEK 6 VYeryiiziiniin Altindaki Sicakligi Modellemek

Yeryiiziiniin altindaki sicaklik, yeryiizii altindaki x derinliginin ve yilin ¢ zamaninin bir
fonksiyonudur. x’i feet olarak #’yi de yeryiiziinde yiizey sicakliginin en yiiksek olmasinin
beklendigi giinden itibaren gegen giin olarak alirsak, sicakliktaki degisimi

w=cos (1.7 X 1072t — 0.2x)e ¥

fonksiyonu ile modelleyebiliriz. (0 ft’teki sicaklik +1 ile —1 arasinda degisecek sekilde 6l-
ceklenmistir. Oyle ki x feet’teki degisim yiizeydeki degisimin bir kesri olarak yorumlana-
bilsin.)

Sekil 14.9, fonksiyonun bilgisayarla iiretilmis bir grafigini gostermektedir. 15 ft de-
rinlikteki degisim (sekilde dikey genlikteki degisim) ylizeydeki degisimin yaklasik
%5’idir. 30 ft derinlikte y1l boyunca neredeyse hi¢ degisim yoktur.

-
=
<
]
|72
A

SEKIL 14.9
w = cos (1.7 X 1072 — 0.2x)e 0>

fonksiyonunun bilgisayarla tiretilmis bu grafigi
yer alt1 sicakliginin mevsimlik degisimini
ylizey sicakliginin bir kesri olarak
gostermektedir. x = 15 ft’te, degisim yiizeydeki
degisimin sadece %5’idir. x = 30 ft’te degisim
yiizeydeki degisimin %0.25’inden azdir (Ornek
6). (Norton Starr’m hazirladigi ¢izimden
alinmustir.)

Grafik ayrica, yiizeyin 15 ft altindaki sicaklikla yiizey sicakligi arasinda neredeyse
yarim yillik bir faz farki oldugunu gostermektedir. Yiizeyde sicaklik en diisiikken (6rne-

gin, Subat’ta), 15 ft asagida en yiiksektir. Yerin 15 ft altinda, mevsimlerin siras1 degis-
mistir. [ |

Sekil 14.10 iki degiskenli birkag fonksiyonun bilgisayarla tiretilmis grafiklerini seviye eg-
rileri ile birlikte gostermektedir.
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SEKIL14.10  iki degiskenli tipik fonksiyonlarin bilgisayarla iiretilmis grafikleri ve
seviye egrileri.
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Tamim ve Deger Kiimeleri, Seviye Egrileri

1-12 alistirmalarinda, (a) fonksiyonun tanim kiimesini bulun, (b)
fonksiyonun deger kiimesini bulun, (¢) fonksiyonun seviye egrilerini
tanimlayin, (d) fonksiyonun tanim kiimesinin sinirini bulun, (e) tanim
kiimesinin kapali m1, agtk m1, yoksa ikisi de olmayan bir bélge mi ol-
dugunu belirleyin ve (f) tanim kiimesinin sinirli m1 yoksa sinirli olma-
yan mi1 oldugunu belirleyin.

L flx,y) =y —x 2. fl,y) = Vy —x
3. flx,y) = 4x? + 9y? 4. f(x,y) = x* — y?
5. f(x,y) = xy 6. f(x,y) = y/x2
1
7. f(x,y)=ﬁ2_y2 8. f(x,y) = V9 —x*—y?

9. fly) =In(x>+y?) 10 fxy) = e
1. foy) =sin' (y =x) 12 f(x,p) = tan”! (%)

Yiizeyleri ve Seviye Egrilerini Belirlemek

13-18 aligtirmalart (a)—(f)'de grafikleri verilen fonksiyonlarin seviye eg-
rilerini gostermektedir. Her egri kiimesini uygun fonksiyonla eslestirin.

i
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ki Degiskenli Fonksiyonlari Tamimlama

19-28 aligtirmalarindaki fonksiyonlarin degerlerini iki sekilde goste-
rin: (a) z = f(x, y) ylizeyini ¢izerek ve (b) fonksiyonun tanim kiimesin-
deki seviye egrilerinden birkagini gizerek. Her egriyi fonksiyon dege-
riyle isimlendirin.
19. f(x,y) = y?
21, f(x,y) = x2 + y?

23. f(x,y) = —(x* + »?)

20. f(x,y) =4 — y?
22, f(x,y) = Vx2 + y2

24. f(x,y) =4 — x> —y?

25. f(x,y) = 4x? + y?
27. f(x,y) =1 —|y]

26. f(x,y) = 4x> +y2 + 1
28. flx,y) =1 —|x| — [yl

Bir Seviye Egrisini Bulmak

29-32 alistirmalarinda, f(x, y) fonksiyonun verilen noktadan gecen
seviye egrisinin denklemini bulun.

29. f(x,y) =16 — x> —y%, (2V2,12)
30. f(x,y) = Vx2—1, (1,0)
31. f(x,y) =/y di 3> (*\/5, \6)

1 +¢
32. f(x,y) = Eo (%)n, (1,2)

n=

Seviye Yiizeyleri Cizmek

3340 alistirmalarinda, fonksiyonun tipik bir seviye yiizeyini ¢izin.
33. flr,v,z) = x>+ y2+ 22 34, f(x,y,z) = In(x> + y2 + z?)
35. f(x,y,z2) =x + z 36. f(x,y,z) =z

37. flx,v,z) = x4+ y? 38. f(x,y,z) =y + 22

39. f(x,y,z) =z —x*—y
40. f(x,v,z) = (x%/25) + (¥*/16) + (z*/9)

2

Bir Seviye Yiizeyi Bulmak

41-44 alistirmalarinda, f(x, y) fonksiyonunun verilen noktadan gecen
seviye ylizeyinin denklemini bulun.

41. f(x,y,z) = Vx —y —Inz, (3,—1,1)

42. f(x,y,z) =In(x>+y+z%), (-1,2,1)
- (x + )"
43. g(x,y,z) = 27

= nlz"

, (In2,In4,3)

(0,1/2,2)

44, g(x,y,z)=/yL+/z L,
V1 — 6 V2 1Vt -1

Teori ve Ornekler

45. Bir fonksiyonun, bir uzay dogrusu iizerindeki maksimum de-
geri f(x, y, z) = xyz fonksiyonunun x = 20 — £, y = ¢, z =20 dogru-
su iizerinde bir maksimum degeri var midir? Varsa, nedir? Yaniti-
mz1 agiklaym (Ipucu: Dogru boyunca, w = f(x, y, z) fonksiyonu
t’nin tiiretilebilir bir fonksiyonudur.)

46. Bir fonksiyonun, bir uzay dogrusu iizerindeki maksimum de-
geri f(x, ), z) =xy—z fonksiyonununx =¢t— 1,y =¢t-2,z=¢t+7
dogrusu iizerinde bir maksimum degeri var midir? Varsa, nedir?
Yanitimizi agiklaym (fpucu: Dogru boyunca, w = f(x, y, z)
fonksiyonu t’nin tiiretilebilir bir fonksiyonudur.)

47. Concorde’un sonik patlamalar1 Concorde’dan gelen ses dalga-

lar1, ugagin ugtugu yiiksekligin tistiinde ve altinda sicaklik degis-
tikce, egilir. Sonik patlama halis1 yer yiizeyinde sok dalgalarini



48.

atmosferden yansitilmis veya yerden kirilmis bir sekilde degil de
dogrudan ugaktan alan bolgedir. Hali, ugagin altindaki noktadan
dogrudan yere garpan siyirici dalgalarla belirlenmistir. (Sekle ba-
ki)

Sonik patlama halist

Yerde bulunan insanlarin Concorde’un sonik patlamasini atmos-
ferdeki bir katmandan yansiyarak degil de dogrudan duyduklari
bdlgenin genisligi w,

T = yer seviyesindeki hava sicakligi (Kelvin derece),

h = Concorde’un yiiksekligi (km),

d = dikey sicaklik gradyani (km basina Kelvin derece

sicaklik diistisii)

degiskenlerinin bir fonksiyonudur.

1/2
w = 4(%’) .

Washington’a gitmekte olan Concorde ugagi Avrupa’dan
Birlesik Devletlere Nantucket adasinin kuzeyinde 16.8 km yiik-
seklikte gegirecek bir rota izlemektedir. Yiizey sicakligi 290 K ve
dikey sicaklik gradyani 5 K/km ise, ugagin sonik patlama halisi-
n1 adadan uzak tutmak i¢in ugak Nantucket’in kag kilometre gii-
neyinden ugurulmalidir? (N.K. Balachandra, W.L. Donn ve D.H.
Rind tarafindan Science, July 1, 1977, Vol. 197, sayfa 47-49°’da
yayinlanan “Concorde Sonic Booms as an Atmospheric Probe”
dan.)

Bildiginiz gibi, tek reel degiskenli, reel degerli bir fonksiyonun
grafigi iki koordinath bir uzayda bir kiimedir. Iki bagimsiz reel
degiskenli, reel degerli bir fonksiyonun grafigi ii¢ koordinatlt bir
uzayda bir kiimedir. Ug bagimsiz reel degiskenli, reel degerli bir
fonksiyonun grafigi dort koordinatli bir uzayda bir kiimedir. Dort
bagimsiz reel degiskenli, reel degerli bir f(x;, x,, x3, x4) fonksiyo-
nunun grafigini nasil tanimlarsimiz? n bagimsiz reel degiskenli,
reel degerli bir f(xy, x,, x3, ..., x,,) fonksiyonunun grafigini nasil
tanimlarsiniz?

w’nun formiilii

olarak verilir.
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BILGISAYAR ARASTIRMALARI
Acikca Verilen Yiizeyler

49-52 alistirmalarindaki fonksiyonlarin her biri igin asagidaki adimla-
11 gergeklestirmek tizere bir BCS kullanin.

a. Verilen dikddrtgen iizerinde yiizeyi ¢izin.
b. Dikdortgendeki birkag seviye egrisini ¢izin.

¢. f’nin verilen noktadaki seviye egrisini ¢izin.

49. f(x,y) = xsinz + ysin 2x,

B O0=x=57 0=y =15m,

P(3m, 3m)

50. f(x,y) = (sinx)(cosy)e “‘2”2/8, 0<x = 5m,
0=y=5m P4m, dm)

51. f(x,y) = sin(x + 2cosy),
27 =y =2mw, Plm,m)

52. f(x,y) = """ M sin (x? + y2), 0=x=2m,
2m=y=m, Plm,—7)

=27 = x = 2,

Kapali Olarak Verilen Yiizeyler

53-56 alistirmalarindaki seviye yiizeylerini ¢izmek igin bir BCS kul-
lanin.

53, 4In (x> + y2 + 22 =1
55. x + y2 — 322 =1

56. sin (%) — (cosy)Vx?2 +z2=2

54, x2+z2=1

Parametrize Yiizeyler

Diizlemdeki egrileri, bir / parametre araliginda tanimlanmis bir
x = f(#), y = g(¢) denklem ¢iftiyle tanimladiginiz gibi, bazen uzaydaki
yiizeyleri de bir « = u = b, ¢ = v = d parametre dikdortgeninde
tanimlanmis bir x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v) denklem tgliisiiyle
tanimlayabilirsiniz. Cogu bilgisayarl1 cebir sistemi boyle ylizeyleri
parametre modunda ¢izer (Parametrize yiizeyler Bolim 16.6’da daha
detayli olarak incelenmektedir). 57-60 alistirmalarindaki yiizeyleri
¢izmek i¢in bir BCS kullanin. Ayrica xy-diizlemindeki birkag seviye
egrisini ¢izin.

57. x =ucosv, y=usinv, z=u, 0=u=2,
0=v =27

58. x =ucosv, y=usinv, z=v, 0=u=2,
0=v =27

59. x = (2 + cosu)cosv, y = (2 + cosu)sinv, z = sinu,
0=u=2m, 0=v=27

60. x = 2cosucosv, y =2cosusinv, z = 2sinu,
O0=u=2mr, 0=v=n"7
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Yiiksek Boyutlarda Limitler ve Siireklilik

Bu béliim ¢ok degiskenli fonksiyonlarm limit ve siirekliligini ele almaktadir. 1ki veya iig
degiskenli bir fonksiyonun limitinin tanimi tek degiskenli bir fonksiyonun limitinin
tanimina benzerdir fakat simdi gérecegimiz gibi 6nemli bir fark vardir.

Limitler

Bir (xg, yp) noktasina yeterince yakin biitiin (x, y) noktalari i¢in f(x, y)’nin degerleri be-
lirli bir L reel sayisina keyfi derecede yakin ise, (x, y) noktast (x,, vy)’a yaklasirken f
fonksiyonu L limitine yaklasir deriz. Bu, tek degiskenli bir fonksiyonun formel olmayan
tanimina benzerdir. Ancak, (x,, yo) noktasi f’nin tanim kiimesinin i¢inde bulunuyorsa,
(x, ¥)’nin (x(, yo)’a herhangi bir yonden yaklasabilecegine dikkat edin. Yaklagimin yonii,
asagidaki bazi1 6rneklerde oldugu gibi, bir sorun yaratabilir.

TANIMLAR iki Degiskenli Bir Fonksiyonun Limiti
Her € > 0 sayisina kargilik, f’nin tanim kiimesine ait (x, y) noktalari igin,

0>2 (x—x0) > +(—y)> <8 iken |f(x,y)—L|<e

olacak sekilde bir 8§ > 0 sayist karsilik getirilebiliyorsa, (x, y) noktasi (x,, y,)’a
yaklasirken f fonksiyonu L limitine yaklasir der ve su sekilde yazariz.

lim x,y) =1L
g T )

Limit tanimi, (x, y)'den (x,, vo)’a uzaklik yeterince kiigiik (fakat 0 degil) birakildiginda,
f(x, y) ile L arasindaki uzakligin keyfi derecede kiigiildiigiinii soyler.

Limit tanim1 f’nin tanim kiimesinin i¢ noktalartyla birlikte (x,, ) sinir noktalari igin
de gegerlidir. Tek kosul (x, y) noktasinin her zaman tanim kiimesinin iginde kalmasidir.
Tek degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi,

lim X = X
(x, y)=(xo, y0)

(x, y)l—l%co, yo)y 7o
lim k = k  (Herhangi bir k)
(x, ¥)=>(x0, y0)
oldugu gosterilebilir. Ornegin, yukaridaki ilk limit ifadesinde f(x, y) = x ve L = x,'dir.
Limit tanimin1 kullanarak, € > 0 sayisinin segildigini varsayin. Eger 0’y1 bu €’a esit
olarak alirsak

0<\/(x—xo)2+(y—y0)2<6=e
esitsizliginin
0< Vx—x)P<e
lx — x| <€ Vi =|4

|f(x, y) - Xol < € x = f(x,y)
sonucunu gerektirdigini goriiriiz:
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Yani,

her ne zaman 0 > 2 (x —xo)> + (v —y)* < & ise |f(x, y)—xo| < €
olur. Dolayistyla,

lim X,y) = lim X =X
6 T T = o I, ™ T
dir. Ayrica, iki fonksiyonun toplaminin limitinin limitlerinin toplami oldugu da gosterile-
bilir (ikisi de varsa) ve farklarin, ¢arpimlarin, sabitlerle carpimlarin, boliimlerin ve kuvvet-
lerin limitleri i¢in de benzer sonuglar elde edilir.

TEOREM 1 iki Degiskenli Fonksiyonlarin Limitlerinin Ozellikleri
L, M ve k reel sayilar ve

lim  f(x,y) =L ve lim  g(x,y) = M.
(x, ¥)=(x0, o) (x, ¥)=(x0, y0)

1. Toplam Kurali: lim  (f(x,y) + glx,y)) =L+ M
(x, ¥)=(x0, y0)

2. Fark Kurali: lim  (f(x,y) —gl,y) =L —-M
(v, )= (xo,, o)

3. Carpim Kurali: lim  (f(x,y)-g(x,y) =L-M
(v, )= (xo, o)

4. Sabitle Carpr Kurali: lim (kf(x,y)) = kL (Herhangi bir k)

(v, )= (x0, ¥0)
X,
im fxy) - L M #0
(6, 9= (0,30 glx,y) M
6. Kuvvet Kurali: r ves tamsayilar ve s # 0, L"* bir reel say1 ise,

lim  (f(x,p))7 =L
(x, )= (x0, ¥o)

5. Boliim Kurali:

(s ¢ift ise L > 0’1n pozitif oldugunu varsayiyoruz)

Teorem 1’1 burada ispatlamamakla birlikte, neden dogru olduguna dair formel olmayan bir
diisiince veriyoruz. (x, y) noktasi (xy, yo) noktasina yeterince yakin ise f(x, y) degeri L’ye
ve g(x, y) degeri de M’ye yakindir (limitlerin formel olmayan agiklamasindan). Su halde
f(x,y) + g(x, y) degerinin L + M’ye yakin olmast; f(x, y) — g(x, y)’nin L — M’ye yakin ol-
mast; f(x, y)g(x, y)’nin LM’ye yakin olmasi; kf(x, y)’nin kL’ye yakin olmasi; ve M # 0
ise f(x,v)/g(x, y)nin L/M ye yakin olmasi anlamlidir.

Teorem 1’1 polinomlara ve rasyonel fonksiyonla uyguladigimizda, bu fonksiyonlarin
(x, ¥) = (xp, yo) iken limitlerinin, fonksiyonlari (x,, yy)’da hesaplayarak bulabilecegini
sOyleyen yararli sonucu elde ederiz. Tek kosul rasyonel fonksiyonlarm (x,, yy)’da tanimh ol-
malaridir.

ORNEK 1 Limitleri Hesaplamak

@ lim x—xy+3 _ 0— (0)(1)+3 _
®»—=0,0) x%y + 5xy — > (0)X(1) + 5(0)(1) — (1)}

b  lim Va2 +12= V0GP + (42 =V25=75 .
(5, )—(3, ~4)
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ORNEK2  Limitleri Hesaplamak
i =y
m — =
€ 2)=00 \V/yx — \V/y
limitini bulun.

Coziim (x, ¥) = (0, 0) iken, payda Vi - \[y farki 0’a yaklastigindan, Teorem
I'deki Boliim Kuralmi kullanamayiz. Ama, pay ve paydayr Vx + \/yg ile carparsak,
limitini bulabilecegimiz esdeger bir kesir elde ederiz:

TR A, = w)(Va+ Vo)
@=00 Ve =V wn=00 (Vi = Vy)(Va + V)

x(x - y)(\/; + \/y)

= 1. — “abi
(x,y)1—>nl(0,0) X —y Cebir
Sifirdan farkli
= lim x(\/); + \/y) (x —y) ¢arpanini
(x, )—(0,0) kisaltin
=0(Vo+ Vo) =0
y =xyolu (lizerinde x —y =0 dir)
x2 = xy
Vx—Vy
fonksiyonunun tanim kiimesinde bulunmadigindan (x — y) ¢arpanini kisaltabiliriz. [

ORNEK 3 Limit Tanimini Uygulamak

4xy?

Varsa 5 yi bulun.

lim ———
(x, )—=(0,0) x~ + y
Coziim Once, x = 0 dogrusu boyunca y # 0 iken fonksiyonun daima 0 degerini aldigim
gozlemleriz. Benzer sekilde dogrusu boyunca, x # 0 olmasi kosulu ile fonksiyonun degeri
yine 0 dir. Dolayisiyla, (x, y) noktasi (0, 0) noktasina yaklasirken limit varsa bu limit
degeri 0 olmalidir. Bunun dogru olup olmadigimi gérmek igin limit tanimini uygulariz.
Bir € > 0 degeri keyfi olarak verilmis olsun. Bir 6 > 0 degeri bulmak istiyoruz.

Oyle ki,
3 5 ) 4xy2
her ne zaman 0<m<51ken ﬁ_o <e€
X Yy
veya
s . 4)x]y?
her ne zaman () < m < 6 iken 242 €
X y

olsun. y* = x?+)? oldugundan

4|x]y?
is4|x| =4\/)?S4\/x2+y2
x? +y2

elde ederiz.
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SEKIL14.11  (a)
20 (ny) £ (0,0)
x2+y2’ x’y bl

fly) =
0, (x,y) = (0,0).

f fonksiyonunun grafigi. Fonksiyon, orijin
harig her yerde siireklidir. (b) f’nin seviye
egrileri (Ornek 4).
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Suhalde 6 = €/4 seger ve 0 < Vx? + y2 < 6, alirsak
—0‘ S4\/x2+y2<45=4(2>=6

4xy2
x2 + y2

elde ederiz. Tanimdan
4xy?
lim % = 0. | |
(x, »)—(0,0) x~ + y
sonucu elde edilir.

Siireklilik
Tek degiskenli fonksiyonlardaki gibi, siireklilik limit cinsinden ifade edilir.

TANIM iki Degiskenli Siirekli Fonksiyonlar

Asagidaki kosullar saglanirsa, bir f(x, y) fonksiyonu (xg, y,) noktasinda
siireklidir:

1. f(xq yo)da tanimlidir,
: f(x, y) vardir,
3. lim

flx,y) = f(xo, yo)-
(x, )= (x0, o)

Tanim kiimesinin her noktasinda siirekli olan fonksiyona siirekli fonksiyon
denir.

2. lim
(x, )= (x0, o

Limit taniminda oldugu gibi, siireklilik tanim1 da f’nin tanim kiimesinin i¢ noktalar1
kadar sinir noktalarinda da gegerlidir. Tek kosul (x, y) noktasinin her zaman tanim kiimesi
i¢inde olmasidir.

Tahmin edebileceginiz gibi, Teorem 1’in sonuglarindan biri stirekli fonksiyonlarin ce-
birsel kombinasyonlarinin, s6z konusu fonksiyonlarin tanimli olduklar1 her noktada stirek-
li olduklaridir. Bu, siirekli fonksiyonlarin toplam, fark, carpim, sabitle garpim, bdliim ve
kuvvetlerinin taniml1 olduklar1 yerlerde siirekli olduklar1 anlamina gelir. Ozel olarak, iki
degiskenli polinomlar ve rasyonel fonksiyonlar tanimlandiklari her noktada siireklidirler.

ORNEK 4  Tek Siireksizlik Noktas! Olan Bir Fonksiyon

x2+y27 xay ]

0, (x,y) = (0,0)

fonksiyonunun orijin hari¢ her yerde siirekli oldugunu gosterin (Sekil 14.11).

flx,y) =

Cozim  f fonksiyonu (x, y) # (0, 0) olan her noktada stireklidir ¢iinkii degerleri x ve
»y’nin rasyonel bir fonksiyonuyla

(0, 0)'da f’nin degeri tanimlidir, ama (x, y) — (0, 0) iken f’nin limitinin olmadigini
iddia ediyoruz. Bunun nedeni orijine farkli yollardan yaklasmanin, simdi gérecegimiz gibi
farkli sonuglar vermesidir.
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S
NN

T

\

0

(b)

SEKIL14.12 () f(x, y) = 2x%y/(x* +y?)'nin
grafigi. Grafikte goriildiigi ve (b)'deki
seviye egrilerinin dogruladig gibi,

limy, )—(0,0) £(x, ¥) yoktur (Ornek 5).

Her m degeri igin, f fonksiyonunun “delinmis” y = mx, x # 0, dogrusu iizerinde sabit
bir degeri vardir, ¢linki

2xy 2x(mx) _ 2mx? 2m

_x2+m2x2_1+m2.

fx,»)

y=mx x2 + y2 y=mx x2 + (mx)?

bulunur. Dolayisiyla, (x, y) dogru boyunca (0, 0)’a yaklagirken f’nin degeri bu sayidir:

fony) = fx,»)

. . _ 2m
lim lim = 3
(x, »)—(0,0) x, )—(0,0) y=mx 1 +m

y = mx boyunca
Bu limit m ile degisir. Dolayisiyla, (x, y) orijine yaklasirken f’nin limiti diyebilecegi-
miz tek bir say1 yoktur. Limit bulunmaz ve fonksiyon stirekli degildir. [

Ornek 4 iki (veya daha fazla degiskenli) fonksiyonlarin limitleri hakkinda énemli bir
noktay1 ortaya koyar. Bir noktada bir limitin var olmasi i¢in, limit her yaklagim yolu igin
ayn1 olmalidir. Bu sonug, tek-degisken durumunda soldan ve sagdan limitlerin her ikisinin
de ayn1 degere esit olmasi gerekliligi ile benzerdir. Bu yiizden, iki veya daha fazla degis-
kenli fonksiyonlar igin, farkli limitli yollar bulursak, yaklastiklar1 noktada fonksiyonun li-
mitinin olmadigin anlariz.

Bir Limitin Var Olmamasi I¢in iki-Yol Testi
(x, y) noktas1 (x, vo)’a yaklasirken bir f(x, y) fonksiyonunun iki farkli yol
boyunca farkl1 limitleri varsa, lim, y)—(x, yo) f(X, ) yoktur.

ORNEK5  Iki-Yol Testini Uygulamak
(x, y) noktas1 (0, 0)’a yaklagirken

2x2y
x* + y2

flxy) =
fonksiyonunun (Sekil 14.12) limitinin olmadigini gosterin.

Coziim Dogrudan yerine yazmakla limiti bulamayiz. 0/0 belirsiz formu ortaya gikar.
fnin degerlerini (0, 0)'da sona eren yollar boyunca inceleriz. y = kx?, x # 0 egrisi
boyunca, fonksiyonun degeri sabittir:

2x%y 2x2(kx?) 2kx* 2k

P i o (.= 2 LA IE N S A o

fx, ») =

.4 2
y=ke* X7y

Dolayisiyla,

lim xX,y) = lim X,
(x, »)—=(0,0) foy) (x,»)—(0,0) [f( Y)

} _ 2
y=kx? 1+ k%
v = kx* boyunca

olur. Bu limit yola gére degisir. Ornegin, (x, y) noktas1 (0, 0)’a y = x? parabolii iizerinden
yaklasirsa, &k =1 olur ve limit 1'dir. (x, y) noktas1 (0, 0)’a x-ekseni iizerinden yaklasirsa,
k= 0dir ve limit 0 olur. iki yol testine gore, (x, ) noktas1 (0, 0)’a yaklasirken f’nin limiti
yoktur.

Buradaki ifade celiskili goziikebilir. “(x, y) orijine yaklasirken f’nin limiti yoktur de-
mekle neyi kastediyorsunuz—bir siirii limiti var” diyebilirsiniz. Ama sorun da budur.
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Yoldan bagimsiz tek bir limit yoktur ve dolayisiyla, tanima gore, lim, )0, 0) f(x, ) yok-
tur. ]

Siirekli fonksiyonlarm bileskeleri de siireklidir. Ispati, burada ihmal edilmistir, tek degis-
kenli fonksiyonlardakine benzerdir (Boliim 2.6, Teorem 10)

Bileskelerin Siirekliligi

f fonksiyonu (x,, yo) noktasinda siirekli ise ve g fonksiyonu da f(x,, y,)'da
stirekli tek-degiskenli bir fonksiyon ise A(x, y) = g(f(x, »)) ile tanimli 2 = gof
bileske fonksiyonu (x, y,)'da stireklidir.

Ornegin,

Xy

2

, In(1 + x?p?
x°+ 1 n( xy)

e 7, cos
fonksiyonlar1 her (x, y) noktasinda siireklidirler.
Tek degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi, genel kural siirekli fonksiyonlarin
bileskelerinin stirekli oldugudur. Tek kosul her fonksiyonun uygulandigi yerde siirekli ol-
masidir.

Ikiden Fazla Degiskenli Fonksiyonlar

iki degiskenli fonksiyonlarm limit ve siireklilik kavramlari ile toplam, fark, garpim, sabitle
carpim, boliim ve kuvvetlerin limitleri ve siireklilikleriyle ilgili sonuglar ti¢ veya daha faz-
la degiskenli fonksiyonlar igin de gegerlidir.

ysinz

In(x +y + 2) ve o—

gibi fonksiyonlar tanim kiimelerinde siireklidirler ve P, (x, y, z) noktasini belirtmek tizere
) e x+z _ e 1-1 B 1

lim = > =5

P=(10-1) 22 4 cos Vay  (=1)* + cos0 2

gibi limitler dogrudan yerine koymayla bulunabilir.

Siirekli Fonksiyonlarin Kapali ve Sinirli Bolgelerde Ekstremum Dederleri

Kapali ve simurlt bir [a, b] araliginda siirekli olan tek degiskenli bir fonksiyonun, [a, b]
iginde en az bir defa bir mutlak maksimum deger ve bir mutlak minimum deger aldigim
gordiik. Aynisi, diizlemin kapali ve smirl bir R bdlgesinde ( bir dogru pargasi, bir disk
veya i¢i dolu bir liggen gibi ) siirekli olan bir z = f(x, y) fonksiyonu igin dogrudur.
Fonksiyon, R’nin bir noktasinda bir mutlak maksimum deger ve R’nin bir noktasinda da
bir mutlak minimum deger alir.

Bunlara ve bu boliimdeki diger teoremlere benzer teoremler {i¢ veya daha fazla
degiskenli fonksiyonlar igin de gegerlidir. Ornegin, bir w = f(x, y, z) siirekli fonksiyonu
tanimli oldugu herhangi bir kapali ve simirli kiime tizerinde (kat1 top veya kiip, silindirik
kabuk, dikdortgensel bir katt cisim ) mutlak maksimum ve mutlak minimum degerlerini
almas1 gerekir.

Bu ekstremum degerleri nasil bulacagimizi Boliim 14.7°'de 6grenecegiz, fakat dnce
yliksek boyutlarda tiirevleri ¢alismaliyiz. Bu, siradaki boliimiin konusudur.
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ALISTIRMALAR 14.2

ki Degiskenli Limitler
1-12 alistirmalarindaki limitleri bulun.
3x2 — y2 + 5

1. lim o
(,»)=00,0) x°+ y°+ 2

2. lim ——
L= 04\

2
. . 1 1
3. lim Vx2+y2-1 4. lim (f + 7)
7 @)—2.-3) \*

(x,»)—(3.4) y
5. i ¢ 6. i x*+y
. im sec x tan . im cos—————
(x,9)—(0,7/4) 7 =00  xt+y+1
7. lim e 8. lim In|l+ x?y?|
(x,»)=(0,In2) (x, y)—=(1,1)
o
9. lim eiﬂ 10.  lim  cosV|xy| — 1
(x,7)—(0,0) (e, »)—(1,1)
X sin cosy + 1
11. Y 12. i J

lim lim
wn=(10) x? + 1 (v, =>(m/2,0) ¥ = sinx

Boliimlerin Limiti

13-20 aligtirmalarindaki limitleri, 6nce kesirleri yeniden yazarak bulun.

2 2 2 2
xX°—=2xy +y xT—y
13. i ——— 14. li B
(e (1,1) ry () ¥ Y
X#y X#Fy
xy —y—2x+2
15. Woym AT e
(=11 x—1
x#1
+ 4
6. lim
(,y)=2,-4) x%y — xy + 4x° — 4x
y¢—4,x¢x2
17 x—y+ 2Vx — 2\/y

lim
(x, »)—(0,0)
xX#Fy

Vi - Vy
im Y4
E@N=CD\/x +y -2
x+y#4
Vi - Vy + 1

V2x —y — 2

18. . i
()20 2x —y — 4
2x—y#4

19

20. lim
wy—@3 x—y—1
x#y+1

Uc Dediskenli Limitler
21-26 alistirmalarindaki limitleri bulun.
. 1,1, 1 . 2xy + yz
. N . T
21 P—ll(rlr,ls,4> (x Y Z) 2 P—>(111,r511,—1) x2 + z?

23. lim )(sinzx + cos’y + sec’z)

P—(3.3.0
. lim tan~! xyz 25.  lim  ze ¥ cos2x
P—(~1/4m/2.2) P—(,03)
26  lim  InVx?+ y? + 22

P—(0,-2,0)

Diizlemde Siireklilik

27-30 alistirmalarindaki fonksiyonlar diizlemin hangi (x, y) nokta-
larinda stireklidir?

27. a. f(x,y) = sin(x + y) b. f(x,y) = In(x? + y?)

x+y y
28. a. f(x,y) =% = b. f(x,y) = 211
. 1 X +y
29. a. g(x,y) = sin Xy b. g(x,y) = 2 F cosx
2 2
30. a. g(x,y) = LA Al b. g(x,y) = !
x2—3x +2 x? -

Uzayda Siireklilik

31-34 alistirmalarindaki fonksiyonlar uzayin hangi (x, y, z) noktala-
rinda stireklidir?

31. a. f(x,y,z) = x>+ y2 — 222
b. f(x,y,z) = Vx2 +yp?—1

32. a. f(x,y,z) = Inxyz b. f(x,y,z) = e"*Vcosz

1 1
33. a. h(x,y,z) = xysin b. h(x,y,z) = 55—
(x,»,2) = xysin 3 (J/)x2+22_1
1
34. a. h(x,y,z) = ——— b. h(x,y,z) = —F———
Iy +|z] lxy| + |z]

Bir Noktada Limit Bulunmamasi

Farkli yaklasma yollar1 ele alarak, (x, y) — (0, 0) iken 3542
alistirmalarindaki fonksiyonlarin limitlerinin olmadigini gosterin.

X x4

35. f(x,y) = — 36. f(x,y) =

x? + y? xtty?

xt—y? Xy
37. f(X,J’):x4+y2 38. f(xay):®
X —y x+y
39. g(x,y) = Xty 40. g(x,y) = =y
2
x° + 2
AL h(ey) = 2. hix,y) =
2 —



Teori ve Ornekler

43. limg, ) Sy, g SO ¥) = L ise, fnin (xp, yg)da tanimh olmasi
gerekir mi? Yanitiniz1 agiklayin.

44, f(xo, yo) =3ise

lim X,
(x, )= (x0, 30) fx)

igin, f fonksiyonu (xo, yo)'da stirekli ise? ve f(x,, yy)’da siirekli
degilse ne soyleyebilirsiniz? Yanitiniz1 agiklayin.

iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Sandvi¢ Teoremi, merkezi (x,, y,)’da
olan bir dairenin igindeki her (x, y) = (xo, o) i¢in g(x, y) = f(x, y) =
h(x, y) ise ve (x, y) = (xg, yo) iken g ile A’nin limitleri sonlu ve ayn1 L
sayi1s1 ise

lim )f(x, y)=1

(x, ¥)=(x0, 30

oldugunu soyler. Bu sonucu kullanarak 45—48 alistirmalarindaki soru-
lart yanitlaymn.

45.
2.2 -1
X tan " x
1 — Y < a4 1
3 xy

oldugunu bilmek, size

tan”! xy

|
(x, y)1—>m(0,0) Xy

hakkinda bir sey sdyler mi? Yanitinizi agiklayin.

46.
2.2

X
2|xy| — Ty <4 — 4cos V]xy| < 2|xy|
oldugunu bilmek, size
) 4 — 4cos V]xy|
lim @——7F—
(x,)=(0.0) oyl
hakkinda bir sey sdyler mi? Yanitinizi agiklayimn.
47. |sin (1/x)| = 1 |oldugunu bilmek size

. 1
lim sin
(x, y)—>(0,0)y X

hakkinda bir sey sdyler mi? Yanitinizi agiklayim.
48. |cos (1/y)| = 1 oldugunu bilmek size

lim  xcos 1
(x,)=(0,0) Y
hakkinda bir sey séyler mi? Yanitinizi agiklayin.
49. (Ornek 4’iin devami)

a. Ornek 4ii yeniden okuyun. Sonra

2m

)

y=mx 1+ m?
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formiiline m = tan # koyun ve sonucu sadelestirerek, f’nin
degerlerinin dogrunun egim agistyla nasil degistigini gosterin.
b. (a) sikkinda elde ettiginiz sonucu kullanarak y = mx dogrusu
boyunca (x, y) — (0, 0) iken f’nin limitinin yaklasma agisina

bagli olarak —1’den 1’e degistigini gosterin.

50. Siirekli genisleme f(0, 0)’1
2 2

X =y
X, y)=xy———
fx,») Yy )2

fonksiyonu orijinde siirekli olacak sekilde tanimlayin.

Kutupsal Koordinatlara Doniistiirme

limy ) g, g f(x, ) ile ilerleme kaydedemiyorsaniz, kutupsal koor-
dinatlara gegmeyi deneyin. x = r cos 6, y = r sin 0 yazin ve ortaya
¢ikan ifadenin » — 0 iken limitini arastirm. Baska bir deyisle,
asagidaki kriteri saglayan bir L sayisi olup olmadigina karar vermeye
calisin:

€ > 0 sayisina karsilik, her 7 ve 6 igin

rl <6 = |f(rno)—Ll<e )
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi1 vardir. Béyle bir L varsa,

I o -
(. 9)2(0.0) flxy) lim f (r,0)

olur. Ornegin,

X3 . ricos’

lim —=—— = lim—— = lim rcos’§ = 0.
(x,»)=(0,0) x~ + y =0 7 r—0

Bu esitliklerin sonuncusunu dogrulamak igin, f(r, 8) = r cos’ 0 ve

L = 0’m (1) denklemini sagladigint gostermemiz gerekir. Yani, bir

€ > 0 sayisina karsilik, her » ve 0 igin,
[r| <8 = |rcos’d —0|<e
olacak sekilde bir 6 > 0 sayisinin var oldugunu gostermemiz gerekir.
|rcos® 8| = |r||cos’ 0] < |r|- 1 = |7

oldugu igin, & = € alirsak, soylenenler dogru olur.
Tam tersine

x? _ r?cos’h

2

PR = = cos’ 0
|| nin kigiikligiinden bagimsiz olarak 0’dan 1’e kadar biitiin deger-
leri alir, bu nedenle lim(,, ,)—(0.0)x>/(x* + y?) yoktur.

Bu 6rneklerin her birinde, » — 0 iken limitin varlig1 veya yoklugu
oldukga agiktir. Ama kutupsal koordinatlara gegmek her zaman yararl
olmayabilir ve bizi yanls sonuglara gétiirebilir. Ornegin, limit her =
sabit dogrusu (veya 1sin1) lizerinde bulunabilir, ama daha genis anlamda
bulunmayabilir. Ornek 4 bu noktay1 belirtmektedir. Kutupsal koordinat-
larda, f(x,y) = (2x%y)/(x* + y?) fonksiyonu,  # 0 igin

. 7 cos 6 sin 20
rcosf,rsinf) = ——— —
A ) r2cos* + sin’ 0
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halini alir. 6’y1 sabit tutar ve » — 0 alirsak, limit 0’dir. Ancak y = x?

yolu iizerinde, 7 sin 6 = 7 cos” 8 olur ve

7 cos 6 sin 26

f(rcos @, rsinf)

6-¢e Tanimlarini Kullanmak

59-62 alistirmalarinin her biri bir f(x, y) fonksiyonu ve pozitif bir €
sayis1 vermektedir. Her aligtirmada,

_ 2rcos’fsing  rsind

r2cos*0 + (rcos®6)>

\/xz—y2 <d

esitsizligini saglayan her (x, y) i¢in

 2r2costo
bulunur.

51-56 alistirmalarinda, (x, y) — (0, 0) iken f’nin limitini bulun veya

limitin bulunmadigini gosterin.

LSmE
2 cos’ 0 f(x, y) = £(0,0)| < €

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisinin var oldugunu gosterin.
59. f(x,y) = x>+ y% € =001

ko y? B PR 60. f(x,y) =y/(x*+ 1), € =10.05
51 fx,y) = e 52. flo.y) = cos { 5 )2 61. f(x,y) = (x + »)/(x* + 1), € =001
»2 5 62. f(x,y) = (x + y)/(2 + cosx), € =0.02
53. f(xy) = 57— 5. flny) = 50— . . .
x“+y x“+tx+y 63—-66 alistirmalarinin her biri bir f(x, y, z) fonksiyonu ve pozitif bir €
+ sayis1 vermektedir. Her aligtirmada,
. ey -t (BLED
. f(x,y) = tan x2+y2 Vx2+y2+22<d
x2 =y esitsizligini saglayan her (x, y) i¢in
56. f(x,y) = 5
X +y |f(x,y,Z)*f(0,0,0)|<€

57 ve 58 alistirmalarinda, f(0, 0)’1, f fonksiyonu orijinde siirekli

olacak sekilde tanimlayin.
3x2 — xly? + 3y2)
57. ) =hh|—————F——
fx, ) ( R
x2y
x? + y2

58. f(x,y) =

Kismi Tiirevler

14.3

olacak sekilde bir 6 > 0 sayisinin var oldugunu gosterin.

63. f(x,y,z) =x*> +y? + 2%, €=0015
64. f(-x’y’ Z) = Xyz, € = 0.008
x+ty+z
65. f(x,y,2) = € = 0015

x2 + y2 +z241°
66. f(x,y,z) = tan’x + tan’y + tan’z, € = 0.03

67. f(x, v, z) =x + y — z fonksiyonunun her (x,, vy, zo) noktasinda
stirekli oldugunu gosterin.

68. f(x, y, z) =x*>+)? + z¥nin orijinde siirekli oldugunu gosterin.

Cok degiskenli analiz, temelde tek degiskenli analizin her defasinda bir degiskene uygu-
lanmasidir. Bir fonksiyonun bagimsiz degiskenlerinden biri diginda hepsini sabit tutar ve o
tek degiskene gore tlirev alirsak, bir "kismi" tiirev elde ederiz. Bu béliim kismi tiirevlerin
nasil ortaya g¢iktiklarini, geometrik olarak nasil yorumlandiklarini ve tek degiskenli bir
fonksiyonun tiirev kurallarindan bir kismi tlirevin nasil hesaplanacagini gosterir.

ki Degiskenli Bir Fonksiyonun Kismi Tiirevleri

(%0, ¥9), bir f(x, y) fonksiyonunun tanim kiimesinde bir noktaysa, dikey y = y, diizlemi
z = f(x, y) yluzeyini z = f(x, y,) egrisinde kesecektir (Sekil 14.13). Bu egri y = y, diizle-
mindeki z = f(x, y,) fonksiyonunun grafigidir. Bu diizlemdeki yatay koordinat x; dikey
koordinat z'dir. y-degeri y,’da sabit tutulmaktadir dolayisiyla y bir degisken degildir.

f’nin (x4, yy) noktasinda, x’e gdre kismi tiirevini f(x, yy)’1n x = x, noktasinda x’e
gore normal tlirevi olarak tanimlariz. Kismi tiirevleri normal tiirevlerden ayirt etmek igin
onceden kullandigimiz d yerine d semboliinii kullaniriz.



