INTEGRASYON

GIRIS Klasik geometrinin muazzam basarilaridan biri, iiggenlerin, kiirelerin ve konilerin
alanlar1 ve hacimleri i¢in formiiller elde etmekti. Bu boliimde, bunlarin ve baska daha
genel sekillerin alanlarim1 ve hacimlerini hesaplamak icin bir ydntem Ogrenecegiz.
Gelistirecegimiz yontemin adi, alanlar ve hacimlerden ¢ok daha fazlasini hesaplamak igin
bir arag olan, integrasyon dur. Integralin istatistik, ekonomi, bilim ve miihendislikte bir
¢ok uygulamalari vardir. Olasiliklardan enerji tiiketim ortalamalarina ve bir baraj kapak-
larina uygulanan kuvvetlere kadar degisen biiytikliikleri hesaplamamizi saglar.

Integrasyonun ardindaki fikir, bir ¢ok biiyiikliigii, onu kiigiik pargalara bolerek ve sonra
her parganin katkisini toplayarak etkili bir sekilde hesaplayabilecegimiz fikridir. Integral
teorisini, tabiatini agik¢a gosterdigi alan belirlemede gelistiriyoruz. Sonlu toplamlar igeren
orneklerle bagliyoruz. Bunlar dogal olarak, daha g¢ok terim toplandiginda ne oldugu
sorusuna yol acarlar. Terimlerin sayist sonsuza giderken limite gegmek bir integral verir.
Integrasyon ve tiirev alma yakindan bagli olduklar1 halde, tiirevin ve ters tiirevin rollerini,
Bolim 5.4 te ortaya ¢ikana kadar gérmeyecegiz. Analizin Temel Teoremi’nde igerilen
bagliliklarinin tabiati, analizdeki en 6nemli fikirlerden biridir.

Sonlu Toplamlarla Tahminde Bulunmak

0.5

0

SEKIL 5.1 R bolgesinin alani basit
bir geometri formiilii ile bulunamaz
(Ornek 1).

Bu boliim, alana, ortalama degerlere ve zaman iginde bir parcacik tarafindan alinan mesa-
feye sonlu toplamlarla nasil yaklasimda bulunulabilecegini gostermektedir. Sonlu toplam-
lar, Bolim 5.3’teki integrali tanimlamanin temelleridir.

Alan

Sinirt egrisel olan bir bolgenin alanina, bir dikddrtgenler toplulugunun alanlarini topla-
yarak yaklagimda bulunulabilir. Daha ¢ok dikdortgen kullanmak yaklagimin dogruluk
derecesini arttirir.

ORNEK1  Alana Yaklasimda Bulunmak

x-ekseninin tistiinde, y = 1 —x*’nin grafigi altinda ve x=01ilex=1 dikey dogrulari ara-
sinda kalan renkli R bolgesinin alani nedir? (Bkz. Sekil 5.1) Bir mimar, sekli R ile tanimla-
nan 6zel bir pencerenin agirligini hesaplamak igin bu alani bilmek isteyebilir. Fakat ne ya-
zik ki, R bolgesi gibi egrisel sinirlart olan sekillerin alanlarini1 hesaplamak igin basit bir
geometrik formiil yoktur.
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y y
gD e Lo &%) y=1-x
(33) (33)
0.5F ® 0.5F G%)
R
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(a) (b)

SEKIL5.2  (a) R bblgesini igeren iki dikdértgen kullanarak R’nin alani igin
aslindan fazla bir tahmin elde ederiz. (b) Dort dikdortgen daha iyi bir tahmin
verir. Her iki tahmin de alanin gergek degerini asar.

Heniliz R’nin tam alanini belirlemek igin bir yontemimiz olmamasina ragmen, basit
bir sekilde yaklagimda bulunabiliriz. Sekil 5.2a, birlikte R bolgesini igeren iki dikdortgen
gostermektedir. Her dikdortgenin genisligi 1/2 dir ve yiikseklikleri soldan saga 1 ve 3/4
tir. Her dikdortgenin ytiksekligi, [0, 1]'de dikddrtgenin tabanini olusturan alt araliginin
sol uc¢ noktasinda f’nin hesaplanmasiyla elde edilen, f fonksiyonunun maksimum
degeridir. Iki dikdortgenin toplam alani, R bdlgesinin alan1 4’ya bir yaklasimdir.

1,3 1_7

A =1 2+4 2—8—0.875
iki dikdértgen R bolgesini igerdiginden, bu tahmin gergek alandan daha biiyiiktiir. 0.875
bir iist toplamdir deriz ¢ilinkii, her bir dikdortgenin yiiksekligi, dikdortgenin taban
araligindaki bir x igin f(x)’in maksimum (en biiyilik) degeri olarak alinmistir. Sekil 5.2b
de, her birinin genisligi 1/4 olan ve birlikte R bdlgesini iceren daha ince dért dikddrtgen
alarak tahminimizi gelistiriyoruz. Bu dort dikdortgen, R’yi igerdiklerinden dolay1 hala A
dan biiyiik olan

~1- 0125
A=1-5+ 6 1= 3 = 078125

| —
NN

+

ENE
ENE
FN V)
N

yaklagimini verir.

Bunun yerine, alan1 tahmin etmek i¢in Sekil 5.3a’daki gibi R bolgesinin i¢inde kalan
dort dikdértgen kullandigimizi varsayin. Her dikdértgenin genisligi onceki gibi 1/4 tiir
fakat dikdortgenler daha kisadir ve biitiiniiyle f’nin grafigi altinda kalirlar. f(x) = 1 — x?
fonksiyonu [0, 1] de azalandir. Dolayisiyla, bu dikdoértgenlerden her birinin yiiksekligi,
dikdortgenin tabanini olusturan alt araligin sag ug¢ noktasinda f’nin degeri ile verilir.
Dordiincii dikdortgenin yiiksekligi sifirdir ve bu yilizden alana katkist yoktur. Yiikseklik-
leri, taban araliklarindaki birer x ig¢in f(x)’in minimum degerleri olan bu dikdértgenleri
toplamak alanin

15

15 1 1 _ 17
A= 4+

7 1 _

AW
ENE

alt toplam yaklasimini verir
Biitiin dikdortgenler R bolgesinin iginde kaldiklarindan, bu tahmin A’nin gergek
degerinden kiigiiktiir. 4’nin gergek degeri bu alt ve list toplamlarin arasinda bir yerdedir:

0.53125 < 4 < 0.78125
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SEKIL5.4 (a) Ax=1/16 esit genislikli
16 dikdortgen kullanan bir alt toplam.
(b) 16 dikdortgen kullanan bir st

toplam.
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SEKIL 5.3 (a) R bolgesinin i¢indeki dikddrtgenler alan igin gercek degerin altinda bir
tahmin verirler. (b) Orta nokta kural, yilikseklikleri tabanlarmin orta noktalarinda
y = f(x)’in degerlerine esit olan dikdortgenler kullanir.

Alt ve iist toplam yaklagimlarinin her ikisini birden géz oniine alarak, sadece alan igin
tahminler degil, alanin gergek degeri bunlar arasinda kaldigindan, ayni zamanda bu tah-
minlerdeki olasi hatanin biiytikligii igin bir smnir elde ederiz. Burada hata 0.78125 —
0.53125 = 0.25’ten daha biiylik olamaz.

Bir baska tahmin de, ytikseklikleri tabanlarinin orta noktalarinda f’nin degerlerine
esit olan dikdortgenler kullanarak elde edilebilir (Sekil 5.3b). Bu tahmin yontemine, alan
tahmini igin orta nokta kural denir. Orta nokta kurali bir alt toplam ile bir {ist toplam
arasinda bir tahmin verir fakat alanin gercek degerinden biiylik mii yoksa kii¢iik mii
oldugu agik degildir. Daha 6nceki gibi genislikleri 1/4 olan dort dikddrtgen ile orta nokta
kurali R bolgesinin alanini

63 1,5 1 .39 1 15 1 _172 1
A%az 674'2'1'674'24‘674'1—674‘1—0.671875
olarak tahmin eder. Hesapladigimiz her toplamda, f’nin tanimli oldugu [a, b] aralig:
Ax = (b — a)/n esit genislikli (uzunluk da denir) # alt araliga ayrilmis ve f her bir alt
araliktaki bir noktada hesaplanmistir: birinci alt aralikta c;, ikinci alt aralikta ¢, vs.
Bdylece biitiin sonlu toplamlar

flcr) Ax + f(e2) Ax + f(c3) Ax + -+ + f(c,) Ax

seklindedirler. Her dikdortgen oncekinden daha ince olacak sekilde daha ¢ok dikddrtgen
almakla, bu sonlu toplamlarin R bdlgesinin gergek alanina ¢ok daha iyi bir yaklasimda bu-
lunduklar: gortilmektedir.

Sekil 5.4a, R’nin alani icin esit genislikli 16 dikdortgen kullanan bir alt toplam
yaklasimi gostermektedir. Bunlarin alanlarinin toplami, gergek alana yakin goziiken fakat
dikdortgenler R’nin iginde kaldiklarindan gergek alandan hala kiiciik olan 0.634765625 tir.

Sekil 5.4b, esit genislikli 16 dikdortgen kullanan bir {ist toplam yaklasimi goster-
mektedir. Bunlarin alanlarinin toplami, dikdortgenler birlikte R’yi igerdiklerinden, gergek
alandan bir sekilde biiyiik olan 0.697265625 tir. Orta nokta kuralt bu 16 dikdortgen igin
0.6669921875 toplam alanini verir fakat bu tahminin alanin gergek degerinden biiyiik mii
yoksa kiiglik mii oldugu acik degildir.
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TABLO5.1 Rnin alani igin sonlu yaklasimlar
Alt araliklarin Orta nokta
sayisl Alt toplam kural Ust toplam
2 375 .6875 875
4 53125 .671875 78125
16 634765625 6669921875 697265625
50 .6566 .6667 .6766
100 .66165 .666675 67165
1000 6661665 .66666675 6671665

Tablo 5.1, R’nin alanma yaklagim i¢in 1000°e kadar dikdértgen kullanan iist toplam
ve alt toplam yaklasimlarinin degerlerini gostermektedir. Boliim 5.2 de, her bir dikdortge-
nin genisligi sifira giderken ve dikddrtgenlerin sayisi sonsuza giderken limit alarak, R gibi
bolgelerin alanlarinin gergek degerlerinin nasil elde edilecegini gorecegiz. Orada gelisti-
rilecek teknikle R’nin alaninin tam olarak 2/3 oldugunu gésterebilecegiz. [

Gidilen Mesafe

Bir otoyolda y6niinii degistirmeden ilerleyen bir otomobilin v(#) hiz fonksiyonunu bildigi-
mizi ve t = a ile t = b zaman araliginda otomobilin ne kadar ilerleyecegini bilmek istedigi-
mizi varsaym. v(f) ‘nin bir F(¢) ters tiirevini biliyorsak, s(f) = F(f) + C yazarak otomobilin
konum fonksiyonu s(7)’yi bulabiliriz. Sonra, gidilen mesafe konumdaki degisiklik,
s(b) — s(a) hesaplanarak bulunabilir (Bkz. B6lim 4.8 Alistirma 93). Hiz fonksiyonu, oto-
mobildeki hiz gostergesinin degisik zamanlardaki kayitlardan belirlenmigse, hiz igin bir ters
tiirev fonksiyonu bulabilecegimiz bir formiil yoktur. Peki, bu durumda ne yapacagiz?

v(t) hiz fonksiyonu igin bir ters tiirev bilmiyorsak, gidilen mesafeye asagidaki sekilde
yaklasimda bulunabiliriz. [a, b] araligini, her birinde hiz’in neredeyse sabit oldugu kisa
zaman araliklarina boleriz. Her alt zaman araliginda gidilen mesafeye, bilinen

Mesafe = hiz X zaman

uzaklik formiiliiyle yaklagimda bulunur ve [a, b] boyunca biitiin sonuglari toplariz.
Boliinen araligin asagidaki gibi goriindiiglini varsayin:

|<— At —>|<— At —>|<— At —>|

| ol o | P L > ¢ (sn)
a t 1y 3 b

Burada alt araliklarin hepsinin uzunlugu A#dir. Birinci alt araliktan bir #; noktas1 alin. Eger
At hizin neredeyse sabit olacagi kadar kisaysa, birinci zaman araliginda otomobilin gittigi
mesafe yaklasik wv(z)) Ar kadardir. ¢, ikinci alt araliktaki bir nokta ise ikinci zaman
araliginda otomobilin gittigi mesafe yaklasik v(z,) At kadardir. Biitiin zaman araliklarinda
gidilen mesafelerin toplami, # alt araliklarin toplam sayist olmak tizere

D ~ v(t)) At + v(ty) At + -+ + v(¢,) At,
dir.
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ORNEK2  Bir Merminin Yiiksekligini Tahmin Etmek

Dik olarak havaya atilan bir merminin hiz1 f(¢) = 160 — 9.8¢ m/sn’dir. Tanimlanan toplama
teknigini kullanarak merminin ilk 3 saniyede ne kadar yiikseldigini bulun. Toplamlar
gercek sonug 435.9 m’ye ne kadar yaklagmaktadir?

Cozim  Farkli aralik sayilarinda ve farkli hesaplama noktalarindaki sonuglari arastiraca-
g1z. f(f)’nin azalan olduguna dikkat edin, bu nedenle sol u¢ noktalar1 se¢gmek bir iist top-
lam tahmini; sag u¢ noktalar1 segmek bir alt toplam tahmini verir.

(a) f'nin sol u¢ noktalarda hesaplandigi 1 uzunluklu 3 alt aralik. Bir iist toplam:
noofh o 4

L S
0 1 2 3

|<- At->|

t=0, 1 ve 2°de hesaplanmis f ile

D = f(h) At + f() At + f(13) At
[160 — 9.8(0)](1) + [160 — 9.8(1)](1) + [160 — 9.8(2)](1)
450.6.

buluruz.

(b) f’nin sag u¢ noktalarda hesaplandigi 1 uzunluklu 3 alt aralik. Bir alt toplam:

b
L ¢ ¢ &>
0 1 2 3

|<f At->|

t=1, 2 ve 3’te hesaplanmis f ile
D = f(t;) At + f(t) At + f(53) At
= [160 — 9.8(1)](1) + [160 — 9.8(2)](1) + [160 — 9.8(3)](1)
= 421.2.

buluruz.

(¢) 1/2 uzunlugunda 6 alt aralikla

t bty 1y 15 I [ by I3 1y ts Ig
¢ o 6 6 6 ¢ | > t
0 1 2 3 0 1 2 3

[ [~

At At

buluruz.

Sol ug¢ noktalart kullanan bir st toplam: D = 443.25 sag u¢ noktalart kullanan bir alt
toplam: D = 428.55.

Bu alt1 aralik tahminleri, ti¢ aralik tahminlerinden biraz daha sonuca yakindir. Alt
araliklar kisaldik¢a sonuglar daha da iyilesir.

Tablo 5.2°de gorebilecegimiz gibi, sol ug nokta iist toplamlart gergek deger 435.9°a
yukaridan yaklasirlarken, sag ug nokta alt toplamlart alttan yaklasir. Gergek deger bu alt
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TABLO5.2 Gidilen mesafe tahminleri
Alt arabklarin  Her alt arahgin  Ust Alt
sayisl uzunlugu toplam toplam
3 1 450.6 421.2
6 1/2 443.25 428.55
12 1/4 439.57 432.22
24 1/8 437.74 434.06
48 1/16 436.82 434.98
96 1/32 436.36 435.44
192 1/64 436.13 435.67

ve Ust toplamlarin arasinda bir yerde bulunmaktadir. En yakin girdilerdeki hatanin
buytkligi 0.23, yani gergek degerin ufak bir yilizdesidir:

Hata biyiikligi = | gercek deger — hesaplanan deger
=[435.9-435.67 |=0.23

Hata ytizdesi = 023 = %0.05.
435.9

Tablodaki son girdilerden merminin ugusun ilk {i¢ saniyesinde 436 m civarinda yiikseldigi
sonucunu ¢ikarmak mantiklidir. [ |

Gidilen Mesafeye Karsi Yerdedistirme

Konum fonksiyonu s(f) olan bir cisim bir koordinat dogrusu iizerinde yoniinii degistirme-
den hareket ediyorsa ¢ = a ile = b zaman araliginda gitmis oldugu toplam mesafeyi, Or-
nek 2’deki gibi kisa araliklar lizerinde gitmis oldugu mesafeleri toplayarak bulabiliriz. Ci-
sim, hareketi siiresince bir veya daha fazla defa yon degistirirse, kat edilen toplam
mesafeyi bulmak i¢in cismin v(#) hizinin mutlak degeri olan |v(¢)]|, siiratini kullanmamiz
gerekir. Ornek 2’deki gibi yalmizca hiz1 kullanmak, sadece cismin baslangig ve bitis ko-
numlar arasindaki fark olan s(b) — s(a) yer degistirmesinin bir tahminini verir.

Nedenini gérmek i¢in, [a, b] araligimni, cismin #,_; den #;’ya hizinin ¢ok degismedigi,
yeteri kadar kiigiik Az esit araliklarina bolelim. Bu durumda v(#), biitiin alt aralik boyunca
cismin hizinin iyi bir yaklasimini verir. Bundan dolay1, zaman aralig1 boyunca cismin ko-
numunun koordinatindaki degisim yaklasik olarak

U(tk) At

dir. v(t;) pozitif ise degisim pozitif, v(#;) negatif ise degisim negatiftir.

Her iki durumda alt aralik siiresince gidilen toplam mesafe yaklasik olarak

|v(te)| Az

dir. Alinan toplam yol yaklasik olarak

lu(t)| At + |v(t)|Af + -+ |v(t)] At

toplamidir.



SEKIL5.6  f(x)=3x
fonksiyonunun [0, 2]
aralig1 tizerindeki ortalama
degeri 3 tiir (Ornek 3).
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SEKIL55 (a) f(x) = c’nin [a, b] aralig: tizerindeki ortalama degeri,
dikdortgen alanmmin b — a@’ya boliimidir. (b) g(x)’in [a, b] araligi
tizerindeki ortalama degeri, grafigi altindaki alanin 4 — a’ya boliimidiir.

Negatif Olmayan Bir Fonksiyonun Ortalama Degeri

n sayidan olusan bir x1, x5,...,x, kiimesinin ortalama degeri, sayilarin toplamini n’ye
bolmekle elde edilir. Fakat, stirekli bir f fonksiyonunun [a, b] aralig1 iizerindeki ortalama
degeri nedir? Béyle bir fonksiyon sonsuz sayida deger alabilir. Ornegin, bir sehrin belirli
bir yerindeki sicaklik, her giin yiikselen ve algalan siirekli bir fonksiyondur. Bir gehirde,
giin i¢inde ortalama sicaklik 73 derecedir demek ne anlama gelmektedir?

Fonksiyon sabit oldugunda bu soruyu cevaplamak kolaydir. [a, b] aralig: iizerinde
degeri sabit ve ¢ olan bir fonksiyonun ortalama degeri ¢ dir. ¢ pozitif ise fonksiyonun
[a, b] aralig1 lizerindeki grafigi yiiksekligi ¢ olan bir dikdortgen verir. Bu durumda
fonksiyonun ortalama degeri geometrik olarak, bu dikdortgenin alaninin  — a genisligine
boliimii olarak yorumlanabilir (Sekil 5.5a).

Sekil 5.5b’deki gibi sabit olmayan bir g fonksiyonunun ortalama degerini bulmak is-
tersek ne olacak? Bu grafigi, x =a ve x = b duvarlari ile sinirli bir deponun iginde ¢alka-
lanmakta olan suyun yiiksekliginin bir fotografi olarak diigiinebiliriz. Su hareket ederken
her noktadaki yiiksekligi degisir fakat ortalama yiiksekligi sabit kalir. Suyun ortalama
yiiksekligini elde etmek igin, seviyesi ve yliksekligi sabit olana kadar durulmasini bek-
leriz. Sonugtaki ¢ yiiksekligi g’nin grafigi altindaki alanin b — a’ya bdliimiine esittir.
Negatif olmayan bir fonksiyonun bir [a, b] aralig1 {izerindeki ortalama degerini, grafiginin
altindaki alanin b — a’ya boliimii olarak tanimlariz. Bu tanimin gegerli olmasi igin, bir
grafigin altindaki alan ile neyin kastedildigini tam olarak anlamamiz gerekir. Bu, Boliim
5.3’te elde edilecektir. Simdilik iki basit 6rnege bakalim.

ORNEK3  Bir Lineer Fonksiyonun Ortalama Degeri

f(x) = 3x fonksiyonunun [0, 2] aralig1 lizerindeki ortalama degeri nedir?

Cozim  Ortalama, grafigin altindaki alanin araligin genisligine boliimiine esittir. Bu du-
rumda, grafigin altindaki alani kestirmek igin sonlu yaklasimda bulunmak zorunda
degiliz: yiliksekligi 6 ve tabani 2 olan bir tiggenin alani 6 dir (Sekil 5.6). Araligin genisligi
b—a=2-0=2 dir. Fonksiyonun ortalama degeri 6,/2 = 3 tiir. [

ORNEK4  x’in Ortalama Degeri

f(x) = sin x fonksiyonunun [0, 7r] aralig1 tizerindeki ortalama degerini kestirin.

Cozim  Sekil 5.7°de sin x’in 0 ile 77 arasindaki grafigine bakarak, ortalama yiiksekliginin
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fix) = sinx fix) = sinx

D

T

X

™ ™
2 2
(@) (b)

SEKIL5.7  f(x)=sinx’in [0, 7r] aralig: {izerindeki ortalama degerini
hesaplamak i¢in 0 ile 77 arasinda f(x) = sin x’in altindaki alana (a) dort
dikdortgen; (b) sekiz dikdortgen kullanarak yaklasimda bulunmak.

0 ile 1 arasinda bir yerde oldugunu gorebiliriz. Ortalamay1 bulmak igin grafigin altindaki
A alanimi bulmamiz ve bu alan1 araligin uzunlugu 7 — 0 = 7 ile bélmemiz gerekir.

Alan1 belirlemek igin basit bir yolumuz yoktur, dolayisiyla sonlu toplamlarla
yaklagiriz. Bir iist toplam yaklasimi elde etmek igin, [0, 7] lizerinde y = sin x’in altinda ve
x-ekseninin iistiindeki alam birlikte igiren, geniglikleri esit ve /4 olan dért dikdortgenin
alanlarint toplariz. Dikdortgenlerin yiiksekliklerini, her bir alt aralikta sin x’in en biiyiik
degeri olarak aliriz. Ozel bir alt aralik iizerinde bu en biiyiik deger, sol u¢ noktada, sag ug
noktada veya bunlar arasinda bir yerde bulunabilir. Bir {ist toplam igin dikdortgenin yiik-
sekligini bulmak amaciyla sin x’i bu noktada hesaplariz. Dikdortgen alanlarinin toplami
toplam alani kestirir (Sekil 5.7a):

.7 T . T T . T T . 37 T
(s1n4)- Z+ <sm2>- r + (sm2>-4+ (51n4)- 4

1 I S D Y LT
< +1+1+ )4~(3.42)4~2.69

V2 V2
sin x’in ortalama degerini kestirmek igin yaklasik alani 7 ile béleriz ve 2.69/7 =~ 0.86
yaklagimini elde ederiz.
Her biri y = sin x ’in grafigi lizerinde kalan (Sekil 5.7b), genislikleri esit ve 7/8 olan
sekiz dikdortgen kullanirsak

A

Q

~ (sinT + sin™ + 3™ + sin® 4 sin T + sin T + sin37T 4+ sin ™). T
A~<sm8+sm4+sm8+s1n2+s1n2+s1n8+sm4+s1n8)8
~ (38471 +92+1+1+.92+.71 + 38)- % = (6.02) - % ~ 2.365

alan yaklasimini elde ederiz. Bu sonucu araligin uzunlugu olan 7 ile bdlmek, daha dogru
olan 0.753 tahminini verir. Alana yaklasim igin bir st toplam kullandigimizdan bu tah-
min, sin x’in [0, 7] tizerindeki gergek ortalama degerinden biiytiktiir. Her bir dikdértgenin
giderek inceldigi daha g¢ok dikdortgen kullanirsak gergek ortalama degere daha cok
yaklasiriz. Boliim 5.3’teki teknigi kullanarak gercek ortalama degerin 2/m =~ 0.64
oldugunu gorecegiz.

Daha 6nceki gibi, y = sin x’in grafigi altinda kalan dikdortgenler de kullanabilir ve bir
alt toplam yaklagimi hesaplayabilirdik veya orta nokta kuralin1 da kullanabilirdik. Bélim
5.3’te, yaklagim dikddrtgenlerinin bir ist toplam, bir alt toplam veya arada bir toplam
verecek sekilde segilmesinin 6nemli olmadigini gérecegiz. Her durumda, biitiin dikdort-
genler yeteri kadar ince ise, yaklagimlar gercek alana yakindirlar. . [



5.1 Sonlu Toplamlarla Tahminde Bulunmak 333

Ozet

Pozitif bir fonksiyonun grafigi altindaki alana, yon degistirmeyen bir cismin kat ettigi yo-
la ve negatif olmayan bir fonksiyonun bir aralik tizerindeki ortalama degerine sonlu top-
lamlarla yaklasimda bulunulabilir. Once araligi, her bir alt aralikta f fonksiyonu neredeyse
sabit olacak sekilde, alt araliklara bdleriz. Sonra her alt araligin genigligini, fonksiyonun
bu alt aralikta bir noktadaki degeri ile carpariz ve bu garpimlari toplariz. [a, b] araligl, ge-
nislikleri esit ve Ax = (b —a)/n olan n alt araliga béliindiiyse ve f(c;), fonksiyonun . alt
araliktan secilen ¢, noktasindaki degeri ise bu islem

fer) Ax+ fley) Ax + flez) Ax + -+ f(c,) Ax

seklinde bir sonlu toplam verir. ¢, noktalarinin segimi, fonksiyonun k. alt araliktaki
degerini maksimize veya minimize edebilir veya bu arada bir deger verebilir. Gergek
deger, iist toplamlar ve alt toplamlarla verilen yaklagimlarin arasinda bir yerde kalir.
Gordiigiimiiz sonlu toplam yaklasimlari, daha ince ve daha ¢ok alt aralik aldigimizda daha
iyi sonuglar vermislerdir.

ALISTIRMALAR 5.1

Alan
1-4 alistirmalarinda, fonksiyonun grafigi altinda kalan alani kestir- Z(‘::)lan (inI:;zsn) Z?smn;l " (inI:l/zsn)
mek igin sonlu yaklagimlar kullanin.
a. esit genislikli iki dikdortgen ile bir alt toplam. 0 0 6 11
b. esit genislikli dort dikdortgen ile bir alt toplam. ; ;; ; g
. esit geniglikli iki dikdortgen ile bir tist toplam. 3 10 9 6
. esit genislikli dort dikdortgen ile bir Gist toplam. 4 5 10 0
. f(x)=x%x=0vex =1 arasinda. 5 13

=1/ = = . .
- f()=1/x,x=1vex=S5 arasinda. 10. Akintiya kargi aliman yol Kabaran bir nehrin kiyisinda otur-

. f(x)=4—x% x=-2ve x =2 arasinda. mus, gelen dalganin bir siseyi akintrya kars1 gotiirmesini izliyor-
sunuz. Bir saat boyunca her 5 dakikada bir akigin hizin1 asagida
verilen tabloya kaydediyorsunuz. Sise bu 1 saat iginde akintiya
kars1 ne kadar ilerlemistir? 5 uzunluklu 12 aralik kullanarak

c
d
1
2. f(x)=x,x=0vex=1 arasinda.
3
4

Yiikseklikleri, tabaninin orta noktasindaki fonksiyon degeri ile
verilen (orta nokta kuralt) dikdortgenler kullanarak, asagidaki
fonksiyonlarin grafikleri altindaki alanlari, once iki sonra dort

dikdortgen kullanarak kestirin. a. sol ug degerlerde
5. f(x)=x% x=0vex=1 arasinda. b. sag ug degerlerde
6. f(x)=x,x=0vex=1 arasinda. bir tahminde bulunun.
7. f(x)=1/x,x=1ve x =5 arasinda.
8. f(x)=4—x* x=-2 vex =2 arasinda. Zaman Hiz Zaman Hiz
(dak.) (m/sn) (dak.) (m/sn)
Mesafe
0 1 35 1.2
9. Kat edilen mesafe Asagidaki tablo 10 saniye siire ile bir yol 5 1.2 40 1.0
boyunca ilerleyen bir model tren motorunun hizin1 gostermekte- 10 1.7 45 1.8
dir. 1 uzunluklu 10 alt aralik kullanarak 15 2.0 50 15
a. sol uc nokta degerleri ile 20 1.8 55 1.2
b. sag ug nokta degerleri ile i(s) }i 60 0
motorun aldig1 yolu kestirin. i
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Bir yolun uzunlugu Siz ve bir arkadasiniz virajli ve bozuk bir
yolda, hiz gostergesi calisan, fakat mil gdstergesi bozuk olan bir
arabayla yola ¢ikmak iizeresiniz. Bu belirli mesafenin ne kadar
oldugunu bulmak igin, 10 saniyelik araliklarla arabanin hizini
olgerek asagidaki tabloda gosterilen degerleri elde ediyorsunuz.
Yolun uzunlugunu

a. sol uc nokta degerlerini kullanarak,
b. sag ug nokta degerlerini kullanarak

hesaplayin.

Zaman (ft /sn’ye cevrilmis)

Hiz Hiz

Zaman (ft/sn’ye cevrilmis)

(s) (30 mil/sa = 44 ft/sn) (s) (30 mil/sa = 44 ft/sn)
0 0 70 15
10 44 80 22
20 15 90 35
30 35 100 44
40 30 110 30
50 44 120 35
60 35
12. Hiz datasindan kat edilen mesafe Asagidaki tabloda 0 mil/saat-

ten hizlanarak 36 saniyede (bir saatin binde 10°u) 142 mil/sa hiza
ulasan bir yaris arabasiin hiz verileri bulunmaktadir.

Zaman Hiz Zaman Hiz
(sa) (mil /sa) (sa) (mil /sa)
0.0 0 0.006 116
0.001 40 0.007 125
0.002 62 0.008 132
0.003 82 0.009 137
0.004 96 0.010 142
0.005 108
mil/sa
160~
140+ -
/
120 A
i
1 -
00 /
80 /

60

L/

Lo bbby gaar
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

a. Dikdortgenler kullanarak arabanin 142 mil/saat hiza gikmasi
i¢in gereken 36 saniyede ne kadar yol aldigini bulun.

b. Arabanin yar1 yola varmasi kabaca ne kadar siirer? O anda
arabanin hzi nedir?

Hiz ve Mesafe

13.

14.

Hava direnci ile serbest diigiis Bir cisim bir ucaktan asagi dog-
ru atiltyor. Cisim giderek hizlaniyor, ancak ivme hava direnci yii-
ziinden zamanla azaliyor. ivme ft/ sn? olarak 8lgiiliiyor ve atiligin-
dan sonraki 5 s boyunca her saniyede bir asagidaki tabloya
isleniyor.

t ‘ 0 1 2 3 4 5

a ‘ 32.00 19.41 11.77 7.14 4.33 2.63

a. t=>5sniken siirat i¢in tahmini bir Gist deger bulun.
b. 7=5 sn iken siirat i¢in tahmini bir alt deger bulun.
¢. =3 sn iken, diisiilen mesafe i¢in bir tist tahmin bulun.

Bir merminin aldig1 yol Bir cisim deniz seviyesinden yukari

dogru 400 ft/sn’lik bir ilk hizla atilmstir.

a. Cisme etkiyen tek kuvvetin yergekimi oldugunu varsayarak,
5 sn gegtikten sonraki siirati i¢in tahmini bir st deger bulun.
Yergekimi sabitini g = 32 ft/sn® olarak alin.

b. 5 snsonra gelinen yiikseklik igin bir alt deger bulun.

Bir Fonksiyonun Ortalama Degeri

15-18 alistirmalarinda, sonlu bir toplam kullanarak f’nin verilen
araliktaki ortalama degerini araligi esit uzunluklu dort alt araliga
bolerek ve f’yi bu araliklarin orta noktalarinda hesaplayarak bulun.

15.
17.

18.

fx) =x3, [0,2] 16. f(x) = 1/x, [1,9]
f(t) = (1/2) + sin® 7z, [0, 2]

4
o =1- (cos%) [0, 4]




Kirlilik Kontrolii

19. Su kirliligi Hasarli bir tankerden denize yag sizmaktadir. Tanker-
deki hasar, agagidaki tabloya kaydedilen sizmanin her saat daha
da artmasindan anlagilacagi gibi artmaktadir.

Zaman (sa) 0 1 2 3 4 ‘
Sizma (gal/sa) 50 70 97 136 190 ‘
Zaman (sa) 5 6 7 8

Sizma (gal/sa) 265 369 516 720

a. 5 saat sonra sizmis olan yag miktart igin bir alt ve {ist deger
bulun.

b. (a) sikkin1 8 saat sonra sizmis olan yag miktari i¢in tekrarla-
yin.

c. ilk 8 saaten sonra tanker 720 gal/sa yag sizdirmaya devam et-
mektedir. Eger tankerde baslangigta 25.000 gal yag varsa, en
kotii ve en 1yi durumlarda biitiin yagin bosalmasi igin ortalama
kag saat daha gegmesi gerekir?

20. Air pollution Bir gii¢ santrali petrol yakarak elektrik iiretmek-
tedir. Yanma isleminin sonucunda ortaya ¢ikan zararli maddeler
duman bacalarinda gaz temizleyicilerle temizlenmektedir. Za-
manla, temizleyiciler etkinliklerini kaybederler ve kirlilik gegerli
hiikiimet standartlarini1 astig1 zaman degistirilmeleri gerekir. Kir-
lilik 6lgtimleri her aym sonunda almarak zehirli maddelerin ne
hizla atmosfere yayildiklar1 belirlenir. Asagidaki tabloda bu 61-
¢imler verilmektedir.

Ay Oc. Sub. Mart Nis. May. Haz.

Zehirli
madde sizma  0.20 0.25 0.27 0.34 0.45 0.52
hizi (ton/giin)

Ay Tem. Agu. Eyl. Ekim Kas. Ara.

Zehirli
madde sizma  0.63 0.70 0.81 0.85 0.89 0.95

hiz1 (ton/giin)

5.2
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a. Bir aym 30 giin oldugunu ve yeni gaz temizleyicilerin sadece
0.05 ton/giin sizmaya izin verdiklerini varsayarak, Haziran so-
nuna kadar sizan kirliligin toplam tonajinin st degerini he-
saplaym. Alt deger nedir?

b. En iyi durumda, yaklasik olarak ne zaman toplam 125 ton
zehirli madde atmosfere karigir?

Bir Cemberin Alani

21. Yarigapi 1 olan bir gember igine bir diizgilin n-kenarli gokgen yer-
lestirin ve n’nin asagidaki degerleri i¢in gokgenin alanint hesapla-
yin.
a. 4 (kare) b. 8 (sekizgen) c. 16
d. (a), (b) ve (c) deki alanlar1 gemberin alani ile karsilastirin

22. (Alhstirma 21’in devamr)

a. Yaricapi 1 olan bir gember igine bir diizgiin n-kenarli gokgen
yerlestirin ve gokgenin koselerine gizilen yarigaplarin olustur-
dugu n es liggenden birinin alanini hesaplayin.

b. Cizilen gokgenin alanmimn limitini n — OO iken bulun.

c. (a) ve (b) de yaptiginiz hesaplamalar1  yarigcapli bir gember
i¢in tekrarlayin

BILGISAYAR ARASTIRMALARI

23-26 alistirmalarinda, asagidaki adimlar gergeklestirmek igin bir
BCS kullanin.

a. Verilen aralikta fonksiyonlari ¢izin.

b. Araligi n =100, 200 ve 1000 alt araliga boliin ve fonksiyonun
her alt araligin orta noktasindaki degerini bulun.

c. (b) sikkinda dretilen fonksiyon degerlerinin ortalamasini
bulun.

d. (c) sikkinda » = 1000 alt aralik i¢in hesaplanan ortalama
degeri kullanarak f(x) = (ortalama deger) denklemi ¢dziin.

23. f(x) = sinx [0, 7] 24. f(x) = sin’x, [0, 7]

25. f(x) = xsin%, [%,’rr}

26. f(x) = xsinz% , {%,77’}

Sigma Gosterimi ve Sonlu Toplamlarin Limitleri

Boliim 5.1 de sonlu toplamlarla tahmin etmede ¢ogunlukla ¢ok sayida terim igeren top-
lamlarla (6rnegin Tablo 5.1 de 1000’e kadar) karsilastik. Bu boliimde ¢ok sayida terim ige-
ren toplamlari yazmak igin bir gdsterim tanitiyoruz. Gosterimi tanimladiktan ve birkag
6zelligini belirttikten sonra terimleri sayist sonsuza yaklasan bir sonlu toplam yaklagimina

ne olduguna bakacagiz.
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Sonlu Toplamlar ve Sigma Gosterimi

Sigma Gosterimi, c¢ok sayida terimi olan bir sonlu toplami
n
Eak=a1 +a2+a3+~--+an_1 -I—a,,
=1

seklinde kisa olarak yazmamizi saglar. Biiylik Yunan harfi 2 ( Sigma’nin bas harfi S’ye
kargilik gelir) ve “toplam” anlamindadir. Toplama indisi %, toplamin nereden basladigim
(X semboliiniin altindaki sayidan) ve nerede sona erdigini sdyler (£ semboliiniin iistliin-
deki sayida). Indisi gostermek igin herhangi bir harf kullanilabilir fakat i, j ve k gelenek-
seldir.

k indisi kK = n da sonlanir.

n
(ngizrili::gz;ﬁa) E a k — ay, k terim igin bir formildir

k=1

o~
k indisi k = 1 den baslar.
Boylece,
11
P+2+ 3+ 4 +57+6 +7+8 +9+10°+ 117 = Dk
k=1

Ve

100

ﬂn+ﬂm+f6%+~+fumw:;ﬂn

yazabiliriz. Bu esitliklerin sag tarafinda kullanilan sigma gosterimi sol taraftaki toplam
ifadelerinden daha sadedir (daha bir biitiindiir).

ORNEK1  Sigma Gdsterimini Kullanmak

Sigma gosteriminde Toplamin acik hali, her Toplamin
toplam k degeri i¢in bir terim degeri

5

Sk 1+2+3+4+5 15

=1

3

> (1K (=D'(1) + (=1%2) + (-1P’3) —1+2-3=-2
k=1

S _k I 2 1,2_7
Sk+1 I+1 2+1 2 3 6

5 2 2 2

3 _k £, 3 16,25 _ 139
k-1 4-1 5-1 3 4 12

Toplamanin alt limiti 1 olmak zorunda degildir; herhangi bir tamsay1 olabilir.
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ORNEK2  Farkli indis Baslangic Degerleri Kullanmak
1 +3+ 5+ 7+ 9 toplamini sigma gdsteriminde yazin.

Cozim  Terimleri iireten formiil toplamin alt sinir1 ile degisir fakat iiretilen terimler ayni
kalir. Cogunlukla £ =0 veya k = 1 ile baglamak en basitidir.

4
k = 0 ile baslamak: 1+3+5+7+9=>02k+1)
k=0
5
k =1 ile baslamak: 1+34+5+7+9=D02k—1)
k=1
6
k =2 ile baslamak: 1+3+5+7+9=>(2—3)
k=2
1
k = -3 ile baglamak: 1+3+5+7+9= > 02k+7) n
k==3

Eger,
3
>k + k%)
k=1

seklinde bir toplam s6z konusu ise terimleri asagidaki sekilde yeniden diizenleyebiliriz.

i(kﬂcz):(l +1)+Q2+2)+ 3+ 3Y
k=1

=(1+2+3)+ (12 + 22 + 32) Terimleri tekrar gruplama

3 3
- S+ 3K
k=1 k

=1

Bu, sonlu toplamlar igin genel bir kural gosterir:

n

E(Gk + bk) = ;ak + /;bk

k=1

Bu sekilde dort kural asagida verilmistir. Bunlarin dogru olduklarinin bir ispat1 matematik
timevarim yontemi ile elde edilebilir (Bkz. Ek 1).

Sonlu Toplamlar icin Cebir Kurallar
n n n
1.  Toplam Kurali: E(ak + by = Eak + Ebk
=1 =1 =1
n n n
2. Fark Kuralr: E(ak — by = Eak - Ebk
=1 =1 =1
n n
3. Sabitle Carpim Kurali: Ecak =c- Eak (Herhangi bir ¢ sayisi)
=1 =1
n
4. Sabit Deger Kuralr: 2 c=n-c (c herhangi bir sabit deger)
=1




338 Biliim 5: Integrasyon

TARIHSEL BiYOGRAFI

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)

ORNEK3  Sonlu Toplamlar icin Cebir Kurallarini Kullanmak

Fark kural1 ve

a) (3k — kz) =3>k— 2 Sabitle garpim

kurali.

n=4ile (2) ve (1)

(b) ];(_ak) N ];(_1) 'ak - _1 ' ];ak - _kzlak denklemleri

3 3 3
(o) E(k + 4) = Ek + 24 Toplam kurali
k=1 k=1 k=1
— (1 + 2 + 3) + (3 .4) Sabit deger
kurali
=6+ 12 =18
1 1 Sabit deger kurali
(@) ]; n-"n T 1 (1/n bir sabittir) u

Yillar boyu insanlar sonlu toplamlarin degerleri igin bir ¢ok formiil gelistirmislerdir. Bunlarin
en Unlileri ilk » tamsaymin toplami (Gauss bunu 8 yagindayken bulmustur) ve ilk »
tamsayinin kareleri ile kiiplerinin toplami i¢in olan formiillerdir.

ORNEK 4 itk nTamsayinin Toplam

[k n tamsayimin toplammin

nn +1)

n
T
oldugunu gosterin.

Coziim: ~ Formdil, ilk 4 saymin toplaminin

(4)(5)
—3 =10

oldugunu soyler. Toplama bu iddiay1 gercekler:
1+2+3+4=10

Formiilii genel olarak ispatlamak i¢in toplamdaki terimleri iki defa yazariz, bir ileriye ve
bir de geriye dogru

I+ 2 + 3 + - 4+ n

n + w-1) + nw-2) + - + 1
Birinci siitundaki iki terimi toplarsak 1 +n = n + 1 elde ederiz. Benzer sekilde, ikinci sii-
tundaki iki terimi toplarsak 2 + (7 —1)=n+ 1 elde ederiz. Herhangi bir siitundaki iki ter-
imin toplami n + 1 dir. n siitunu topladigimizda, her biri n + 1’e esit olan # terim elde ed-

eriz ve toplam n(n + 1)’e esittir. Bu istenen degerin iki kati oldugundan ilk » sayinin
toplami (n)(n + 1)/2 dir. m

[k » tamsaymmnin kareleri ile kiipleri toplamu igin olan formiiller matematik tiimevarim
yontemi ile ispatlanir (Bkz. Ek 1). Asagida bunlar1 belirtiyoruz.

nn+1)2n + 1)
6

. n + 1 2
ik n kiip: K = ("(" 5 ))
k=1

{1k » kare: Ekz =
=
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Sonlu Toplamlarin Limitleri

Boliim 5.1°de ele alman sonlu toplam yaklasimlari, terim sayisi arttirildiginda ve alt
araliklarin geniglikleri (uzunluklar1) kisaldiginda daha dogru hale geldiler. Asagidaki
ornek, alt araliklarin geniglikleri sifira giderken ve sayilari sonsuza giderken bir limit
degerinin nasil hesaplanacagini gostermektedir.

ORNEK5  Bir Alana Sonlu Yaklasimlarin Limiti

Sayilart sonsuza ve genislikleri sifira giden esit genislikli dikdortgenler kullanarak,
y =1 —x*’nin grafiginin altinda ve x-eksenin [0, 1] araliginmn iist kismindaki R bélgesinin
alaninin alt yaklagimlarinin limit degerini bulun (Bkz. Sekil 5.4a).

Cozim  Genislikleri esit ve Ax = (1 — 0)/n olan n tane dikdortgen kullanarak bir alt toplam
yaklasimi hesaplariz ve n — 00 iken ne olduguna bakariz. [0, 1] araligin esit genislikli n
alt araliga ayirmakla baglariz

A} ) - 7]

Her alt araligin genisligi 1/ dir. 1 —x* fonksiyonu [0, 1] aralig1 tizerinde azalandir ve bir
alt araliktaki en kiiglik degeri, alt araligin sag uc¢ noktasindadir. Dolayisiyla,
[(k — 1)/n, k/n] alt arahg: tizerinde yiiksekligi f(k/n) = 1 — (k/n)* olan dikdortgenlerle
olusturulan ve toplami

()G) o G)G) e G)G) o))

olan bir alt toplam elde edilir. Bunu sigma gosterimiyle yazar ve basitlestiririz

2)6)-50-())6)

RS (1 K
k=1 n n’
R - k2
= 2 n e} Fark Kurali
k=1 k=11
n Sabit deger ve Sabit
=n A1 k2 Kat Kurali
" l’l3k=1
1\ ()n+ D@2+ 1)
=1- e} 6 Ilk » Saymin Kareleri Kurami
n
2n3 + 3% + n
=1- - 3 Pay A¢ilmig
6n

Her n igin saglanan bir alt toplam ifadesi elde ettik. n — o0 i¢in bu ifadenin limitini
alarak, alt araliklarin sayisi artarken ve alt araliklarin genislikleri sifira giderken alt
toplamlarin yakinsadigini goriiriiz:

(1_2n3+3n2+n) 2 _2

lim =1-===
6n’

n—>00

6 3

Alt toplam yaklasimlar1 2/3’e yakinsar. Benzer bir hesaplama {ist toplam
yaklagimlarinin da 2/3’e yakinsadigim gosterir (Alistirma 35). Boliim 5.1in sonundaki
0zet anlaminda, her sonlu yaklasim da ayn1 2/3 degerine yakinsar. Her sonlu yaklagiminin,
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TARIHSEL BIiYOGRAFI

Georg Friedrich
Bernhard Riemann
(1826-1866)

y =f0

SEKIL5.8  Bir [a, b] kapal1 aralig1 iizerinde siirekli tipik bir y = f(x) fonksiyonu.

alt toplam ile iist toplam yaklasimlar1 arasinda sikistirilmig oldugu gdsterilebileceginden
bu dogrudur. Bu nedenle R bodlgesinin alanini bu limit deger olarak tanimlariz. Bolim
5.3’te bu sekildeki sonlu yaklagimlarin limitlerini daha genel olarak calisacagiz. |

Riemann Toplamlari

Sonlu yaklagimlarin limitleri teorisi, Alman matematik¢i Bernhard Riemann tarafindan
kesinlestirilmistir. Simdi, bir sonraki boliimde incelenecek olan belirli integral teorisinin
altin1 gizen Riemann toplami tanimini veriyoruz.

Bir [a, b] kapal1 aralig1 tizerinde tanimli keyfi bir f fonksiyonu ile basliyoruz. Sekil
5.8 de gosterilen fonksiyon gibi, f’nin pozitif degerleri oldugu gibi negatif degerleri de
bulunabilir. [a, b] kapali araligini esit genislikte (veya uzunlukta) olmasi gerekmeyen alt
araliklara ayiririz ve Boliim 5.1°deki sonlu yaklasimlar igin yapildigi gibi ayni yolla
toplamlar olustururuz. Bunu yapmak igin a ve b arasinda

a<x1<x2< <x,,,1<b

olacak sekilde n — 1 tane {x|, x5, x3, ..., x,—1} noktalari segeriz. Notasyonu tutarl yap-
mak icin a’y1 x, ile ve b’yi de x,, ile gosteririz:

a=x0<x1<x2< <x,,,1<x,,=b

P = {x0, X1, X2, .., Xy—1, X, } kiimesine [a, b]’nin bir boliiniigii denir.
P boliiniisii [a, D] kapali araligin1 # tane kapalr alt araliga boler.

[X(), xl]a [xls x2]9 R [xnfla xn]

Bu alt araliklardan birincisi [x, x], ikincisi [x, x,] ve k£ 1 ile n arasinda bir tam say1 ol-
mak lizere, P’nin k. alt arah@ [x;—, x;], dir.
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| | | | k alt aralik | | |
| T T f T T |

Y=a X X2 T Xk-1 Xk T An-1 X, =b

Birinci [xg, x;] alt araliginin genisligi Ax; ile, ikinci [x, x,] araliginin genisligi Ax, ile
gosterilir. k. alt araligin uzunlugu Ax, = x; — Ax,_;dir. Biitiin alt araliklarin genislikleri
esitse ortak genislik Ax, (b — a)/n dir.

|<— Axl—>|<— Ax2—>| |<— Axy——| <— Ax,—>

| | | | | | |

I T T T T T T
Y=a X X2 T k-1 Ak T An—1 X, =b

Her alt aralikta bir nokta segeriz. [x; ;, x;] alt araligindan seg¢ilen noktaya ¢ denir.
Sonra her alt aralik tizerinde, x-ekseninden egriye (¢, f(c;)) noktasinda degecek sekilde
uzanan bir dikdortgen kurariz. Bu dikdortgenler, f(c;)’nin pozitif veya negatif olmasina
gore x-ekseninin iist tarafinda veya alt tarafinda bulunabilir veya f(c;) = 0 ise x-ekseninde-
dir. (Sekil 5.9).

Her alt aralik {izerinde f(c;) - Ax; ¢arpimini olustururuz. Bu ¢arpim, f(c;)’nin isare-
tine bagl olarak pozitif, negatif veya sifirdir. f(c;) > 0 ise f(cy) - Ax; carpimy, yiiksekligi
f(cp) ve genisligi Ax; olan bir dikdortgenin alanidir. f(c;) < 0 ise f(cp) - Ax, carpimu
negatif bir sayidir, genisligi Ax; olan ve x-ekseninden negatif f(c;) sayisina kadar uzanan
bir dikdortgenin alanin negatifi.

Son olarak, biitiin bu garpimlari

Sp = kz,lf(ck) Axy

toplamini elde etmek iizere toplariz.

y _
= f)
iy (e fie))

4 7 :
\/ :\

(s flep)) :
1

1

1

1

1

1

l

1

é

N

|
k. dikdortgen /
|
|
|
|
|

/xkl Xk Xn—1 Xy = b

c

(x}

——— e —— 9§
&

0|xg=jal x
I
I
I

N
e, f(m)\ /
N A //

(e ficy)

SEKIL5.9 Dikdértgenler, y = fix) fonksiyonunun grafigi ile x-ekseni arasindaki alana
yaklasimda bulunurlar.
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y
y =f)
0| a b *
(a)
y
y=f)
0| a b *
(b)

SEKIL5.10  [a, b]’nin daha iyi
boliintislerindeki dikdortgenlerle Sekil
5.9°daki egri. Daha iyi boliiniisler, artan bir
dogrulukla fnin grafigi ile x-ekseni
arasindaki alana yaklasan, daha kisa tabanli
dikdortgen kiimeleri olustururlar.

ALISTIRMALAR 5.2

Sptoplamina [a, b] aralig iizerinde f fonksiyonu i¢in bir Riemann toplam denir.
Sectigimiz P boliintigiine ve alt araliklardan ¢; noktalarinin segimine bagli olarak bu sekilde
birgok toplam vardir.

Biitiin alt araliklarn genisliklerinin esit ve Ax = 1/n  oldugu Ornek 5’te, basitge
dikdortgenlerin sayisi n’yi arttirarak onlart daha ince yapabildik. Bir boliiniis farkli
genislikli dikdortgenlerden olustugunda, en genis (en uzun) alt araligin genigligini kontrol
ederek hepsinin ince oldugundan emin olabiliriz. Bir P boliiniisiiniin normu’nu, en genis alt
araligin genisligi olarak tanimlariz ve | P| ile gosteririz. | P| kiigiik bir say1 ise P boliiniisiin-
deki biitlin alt araliklarin genislikleri kiigliktiir. Bu fikirlerin bir 6rnegine bakalim.

ORNEK 6 Bir Kapali Araligin Bdlinisii

P =1{0,02,0.6,1,1.5,2} kiimesi [0, 2] araliginin bir boliniisiidiir. P’nin 5 alt aralig1
vardir [0, 0.2],[0.2, 0.6], [0.6, 1], [1, 1.5] ve [1.5, 2]:

< Ax, | Av, ——|— Axg Ay, | Axs

|

|

I I
0 0.2 0.6 1 1.5

[\O) - .

Alt araliklarin uzunluklar1 Ax; = 0.2, Ax, = 0.4, Ax; = 0.4, Axy = 0.5 ve Axs = 0.5’tir. En
uzun alt araligin uzunlugu 0.5 oldugu igin, béliiniisiin normu |P| = 0.5’tir. Bu 6rnekte, bu
uzunlukta iki alt aralik vardir. [

Bir [a, b] kapal1 araliginin bir boliiniisiine kars1 gelen herhangi bir Riemann toplami,
stirekli bir f fonksiyonunun grafigi ile x-ekseni arasindaki bolgeye yaklasimda bulunan
dikdortgenler tanimlar. Sekil 5.10’dan edinilen izlenime gore normu sifira yaklasan
boliintisler, artan bir dogrulukla bu bdlgeye yaklasimda bulunan birer dikdortgenler
toplulugu tanimlarlar. Takip eden boliimde, f fonksiyonu [a, b] kapali aralig1 lizerinde
stirekli ise bir Riemann toplami olusturmak {izere P boliiniisii ve alt araliklarindaki ¢y
noktalar1 nasil segilirlerse segilsinler, P bdliiniisiiniin normu tarafindan kontrol edilen alt
araliklarin geniglikleri sifira yaklasirken, bir tek limit degerine yaklagildigini gorecegiz.

Toplam Notasyonu

1-6 1-6 alistirmalarindaki toplamlart sigma gdsterimi kullanmadan

yazin. Sonra hesaplayin.

8. Asagidakilerden hangisi 1 —2 +4 — 8 + 16 — 32 toplamini sigma
gosteriminde ifade eder?

6 5 3
a. > (—2)F! b. > (—1)F2* c. > (—1)kriokn2
k=1 k=0 k==2

2 3
1 2 k 6+k 1 2 E k;kl 9. Hangi formiil diger ikisine esdeger degildir?
k:l k:l i (_l)kfl b 2 (_l)k i (_l)k
3. ;lcos/m 4. ;::lsinkﬂ' ATk " Ak &2
3 4 10. Hangi formiil diger ikisine esdeger degildir?
5. k}:l(fl)k“sin% 6. k}%(*l)"coskﬂ

7. Asagidakilerden hangisi 1 +2 +4 + 8 + 16 + 32 toplamini sigma

gosteriminde ifade eder?

6 5
a. > 2k! b. > 2¢
k=1 k=0

4 3 -1
a. E(k— 1)? b. 2(k+ 1)? c. Ekz
k=1 k=—1

= =3

c. 24: 2k+1

=1



11-16 alistirmalarindaki toplamlar1 sigma gosteriminde ifade edin.
Yanitinizin sekli toplamin alt limitindeki se¢iminize bagli olacaktir.

11. 1+2+3+4+5+6 12.1+4+9+16

1,1 1 1
13'2+4+8+16 14.2+4+6+8+ 10
1,1 1,1 1,2 3.4 5
15.1—2+3—4—i-5 16.—5+5—5—i-5—5
Sonlu Toplamlarin Degerleri
17. zak = —5ve Ebk = (. oldugunu varsayin. Asagidaki top-
=1 =1
lamlar1 bulun.
n n bk n
a. ESak b. Z C. E(ak + by)
=1 =1 =1
d. ;(ak - bk) €. —l(bk - 2ak)

18. Zak =0ve Ebk = 1. oldugunu varsayin. Asagidaki toplam-
=1 =1

lar1 bulun.

a. > 8a b. > 2506,
=1 =1

C. E(ak +1) d. (by — 1)
=1 =1

19-28 alistirmalarindaki toplamlar1 hesaplaymn.

10 10 10
19. a. Dk b. > k? . DK
k=1 k=1 k=1
13 13 13
20. a. Dk b. D k* . 2K
k=1 k=1 k=1
7 5 k
21. > (—2Kk) 2. YT
k=1 [= N

6 6
23. >3 - k) 24. > (k* = 5)
=1 k=1

Belirli integral
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5 7
25. D k(3k + 5) 26. > k(2k + 1)
k=1 k=1
3

(8 (-3
27. FAz T k 28. k) — e
k=1 225 k=1 k=1 k=1 4

Riemann Toplamlari icin Dikddrtgenler

29-32 aligtirmalarinda, her f(x) fonksiyonunu verilen aralikta ¢izin.
Aralig1 esit uzunluklu dort alt araliga boliin. Sonra giziminize, ¢ k. alt
araligin (a) sol ug noktast, (b) sag uc noktasi ve (c) orta noktasi olmak
tizere, S f(c) Axy, Riemann toplamiyla iliskili dikdortgenleri ek-
leyin. (Her dikdortgen kiimesi i¢in ayr1 bir resim ¢izin.)

29. f(x) =x>—1, [0,2]

30. f(x) = —x% [0, 1]

31. f(x) = sinx, [—m, ]

32. f(x) =sinx + 1, [—m, 7]

33. P=1{0,1.2,1.5,2.3, 2.6, 3} boliinlisiiniin normunu bulun.
34. P={-2,-1.6,-0.5, 0, 0.8, 1} boliinlisiiniin normunu bulun.

Ust Toplamlarin Limitleri

35-40 alistirmalarindaki fonksiyonlar igin, [a, b] araligini n tane esit
alt araliga bolmekle elde edilen iist toplam igin bir formiil bulunuz.
Sonra, aralig1 lizerinde egrinin altinda kalan alan1 hesaplamak igin bu
toplamlarin n — o0 iken limitlerini aliniz.

35. f(x) = 1 — x? [0, 1] iizerinde.
36. f(x) = 2x, [0, 3] tlizerinde.

37. f(x) = x> + 1, [0, 3] iizerinde.
38. f(x) = 3x2%, [0, 1] iizerinde.

39. f(x) = x + x2 [0, 1] iizerinde.
40. f(x) = 3x + 2x? [0, 1] iizerinde.

Boliim 5.2 de, bir [a, b] kapali arali1 iizerinde tanimli bir fonksiyon igin esit (b — a)/n
genislikli (veya uzunluklu) # tane alt aralik kullanarak olusturulan bir sonlu toplamin limi-
tini arastirdik. Bu bolimde, daha genel Riemann toplamlariin limitlerini, [a, b]’nin boli-
niiglerinin normlari sifira yaklagirken ele aliyoruz. Genel Riemann toplamlari igin boltinis-
lerin alt araliklarinin geniglikleri esit olmak zorunda degildir. Bu durumda limit alma
iglemi, bir fonksiyonun bir [a, b] kapali araligi tizerindeki belirli integrali tanimina gotiiriir.

Riemann Toplamlarinin Limitleri

Belirli integralin tanimi, baz1 fonksiyonlar i¢in, [a, b]’nin bdliniislerinin normlarn sifira
yaklasirken, karsi gelen Riemann toplamlarmin bir / limit degerine yaklastiklar fikrine
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dayanmaktadir. Bu yakinsama fikriyle kastettigimiz sey sudur: bir Riemann toplami,
boliinlistiniin normunun yeteri kadar kiiglik olmasi kosuluyla (ki, biitiin alt araliklarinin
genislikleri yeterince kiigiik olur), / sayisimna yakin olacaktir. Riemann toplaminin /
sayisina ne kadar yakin olmasi gerektigini belirleyen e semboliinii kiigiik bir pozitif say1
olarak ve bunun gergeklesmesi icin, bir boliiniisiin normunun ne kadar kiiciik olmasi
gerektigini belirleyen 6 semboliinii de ikinci bir pozitif kiigliik say1 olarak tanitiyoruz.
Kesin formiilasyon asagidadir.

TANIM  Riemann Toplamlarinin Limiti Olarak Belirli integral
f(x) bir [a, b] kapal1 araliginda taniml1 bir fonksiyon olsun. Asagidaki kosullar
saglanirsa, f’nin [a, b] kapal aralig iizerindeki belirli integrali / dir ve
>i=1f(cx) Ax; Riemann toplamlarinin limiti 7 dir deriz:

Verilen her € > 0 sayisina bir 6 > 0 sayisi karsilik gelir 6yle ki, [a, o] nin,
|P| < & kosulunu saglayan her P = {xo,xi,...,x,} boliniisi ve c;’nin
[x;_1, x;] araligindan her se¢imi igin

if(ck) Axy — I| < €.
=1

saglanir.

Leibniz, belirli integral igin, Riemann toplamlarinin bir limiti olarak olugturulmasini
ihtiva eden bir notasyon tanitmigtir. O, X }=;f(cx) Ax; Riemann toplamlarinim, f(x) fonk-
siyon degerleri ile alt araliklarin “sonsuz kii¢iik” dx genisliklerinin ¢arpimlarinin bir son-
suz toplami haline doniistiiglini diigtinmiistiir. E sembolil limitte asli “S” olan f ,integ-
ral sembolii ile degistirilir. f(c;) fonksiyon degerleri f(x) siirekli seg¢im degerleri ile
degistirilir. Alt araliklarin Ax;, genislikleri dx diferansiyeli haline gelir. x, a dan b ye gider-
ken bitin f(x) - dx carpimlarini topluyoruz gibidir. Bu notasyon bir integralin olusturul-
masini ihtiva etmesine ragmen, belirli integrale tam anlamin1 veren, Riemann tanimidir.

Notasyon ve Belirli integralin Varlg

Belirli integralin tanimindaki / sayisinin sembolii, “a dan b ye kadar f(x) de x integrali”
veya bazen “a dan b ye kadar f(x)’in x’e gore integrali’ ‘diye okunan

b
/ f(x) dx

dir. Ayrica integral semboliindeki bilesenlerin isimleri soyledir:

. . Fonksiyon integranddur.
Integralin Gist siniri

T~ b / X in/tegrasyon degiskenidir.
Integral isareti
\ d
X) ax
a

. . / Integralin degerini
Integralin alt sinir1 . v ) bulurken integrali
__— hesaplarsiniz.

a dan b ye f’nin integrali
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Tanim saglandiginda, f’nin [a, b] aralig1 iizerindeki Riemann toplamlar1 7 = fab f(x) dx
belirli integraline yakimsar deriz. Ayrica, f fonksiyonu [a, b] araligi iizerinde integral-
lenebilir deriz. Normu sifira giden bir P boliiniisii i¢in ve her boliiniisiin ¢; noktalari igin
birgok segenek vardir. Hangi seg¢im yapilirsa yapilsin, daima aymi / limitini elde
ettigimizde belirli integral vardir. Limit var oldugunda bunu belirli integral olarak yazariz:

n b
Jim e s = 1 - / 100) d

Her béliiniisiin, genisligi Ax = (b — a)/n olan n tane esit alt aralig1 var oldugunda ayrica

n b
lim Ef(ck) Ax=1= / f(x) dx
n—> j=1 a

yazariz. Limit, daima bdliiniislerin normlari sifira giderken ve alt araliklarin say1s1 sonsuza
giderken alinir.

Bir fonksiyonun herhangi belirli bir aralik iizerindeki belirli integralinin degeri,
bagimsiz degiskeni gdstermek igin segtigimiz harfe degil, fonksiyonun kendisine baghdir.
x yerine ¢ veya u kullanmaya karar verirsek integrali basitge
+b

f(odt veya | f(u)du

Ja

b

‘ fx)dx yerine
olarak yazariz. Integrali nasil yazarsak yazalim, hala Riemann toplamlarmin limiti olarak
tanimlanan ayni sayidir. Hangi harfi kullandigimizin 6nemi olmadigindan integralinin
degiskenine sessiz degisken denir.

Bir Riemann toplaminin limitini alirken yapilabilecek birgok segenek bulundugundan
bdyle bir limitin varligini géstermek zor olabilir. Ancak, hangi se¢im yapilirsa yapilsin, bir
stirekli fonksiyona kars1 gelen Riemann toplamlar1 ayni limite yakinsar.

TEOREM 1 Belirli integrallerin Varlg

Bir siirekli fonksiyon integre edilebilir. Yani, bir f fonksiyonu bir [a, b] araligi
tizerinde stirekli ise, [a, b] araliginda belirli integrali vardir.

Ekstremum Deger Teoremine gore (Bolim 4.1, Teorem 1), f siirekli oldugunda
[x4_1, x4] Gizerinde ¢;’y1 f(c;) maksimum olacak ve bir iist toplam verecek sekilde segebi-
liriz. ¢;’y1, bir alt toplam veren, f’nin [x;_;, x;] lizerindeki minimum degerini verecek se-
kilde segebiliriz. ¢;’y1 [x;_;, x;]'nin orta noktasi olarak, en sagdaki noktasi x; olarak veya
rastgele olarak segebiliriz. Boliiniisleri esit genislikli veya degisen genislikli olarak sege-
biliriz. Her durumda, |P| — 0 iken 27— f(cs) Ax; limiti igin ayn1 limiti elde ederiz. Teo-
rem 1’in ardindaki fikir, bir béliiniise karsi gelen bir Riemann toplaminin bu bdliintisiin
list toplamindan daha biiyiik ve alt toplamindan daha kiigiik olamayacagidir. |P| — 0 iken
alt ve Uist toplamlar ayn1 degere yakinsarlar. Biitliin diger Riemann toplamlari alt toplam ile
iist toplam arasina kalirlar ve ayni limiti yakinsarlar. Teorem 1’in bir ispat1, fonksiyonlarin,
boliiniislerin ve limitlerin bu disiince dogrultusunda dikkatli bir analizini igerir ve daha
ileri seviye derslere birakilmistir. Bu ispatin bir gosterimi Alisirma 80 ve 81 de
verilmistir.
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Teorem 1, belirli integralin nasil hesaplanacagr hakkinda bir sey sdylememektedir.
Ters tlirev alma islemine bir baglant1 araciligr ile B6lim 5.4’te bir hesaplama ydntemi
gelistirilecektir.

integrallenebilen ve integrallenemeyen Fonksiyonlar

Teorem 1, [a, b] aralig1 tizerinde siirekli olan fonksiyonlarin burada integrallenebilir ol-
duklarini sdylemektedir. Siirekli olmayan fonksiyonlar integrallenebilen veya integralle-
nemeyen olabilirler. Integrallenebilen siireksiz fonksiyonlar, [a, b] aralig1 iizerinde artan
fonksiyonlari (Aligtirma 77) ve bu boliimiin sonundaki Ek-Aligtirmalarda tanimlanan par-
cali-stirekli fonksiyonlart igermektedir. (ikinciler, sonlu sayida nokta harig [a, b] aralig
i¢inde siireklidirler.) Integrallenemeyen fonksiyonlarin, grafikleri ile x-ekseni arasindaki
alana, sayica artan ince dikdortgenlerle iyi bir yaklagimda bulunulamayacak kadar ¢ok sii-
reksizliklerinin bulunmas: gerekir. integrallenemeyen bir fonksiyon drnegi asagidadir.

ORNEK 1 [0, 1] Uzerinde integrallenemeyen Bir Fonksiyon

1 x rasyonel ise
flx) = 0  xirrasyonel ise |

fonksiyonunun [0, 1] aralig1 iizerinde Riemann integrali yoktur. Herhangi iki say1 arasinda
hem bir rasyonel say1 ve hem de bir irrasyonel say1 vardir. Bdylece, fonksiyon [0, 1] {ize-
rinde ¢ok istikrarsiz bir gekilde yukar1 asagi sigrama yapar. Dikdortgenler ne kadar ince
olursa olsun, grafigin altinda ve x-ekseninin iistiinde kalan alana iyi bir yaklasimda bulu-
nulamaz. Aslinda, iist toplam yaklagimlari ile alt toplam yaklagimlarinin farkli limitlere
yakinsadigini gosterecegiz.

[0, 17°in bir P boliniisiini segip ¢, noktasini f’nin [x;_;, x;] tizerindeki maksimum de-
gerini verecek sekilde secersek, her [x;_i, x;] alt aralig1, f(c;) =1 olacak sekilde bir rasyo-
nel say1 igerdiginden karsi gelen Riemann toplami

U= ]gf(ck) Axy = é(l)Axk =1,

olur. Boliiniisteki alt araliklarin uzunluklart toplammnin 1 olduguna dikkat edin,
>i=1Ax; = 1. Dolayisiyla, bu sekildeki her Riemann toplami 1’e egittir ve bu segimleri
kullanan Riemann toplamlarinin bir limiti 1 dir.

Diger taraftan, c¢; noktasii f’nin [x;_;, x;] lizerindeki minimum degerini verecek se-
kilde segersek, her [x;_;, x;] alt araligi, f(c;) = 0 olacak sekilde bir irrasyonel say1 igerdi-
ginden Riemann toplami1

L= flen A = S(0) Ax = 0,
k=1 k=1

olur. Bu se¢imleri kullanan Riemann toplamlarinin limiti sifirdir. Limit, ¢; noktalarinin se-
¢imine bagli oldugundan f integrallenemeyen bir fonksiyondur. [

Belirli integrallerin Ozellikleri

fab f(x) dx belirli integralini X/—;f(cx) Axy, toplamlarmimn bir limiti olarak tanimlarken
[a, b] aralig1 tizerinde soldan saga dogru hareket ettik. Bunun yerine, x, = b ile baslayan ve
X, = a da sona eren sagdan sola hareket etseydik ne olurdu? Riemann toplamindaki her
isaret degistirirdi, x;— x;_ pozitif olmak yerine bu defa negatif olurdu. Her alt araliktan
ayn1 ¢, noktalarin1 se¢gmekle herhangi bir Riemann toplami isaret degistirirdi. Dolayistyla
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limit ve /Z‘ f(x) dx integrali isaret degistirirdi. Daha 6nce geriye dogru integral almaya
bir anlam vermis olmadigimizdan su tanimi veriyoruz:

/af(x) dx = —/bf(x) dx.
b a

integralin baska bir genislemesi a = b ile sifir uzunlugundaki bir araligidir. Aralik
genisligi Ax, = 0 oldugunda f(c;) Ax; sifir olacagindan

/af(x) dx = 0.

olarak tanimlariz. Teorem 2, sagladiklari kurallar olarak verilen ve yukaridaki iki 6zelligi
de iceren integrallerin 7 6zelligini ifade eder. Bu kurallar integralleri hesaplama siirecinde
¢ok yararlidirlar. Hesaplamalarimizi basitlestirmek igin bunlara tekrar tekrar basvuracagiz.

2'den 7’ye kurallarm, Sekil 5.11 de gosterilen geometrik yorumlart vardir. Bu
sekillerdeki grafikler pozitif fonksiyonlara aittir fakat kurallar genel olarak integral-
lenebilen fonksiyonlara uygulanabilir.

TEOREM 2

f ve g integrallenebilir ise belirli integral Tablo 5.3’teki 1'den 7’ye kadar kural-
lar1 saglar.

TABLO 5.3 Belirli Integrallerin Sagladidi Kurallar

a b
1. Integrasyon Sirasi: / fx)dx = — / f(x) dx Bir tanim
b a
2. Sifir Geni;lig“indeAmllk:/ fx)dx =0 Bagka Bir Tanim
a
b b
3. Sabitle Carplm: / kf(x) dx = / f(x) dx k herhangi bir say1

b b
/_f(x)dx=—/f(x)dx k= —1

b b b
4. Toplam ve Farklar: / (f(x) £ g(x)) dx = / f(x) dx + / g(x) dx
5. Toplanabilirlik: /f(x) dx +/f(x) dx —/f(x ) dx

6. Max-Min egitsizligi: max f vemin f f’nin [a, b] araligindaki
maksimum ve minimum degerleri ise,

b
min f+(b — a) = / f(x)dx = max f+(b — a).
b b
7. Baskinlik: [a, b] Uzerinde f(x) = g(x) = fx)dx = / g(x) dx

b
[a, b] lizerinde f(x) =0 = / f(x)dx = 0 (Ozel durum)
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3 y v =2fw) X ‘
y =) + gx)
y =fx)
y =28
4 y =fx)
y =fx)
0 a * o a b 0l a b
(a) Stfir Genigliginde Aralik: (b) Sabitle Carpim: (c) Toplam:
a b b b b b
/ f(x)dx = 0. / kf(x)dx = k| f(x)dx. / (f(x) + gx) dx = / f(x)dx + / g(x) dx
(Bir nokta tizerindeki alan 0 dir.) (k=2 igin gosterilmistir) (Alanlar toplanir)
y
y y
max f |- y=fo)
/\/\ y =f0)
min f
y =g
0 s b e " 0l a b 0la b
(d) Belirli integraller i¢in toplanabilirlik: (e) Max-Min eyitsizligi: (f) Baskinlik:
b c c b
/ f(x)dx + / f(x)dx = / f(x) dx min f+(b —a) = / f(x) dx [a, b] arahiginda f{x) > g(x)
a b a a b b
=maxf-(b—a) =/ f(x)dxz/g(x)dx

SEKIL5.11
1 ve 2 kurallar1 tanimlar oldugu halde, 3’ten 7’ye kurallarin ispatlanmasi gerekmekte-
dir. Ispatlar, Belirli integrallerin, Riemann toplamlarmin bir limiti olarak tanimlanmasina
dayanmaktadir. Bu kurallardan birinin ispati asagidadir. Tablo 5.3’teki diger 6zellikleri
saglamak icin benzer ispatlar verilebilir.

Kural 6'min Ispati Kural 6 f*nin [a, b] aralig: iizerindeki integralinin higbir zaman f’nin min-
imum degeri ile araligin uzunlugu carpimindan kiiciik ve f’nin maksimum degeri ile
araligin uzunlugu carpimindan biiylik olamayacagini soyler. Bunun nedeni, [a, 6]’nin her
boliiniisiinde ve ¢; noktalarinin herhangi bir segiminde,

n n
minf-(b—a)zminf°EAxk EAX/(:/7*(I
=1 i=1

n
= 2 min f < Axy Sabitle Carpim Kurali
k=1

=

= f(ck) Axy, min f = f(cp)
k

BNl

= E max f+ Axy fler) = maxf
k=1

n
= max f* E Axy Sabitle Carpim Kurali
k=1

=max f+(b — a)

olmasidir.
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Kisaca, f’nin [a, b] araligindaki biitiin Riemann toplamlar1
min f+ (b — a) = D f(cx) Axy = max f+(b — a)
=
esitsizligini saglarlar. Dolayisiyla limitleri, yani integral de bu esitsizligi saglar. [

ORNEK2  Belirli integral Kurallanini Kullanmak

/lf(x) dx =5, /4f(x) dx = =2, /lh(x) dx =17
-1 1 -1

oldugunu varsayin.

1. /lf(x) dx = —/4f(x) dx = —(=2) =2 Kural 1
4 1

1 1 1
2. / [2f(x) + 3h(x)] dx = 2/ f(x) dx + 3/ h(x) dx Kural 3 ve 4
-1 -1 -1

=2(5) + 3(7) = 31

4 1 4
3. / f(x)dx = / f(x) dx + / fx)dx =5+ (=2)=3 Kural 5 [
-1 -1 1

ORNEK3  Birintegral icin Sinir Bulmak
fol V1 + cosx dx integralinin degerinin 3/2 den kiigiik oldugunu gosterin.
Cizim  Belirli integraller i¢gin Max-Min esitsizligi (Kural 6), min f-(b — a)’nin

fa bf(x) dx igin bir alt stmr oldugunu ve max f+ (b — a) bir st s oldugunu sdyler

[0, 1] araliginda V1 + cos x’in maksimum degeri V1 + 1 = \6 'dir, dolayisiyla
1
/ V1 + cosxdx = \6-(1 -0) = V2.
0

olur. fol V1 + cosx dx, istten V2 (1.414....) ile sirh oldugundan integral 3/2 den
kiicliktiir. [ |

Negatif Olmayan Bir Fonksiyonun Grafiginin Altindaki Alan

Simdi, giderek artan sayida dikdortgenlerle bir bolgeye yaklasim fikrini igeren, siniri
egrisel olan bir bolgenin alan1 kavramini kesinlestiriyoruz. Negatif olmayan siirekli bir
fonksiyonun grafigi altindaki alan bir belirli integral olarak tanimlanir.

TANIM Bir Belirli integral Olarak Bir Egri Altindaki Alan

y = f(x) fonksiyonu negatif olmayan ve [a, b] kapali aralig1 iizerinde integral-
lenebilen bir fonksiyon ise [a, b] araligi iizerinde y = f(x) egrisi altindaki
alan, f’nin a’dan b’ye kadar integralidir.

b
A=/f(x)dx
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SEKIL5.12  Ornek 4°teki bolge
bir tiggendir.

[k defa olarak sinirlar1 herhangi bir siirekli fonksiyonun grafigi olan bdlgenin alani
i¢in kuvvetli bir tanimimiz vardir. Simdi bunu, yeni tanimimizin 6nceki alan kavramimizla
uyustugunu saglayabilecegimiz basit bir 6rnege, bir dogru altindaki alana uyguluyoruz.

ORNEK 4 y=x Dogrusu Altindaki Alan

b
/ x dx ’1 hesaplayin ve [0, b], b > 0 aralig1 izerinde y = x altindaki 4 alanini bulun.
0
Cozim  S6z konusu bdlge bir tiggendir (Sekil 5.12). Alani iki yolla hesapliyoruz.

(a) Belirli integrali Riemann toplamlarinin limiti olarak hesaplamak iizere normlari sifira
giden boliiniisler i¢in limypj—o 27=1f(cx) Ax;’y1 hesaplariz. Teorem 1’e gére norm-
lar1 sifira gittigi siirece boliintiglerin veya c; noktalarinin se¢iminin bir énemi yoktur.
Biitiin se¢imler tam olarak ayni limiti verirler. Dolayisiyla, P bdlintsiiniin [0, 5]
araligin genislikleri esit ve Ax = (b —0)/n = b/n olan n alt araliga boldiigiinii diisiine-
lim ve c¢; noktalarmi her alt aralikta sag uc¢ nokta olarak segelim. Boliiniis

P:{b2b3b nb

0,7,5, 5 } ve ¢ = % dir. Dolayisiyla,

snon>ne T onm
n n
kb b
> fle) Ax = X ey fle) =
k=1 k=1
_ N k2
k=1 n2
b’ <
=5 k Sabitle Carpim Kurali
n- k=1
p2 n(n+1) ,
= [k n Tamsaynin Toplam1
n 2
b? 1
2w

n—> 00 ve |P| = 0 iken sag taraftaki son ifadenin limiti #?/2 ‘dir. Bu nedenle

b 2
b
xdx = —.
K 2
dir.

(b) Alan, negatif olmayan bir fonksiyonun belirli integraline esit oldugundan, taban
uzunlugu b ve yiiksekligi y = b olan bir liggenin alant i¢in alan formiiliinii kullanarak
begirli integrali hemen elde edebiliriz. Alan, 4 = (1/2) b - b = b*/2 dir. Yine,
fo xdx = b?/2 buluruz.

Ornek 4, f(x) =x’i herhangi bir [a, 5], 0 < a < b kapal aralig1 iizerinde integre ede-

cek sekilde genellestirilebilir.

b 0 b
/ xdx = / xdx + / x dx Kural 5
a a 0
a b
—/ xdx + / x dx Kural 1
0 0
a’> | b?

= -5 + 5 Ornek 4



[¢«—=b —a—|

SEKIL5.13  Yamugun alam
A= (b*—a*)/2 dir.

SEKIL5.14  Bir fonksiyonun bir [a, b]
aralig1 tizerindeki degerlerinin bir 6rnegi.
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Sonug olarak, y = f(x)’in integrali i¢in su kurali buluruz:

b 2 2
_b°_a
/{xdx—2 7 a<b (1)

Bu hesaplama bir yamugun alanini verir (Sekil 5.13). (1) denklemi a ve b negatif iken de
gegerlidir. ¢ < b < 0 iken belirli integralin degeri (b> — a?)/2 negatiftir, x-ekseninin
altinda y = x dogrusuna kadar inen yamugun alaninin negatifidir. « <0 ve b > 0 iken (1)
denklemi hala gecerlidir ve belirli integral iki alan arasindaki fark: verir; [0, b] lizerinde
grafigin altindaki alan eksi [a, 0] altinda ve grafigin iistiindeki alan.

Asagidaki sonuclar da Ornek 4’tekine benzer bir Riemann toplami hesab1 kullanarak
gergeklenebilir (Alistirma 75 ve 76).

b
/ cdx = c(b — a),  cherhagi bir sabit )
a

b 3 3
lxzdx=b3—a3, a<b (3)

Bir Siirekli Fonksiyonun Ortalama Dederi, Tekrar

Boliim 5.1 de, bir [a, b] aralig1 izerinde negatif olmayan siirekli bir f fonksiyonunun orta-
lama degerini tanitmistik ve bu ortalamay1 y = f(x)’in grafigi altindaki alanin b — a ile
béliimii olarak tantmlamistik. Integral notasyonu ile bunu

b
Ortalama = f— i P l f(x) dx

olarak yazariz. Bu formiilii, herhangi pozitif, negatif veya ikiside olan siirekli (veya
integrallenebilir) bir fonksiyonun ortalama degerinin tanimini kesin olarak vermek igin
kullanabiliriz.

Siwrastyla, asagidaki fikir ytrlitmeyi kullanabiliriz. » tane sayinin ortalamasinin
sayilarin toplaminim 7 ile boliinmesi oldugunu sdyleyen aritmetik fikriyle baslayacagiz.
Bir [a, b] araliginda siirekli bir f fonksiyonunun sonsuz tane degeri olabilir, fakat bunlari
sirali bir sekilde ornekleyebiliriz. [a, b]’yi genislikleri esit ve Ax = (b — a)/n olan n alt
araliga boler ve f’yi her alt araliktaki bir ¢, noktasinda hesaplariz (Sekil 5.14). Orneklenen
n degerin ortalamasi

fley) + f(Cz)n+ ot fle) %é:lf(c")
Ax

< b-a 1

Ax E f(ck) Ax = o dolayisiyla T
=1
n

:b_ak

= % > fler) Ax

=

dir.
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SEKIL5.15  f(x) = V4 — x®nin

[—2, 2] lizerindeki ortalama degeri
/2 dir (Ornek 5).

ALISTIRMALAR 5.3

Limitleri integral Olarak ifade Etmek

Ortalama, f’nin [a, b] iizerindeki bir Riemann toplamini (b — a) ile bélmekle elde
edilir. Orneklerin boyutunu arttirir ve boliiniistin normunun sifira gitmesine izin verirsek,
ortalama (1/(b — a)) / f(x) dx e yaklagir. Her iki bakis agis1 bizi asagidaki tanima
gotliriir.

TANIM Bir Fonksiyonun Ortalama Degeri
1, [a, b] araliginda integre edilebilirse, [a, b] lizerindeki ortalama degeri

1 b
ort (f) = b_al f(x) dx

ile verilir.

ORNEK5  Bir Ortalama Degjer Bulmak
f(x) = V4 — x?nin [-2, 2] iizerindeki ortalama degerini bulun.

Cozim  f(x) = V4 — x?yi grafigi, merkezi orijinde ve 2 yarigapl iist yar1 gember olan
bir fonksiyon olarak taniyoruz (Sekil 5.15).

—2 den 2’ye kadar yar1 ¢ember ile x-ekseni arasindaki alan
Alan = L, mr? = L, w(2)? = 27
2 2

geometri formiiliini kullanarak hesaplanabilir. f negatif olmayan bir fonksiyon oldugun-
dan, alan ayn1 zamanda —2 den 2’ye f’nin integralidir;

2
/ V4 — x*dx =27
-2
Bu nedenle, f’nin ortalama degeri

2
Ort(f)zz_l(_z)/z\/4—x2dx=}‘(27r) =

S4B

dir.

n

||p|| 021 . Axy, P [2, 3]"tin bir boliindsi.
—0i=1 1t —

1-8 alistirmalarindaki limitleri belirli integral olarak yazin

6. V4 — Axy, P [0, 17°in bir bolin
”P” 07 Eck Axy, P [0, 2] nin bir boliinisii. ||P||—>O ,; e Axi, P Undsd.
7. Axi, P 4, 0]’ bir boli .
2. ”}lﬁmo 22ck Axy, P [—1, 0]’1n bir bolintisi. ||P||m z(sec c) Axi, P [=/4, O]'n bir boliiniisii
=0 j=
8. i t Axy, P [0, 7/4] tin bir boli
||P||m0 E(Ck = 3¢p) Axg, P [—7, 57’in bir boliiniisii. 1720 7 E( an c;) Axy, P[0, /4] iin bir boliinisii.
=0 =

n

4. 1l
IPI—0 =1

m > <cik> Axy, P [1, 4]iin bir bsliiniisi.



Ozellikleri ve Bilinen Degerleri Kullanarak Baska integralleri
Bulmak

9. f ve g’nin integrallenebilir olduklarini ve

2 5 5
/ f(x)dx = —4,/ f(x) dx = 6,/ gx)dx =8
1 1 1

oldugunu varsayin. Tablo 5.3’teki kurallar1 kullanarak asagidaki-
leri bulun.

2 1
a. / g(x) dx b. / g(x) dx
2 5

c. /23f(x) dx d. /Sf(x) dx
1 2

5 5
e. / [f(x) = g(x)] dx f. X [4f(x) — g(x)] dx
10. f ve A’nin siirekli olduklarini ve

9 9 9
/ f(x)dx = —1, / f(x)dx =5, / h(x) dx = 4.
1 7 7

oldugunu varsayin. Tablo 5.3’teki kurallart kullanarak agagidaki-
leri bulun.

a. /9 —2f(x) dx
1

c. /9[2f(x) — 3h(x)] dx d. /1f(x) dx
7 9
7

7
e. [f(x)dx f. l [A(x) — f(x)] dx

11. flz f(x) dx = 5 oldugunu varsayarak asagidakileri bulun.

a. / 2f(u) du b. / 2\/5 1(2) dz
1 1

1 2
c. / () dt d. / [—f(x)] dx
2 1

12. f,03 g(t)dt = V2 oldugunu varsayarak asagidakileri bulun.

-3 0
a. / g(1) dt b. / g(u) du
0 -3

0_ 0@
c. [3[ g(x)] dx d. A

13. f’nin integrallenebilir oldugunu ve f03 f(z)dz = 3 ve

9
b. % [f(x) + h(x)] dx

dr

f04 f(z) dz = 7 oldugunu varsayarak agsagidakileri bulun.

4 3
a. / f(z) dz b. / f(2) dt
3 4

14. h’nin integrallenebilir oldugunu ve f_ll h(r) dr = 0ve
fjl h(r) dr = 6 oldugunu varsayarak asagidakileri bulun.

a. /3h(r) dr b. */lh(u) du
1 3

integralleri Hesaplamak icin Alan Kullanmak

15-22 alistirmalarinda integrandlari ¢izin ve integralleri hesaplamak
i¢in alanlar1 kullanin.
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e 3/
15. / (5 + 3) dx 16. (—2x + 4) dx

2 172

3 0
17./\/9—x2dx 18. / V16 — x? dx
—3 —4

1 1
19. / |x| dx 20. / (1 = |x])dx
-2 -1
1 1
21./(27 |x]) dx 22./(1+\/1*x2)dx
-1 -1

23-26 alistirmalarinda integralleri hesaplamak igin alanlart kullanin.

b
23./£dx, h>0
) 2

b
25./2sds, 0<a<b

b
24. /4xdx, b>0

0

b
26./3tdt, 0<a<b
Hesaplamalar

27-38. denklem (1) ve (3)’ln sonuglarmi kullanarak, 27-38
alistirmalarindaki integralleri hesaplayin.

V2 25 2

217. / x dx 28. / x dx 29. / 6 do
1 0.5 7
5V2 V7 0.3

30. / rdr 31. / x2 dx 32. / s2ds
V2 0 0

1/2 /2 2a
33. / 2 dt 34. / 0% do 35. / x dx
0 0 a

V3a Vb 3b
36. / x dx 37. / x2 dx 38. / x2 dx
a 0 0

39-50 alistirmalarindaki integralleri hesaplamak icin Tablo 5.3 ’teki
kurallar1 ve (1)—(3) Denklemlerini kullanin.

1 -2
39. / 7 dx 40. / V2 dx
3 0
2 5 x
41. / S5x dx 42. / “dx
0 3 8
2 V2
43. / (21 = 3) dt 44. / (1= V2)ar
0 0
1 z 0
45, (1 + *) dz 46. 2z = 3)dz
2 2 3
2 1
47. / 3u® du 48. / 24u? du
1 1/2

2 0
49./(3x2+x*5)dx 50./(3x2+x*5)dx
0 1

Alan Bulmak

51-54 alistirmalarinda, [0, b] araliginda verilen egri ile x-ekseni ara-
sinda kalan bolgenin alanini bulmak igin bir belirli integral kullanin.

51. y = 3x? 52. y = mx?
53. y = 2x 54.y:§+1
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Ortalama Deger

55-62 alistirmalarinda, verilen aralikta fonksiyonun grafigini ¢izin ve
ortalama degerini bulun.

55.

56.

58.
59.
60.
61.
62.

fx) =x* -1, [0, \/g]
fx) = —%2, [0, 3] 57. f(x) = —3x>— 1, [0,1]
flx) =3x* =3, [0, 1]

f() = (= 1)?,0,3]

f =2 -1, [-2,1]
glx) = |x| =1, a.[-1,1], b.[1,3],¢c.[-1, 3]
h(x) = —|x| | a.[=1,0], b.[0, 1], ¢. [~1,1]

Teori ve Ornekler

63.

64.

65.

66.

67.
68.

69.

70.

Hangi a ve b degerleri

b
/ (x — x?) dx'

integralini maksimize eder? ({pucu: Integrand nerede pozitiftir?)

Hangi a ve b degerleri

b
/ (x* — 2x%) dx

integralini minimize eder?
Max-Min Esitsizligini kullanarak

'
dx
% 1+ x2

integralinin degerinin alt ve iist sinirlarii bulun.
(Alistirma 65 'in devami) Max-Min Esitsizligini kullanarak

0.5 1 1 1
/ 2a’x ve / 2a’x
o 1 +x 051 +x

integrallerinin degerlerinin alt ve ist sinirlarini bulun. Bunlari

toplayarak
1
/ ! 5 dx
o 1 +x

integralinin degerini bulun.

fol sin(x?) dx’in degerinin 2 olamayacagin1 gosterin.
/110 Vx + 8 dx’in degerinin 2V2 ~ 2.8 ile 3 arasinda oldugunu
gosterin.

Negatif olmayan fonksiyonlarin integralleri.
bilirse, Max-Min Ejsitsizligini kullanarak

f integre edile-

b
[a, b]de f(x) =0 = / fx)dx =0

oldugunu gosterin.
Pozitif olmayan fonksiyonlarin integralleri. f integre edilebilirse,

b
[a, b]de f(x) =0 = / fx)dx =0

oldugunu gosterin.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

x = 0 icin gegerli olan sin x = x esitsizligini kullanarak,

1. o
fo sin x dx ’in degeri igin bir iist sinir bulun.

secx = 1 + (x?/2) esitsizligi (—m/2, 7/2)'de gegerlidir. Bunu
kullanarak, fol sec x dx ’in degeri i¢in bir alt sinir bulun.

ort (f) gercekten [a, b] araliginda integre edilebilir f(x)
fonksiyonunun tipik bir degeriyse, ort (f) sayisinin [a, b] araligin-
daki integralinin f’nin o araliktaki integraliyle ayni olmasi gere-
kir. Oyle midir? Yani

b b
/av(f)dx=/f(x)dx

olur mu? Yanitinizi agiklayin.

Integre edilebilir fonksiyonlarin bir [a, b] araliginda asagidaki
kosullara uymasi hos olurdu:

a. ort (f +g) = ort (f) + ort ()

b. ort (kf) =k ort (f) (kherhangi bir say1)

¢. [a, b] araliginda f(x) = g(x) ise ort (f) = ort (g)
Bu kurallar gegerli midir? Yanitinizi agiklayin.

Denklem (2)’yi gerceklemek igin Ornek 4’teki gibi Riemann
toplamlarinin limitlerini kullanimn.

Denklem (3)’ii gergeklemek igin Ornek 4’teki gibi Riemann

toplamlarinin limitlerini kullanin.

Artan fonksiyonlar icin alt ve iist toplamlar

a. Sirekli bir f(x) fonksiyonunun grafiginin, x bir [a, b] aralig1
boyunca soldan saga dogru artarken, diizgiin olarak yiikseldi-
gini varsayim. P [a, b]’nin Ax = (b — a)/n uzunluklu n tane alt
araliga boliiniisii olsun. Asagidaki sekle bakarak, f’nin bu bo-
liiniisteki alt ve {ist toplamlarinin arasindaki farkin boyutlari
[f(b) — f(a)] ile Ax olan bir R dikddrtgeninin alaniyla grafik
olarak temsil edilebilecegini gosterin. ([pucu: U — L fark,
0001, 010s, ..., 0,—10, kosegenleri egri iizerinde bulunan
dikdortgenlerin alanlarinin toplamuidir. Bu dikdortgenler yatay
olarak R’ye kaydirilirsa, bir iist {iste binme olmaz.)

b. [a, b]’nin boliiniisiiniin alt araliklarinin uzunluklar1 Ax;’lerin
esit olmak yerine degistiklerini varsayin. Axpa, P’nin normu
olmak {izere

U—L=[f(b) — fla)| Axmax
ve dolayistyla limyp—o (U — L) = 0 oldugunu gésterin.
y

—fla)

O|lxg=a x; x, X,=b



78.

79.

80.

81.

82.

Azalan fonksiyonlar icin alt ve iist toplamlar (Alistirma 77 'nin
devami)

a. Degerleri, x bir [a, b] araligi boyunca soldan saga dogru
giderken, diizgiin olarak azalan stirekli bir f(x) fonksiyonu
icin Alistirma 77°deki gibi bir sekil gizin. P [a, b]’nin esit
uzunluklu alt araliklara boliiniigii olsun. U — L igin Aligtirma
77(a)'da buldugunuzdakine benzer bir ifade bulun.

b. [a, b]’nin boliinisiiniin alt araliklarinin uzunluklar1 Ax; lerin
esit olmak yerine degistiklerini varsaym. Alistirma 77(b)’deki

U—-L= |f(b) - f(a)| AXmax

esitsizliginin dogru ve dolayisiyla limypj—o(U — L) = 0.

oldugunu gosterin.
x=04dan x = 7/2’ye kadar y = sin x egrisinin altinda kalan alan
sinh + sin2h + sin3k + -+ + sinmh
cos (h/2) — cos ((m + (1/2))h)
2 sin (h/2)

formiiliinii kullanarak iki adimda bulun:
a. [0, 7r/2] arahigini esit uzunluklu » alt araliga boliin ve bunlara

kargilik gelen U iist toplamini bulun.
b. n—> 00 ve Ax = (b —a)/n — 0 iken U'nun limitini bulun.
f, sagdaki sekildeki gibi, [a, b] lizerinde siirekli ve negatif ol-
mayan bir fonksiyon olsun.

XI5 X2 e ey Xj—15 Xky o+ o 5 Xp—1

noktalarim1  gosterildigi  gibi  ekleyerek [a, b] araligini,
Ax;=x; —a,Ax; = x — x1,..., Ax, = b — x,—, uzunluklari
esit olmasi gerekmeyen # alt araliga boliin.

a. mp=min { f(x): x k. alt aralikta} ise
L =m Ax; + my Ax; + -+ + m, Ax,

alt toplamu ile seklin birinci boliimiindeki renkli bolge arasin-
daki baglantiy1 agiklayin.

b. M, =max {f(x): x k. alt aralikta} ise
U:Ml Axl +M2A)C2 + .- "rMnA)Cn

ist toplamut ile seklin ikinci boliimiindeki renkli bolge arasin-
daki baglantiy1 agiklayin.
c¢. U — L ile seklin tigiincii boliimiinde, egri boyunca renkli bol-
geler arasindaki baglantiy1 agiklaym.
Verilen her € > 0 icin, x1,x; € [a, b] ve |x; — x2] < & iken
[f(x1) = f(x2)| < € olacak sekilde bir & > 0 bulunabilirse f
fonksiyonu [a, b] lizerinde diizgiin siireklidir denir. [a, b] lize-
rinde siirekli olan bir fonksiyonun diizgiin siirekli oldugu gosteri-
lebilir. Bunu ve sagdaki sekli kullanarak, f siirekli ise ve € > 0
verilmisse, Ax;’larin en biiyligiinii yeterince kiiglik yaparak
U— L = e-(b — a) yapilabilecegini gosterin.
150 millik bir yolculukta ortalama 30 mil/sa hiz yapar ve ayni 150
mili ortalama 50 mil/sa hizla geri dénerseniz, yolculuktaki orta-
lama hiziniz ne olur? Yanitinizi agiklaym. (Kaynak: David H.
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y =f(xZ

AL

0 a x x x3 Xp_1 X X,_1 b

il ™

AR

S| b

/

!

! b-a !
Pleacher, The Mathematics Teacher, Vol. 85. No.6, sayfa.
445446, Eyliil 1992.)
BILGISAYAR ARASTIRMALARI
Riemann Toplamlarini Bulmak

BCS’niz Riemann toplamlariyla iligkili dikdortgenleri gizebiliyorsa,
83-88 aligtirmalarindaki integrallere yakinsayan Riemann toplam-
lartyla iliskili dikdortgenleri ¢izin. Her durumda esit uzunluklu n = 4,
10, 20 ve 50 alt aralik kullanin.

1 1
83./(1—x)dx=l 84./(x2+1)a1x=i
0 2 0 3



356 Biliim 5: Integrasyon

cosxdx =0

bulun.

™ /4 c¢. Fonksiyonun, (b) de elde edilen degerlerinin ortalama degerini
85. / 86 / sec’xdx =1
0

-

1
87. / |x| dx =1
-1
2

d. »n=1000 boliniisii ile (c) de hesapladiginiz ortalama degeri kulla-
narak f(x) (ortalama deger) esitliginden x’1 ¢oziin.

1 ; S sy = §i
88. [ 7 dx (Integralin degeri yaklasik 0.693tiir.) 89. f(x) = sinx, [0, 7]

Ortalama Deger

89-92 alistirmalarinda asagidaki adimlari gergeklestirmek icin bir

BCS kullanin.

a. Fonksiyonlari verilen aralikta ¢izin.

90. f(x) = sin’x, [0, 7]
91. f(x) = xsin1, E 77}
92. f(x) = xsi’ L, {%,’n’}

b. Araligi, esit uzunluklu 100, 200 ve 1000 alt araliga boliin ve
fonksiyonu her bir alt araligin orta noktasinda hesaplayin.

5.4 Analizin Temel Teoremi

TARIHSEL BiYOGRAFI

Sir Isaac Newton
(1642-1727)

A |

f(c), ortalama
l yiikseklik

X

|
|
|
1
0 a c
I b—a

- &

SEKIL5.16  Ortalama Deger Teoremin-
deki f(c) degeri, bir bakima, f’nin [a,
b] tizerindeki ortalama yiiksekligidir.
f =0 iken, dikdortgenin alani a’dan
b’ye kadar f’nin grafigi altindaki
alandir,

b
fle)b — a) =/ f(x) dx

Bu boliimde integral hesabin ana teoremi olan Analizinin Temel Teoremini tanitryoruz.
Teorem, integrasyon ile tiirev almay1 birbirine baglar ve bu baglanti, integralleri Bolim
5.3’te yaptigimiz gibi Riemann toplamlarinin limitlerini alarak hesaplamak yerine inte-
grand fonksiyonun bir ters tiirevini kullanarak hesaplamamizi saglar. Leibniz ve Newton
bu baglantiy1 kesfettiler ve sonraki 200 yil i¢in bilimsel devrimi atesleyen matematiksel
gelismeyi baglattilar.

Yolumuz boyunca, integral hesabin énemli bir bagka teoremi olan ve Temel Teoremi is-
pat etmek i¢in kullanilan Ortalama Deger Teoreminin integral versiyonunu tanitryoruz.

Belirli integraller icin Ortalama Deger Teoremi

Onceki boliimde, bir [a, b] kapali aralig1 iizerinde siirekli olan bir fonksiyonun ortalama
degerini, fu f(x) dx belirli integralinin araligin b — a uzunlugu veya genisligi ile boliimii
olarak tanimlamistik. Belirli integraller i¢in Ortalama Deger Teoremi, bu ortalama degerin
daima f fonksiyonu tarafindan aralik iginde en az bir defa aldigini ileri siirer.

Sekil 5.16daki grafik, [a, b] aralig1 iizerinde tanumli pozitif siirekli bir y = f(x)
fonksiyonunu gostermektedir. Geometrik olarak, Ortalama Deger Teoremi sunu soyler;
[a, b] aralig1 iginde, yiiksekligi fonksiyonun f(c) ortalama degerine ve taban genisligi
b — a’ya esit olan dikdortgenin alani tam olarak a’dan b’ye kadar f’nin grafigi altindaki
bolgenin alanina esit olacak sekilde bir ¢ sayis1 vardir.

TEOREM 3 Belirli integraller icin Ortalama Deger Teoremi
f, [a, b] araliginda siirekli ise [a, b] igindeki bir ¢ noktasinda

1 b
fle) = 5+ / f(x) d

olur.




y
y=fw)
1 o————o
1 Ortalama degeri
20 1din
" I X
0] 1 2

SEKIL5.17  Siirekli olmayan bir fonksiyon
ortalama degerini almak zorunda degildir.

N

=)
—
oy
[\S)
(9%)
7
=

SEKIL5.18  Tabami [0, 3] ve yiiksekligi 5/2
(f(x) = 4 — x fonksiyonunun ortalama
degeri) olan bir dikdortgenin alani 0’dan
3’e kadar f"nin grafigi ile x-ekseni
arasindaki alana esittir (Ornek 1).
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ispat Max-Min Esitsizliginin (Tablo 5.3, Kural 6) iki tarafin1 da (b — ) ile bolersek,

b
minfSl)lcz/ f(x) dx = max f

elde ederiz. f siirekli oldugundan, Siirekli Fonksiyonlar Igin Ara Deger Teoremi (Boliim
2.6) f’ninmin f ile max f arasindaki her degeri almasi gerektigini soyler. Dolayisiyla,
fonksiyon [a, b] araligindaki bir ¢ noktasinda (1/(b — a)) fabf(x) dx degerini almak
zorundadir.

Burada f’nin siirekliligi 6nemlidir. Siireksiz bir fonksiyon ortalama degerine higbir
zaman esit olmayabilir (Sekil 5.17).

ORNEK1  integraller icin Ortalama Deger Teoremini Uygulamak

f(x) = 4 — x fonksiyonunun [0, 3] araligindaki ortalama degerini ve f’nin bu degeri
araliktaki hangi noktada aldigini bulun.

Coziim
ort (f) 1 b
av(f) =5 — | fix)dx
1 3 1 3 3
= (4—x)dx=</4dx—/xdx>
3 - Ol 3 0 0
2 2
= % <4(3 - 0) — (32 — 02>) Boliim 5.3, Denk. (1) ve (2)
_4_3_5
4 272

f(x) = 4 — x fonksiyonunun [0, 3] araligindaki ortalama degeri 5/2 dir. Fonksiyon bu
degeri 4 —x =5/2 veyax =3/2 iken alir. (Sekil 5.18) [

Ornek 1'de f(x)’i hesaplanan ortalama degere esitleyip x’i ¢ozmekle gergekten f’nin
ortalama degerini aldig1 bir ¢ noktas1 bulduk. Her zaman ¢ degerini bulmak kolay olmaya-

bilir. integraller igin Ortalama Deger Teoreminden baska neler grenebiliriz? Bir drnek
asagidadir.

ORNEK2  f, [a, b] araliginda siirekli, a # b ve
b
/ fx)dx =0
ise, [a, b] araliginda en az bir kere f(x) = 0 olacagin1 gdsterin.
Cozim  [a, b] araliginda f’nin ortalama degeri

N Y _ 1 _
ort(f)—b_a f(x)dx—b_a-O—O

olur. Teorem 2 dolayisiyla, f bu degeri [a, b]’deki bir ¢ noktasinda alir. [
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y alan = F(x)
y =)

SEKIL5.19  Denklem (1) tarafindan tanim-
lanan F(x) fonksiyonu, /" negatif olmayan
bir fonksiyon ve x > a oldugunda a’dan x’e
kadar f’nin grafigi altindaki alani verir.

y
y=fn
1)
l ,
0l a x x+h b

SEKIL5.20 Denklem (1) de F(x) x’in
solundaki alandir. Ayrica, F(x + k)

X + h’nin solundaki alandir. Bu durumda
[F(x + h) — F(x)]/h fark denklemi
yaklasik olarak burada gdsterilen
dikdortgenin yiiksekligi f{x)’e esittir.

Temel Teorem, Kisim 1

f(#), sonlu bir [ arali1 iizerinde integre edilebilir bir fonksiyon ise, herhangi sabit bir
a € [ sayisindan baska bir x € [ sayisina kadar integrali, x’teki degeri

F(x) = /xf(t) dt Q)

olan yeni bir F fonksiyonunu tanimlar. Ornegin f negatif olmuyorsa ve x a’nin saginda bu-
lunuyorsa, F(x) a’dan x’e kadar grafigin altinda kalan alani verir (Sekil 5.19). x degiskeni
bir integralin iist siniridir, fakat F' reel degiskenli reel degerli baska bir fonksiyon gibidir.
Verilen her x degerinde, iyi tanimli bir sayisal deger bulunur; buradaki durumda f’nin
a’dan x’e integralidir.

(1) denklemi yeni fonksiyonlar tanimlamanin bir yolunu verir, fakat buradaki énemi,
integrallerle tiirevler arasinda kurdugu iliskidir. f herhangi bir siirekli fonksiyonsa, Temel
Teorem sunu ileri siirer; £ x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonudur ve tiirevi f’nin kendisidir.
Her x degerinde,

Fr = £ [ e = 1o

olur. Bu sonucun neden saglandigini anlamak icin arkasindaki geometriye bakalim.
[a, b] aralig1 lizerinde f = 0 ise F’(x)’in tiirevin tanimindan hesaplanmasi, # — 0
iken

F(x + h) — F(x)
h

fark oraninin limitini almak demektir. # > 0 igin pay, iki alanin farkidir. Dolayistyla, x’ten
x + h’ye kadar f’nin grafigi altindaki alandir (Sekil 5.20). Yani,

F(x + h) — F(x) = hf(x)
dir. Bu yaklagimin her iki tarafin1 4 ile bolmek ve 2 — 0 iken

P = tim Flx + h]z “FW

olmasini beklemek mantiklidir. Bu sonug, f fonksiyonu pozitif olmasa bile gecerlidir ve
Analizin Temel Teoreminin birinci kismin1 olusturur.

TEOREM 4 Analizin Temel Teoremi, Kisim 1
f fonksiyonu [a, b] lizerinde siirekli ise, F(x) = fa " f(¢) dr fonksiyonu
[a, b] izerinde siireklidir ve (a, b)de tirevlenebilirdir ve tiirevi f(x)dir;

F(x) = d% / o de = 1), o
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Teorem 4’11 ispat etmeden 6nce ne sdyledigini daha iyi anlamak igin birkag 6rnege

bakalim.

ORNEK3  Temel Teoremi Uygulamak

Asagidakileri bulmak i¢in Temel Teoremi Kullanin

(@)

(b)

©

X
;;C/ costdt

d 1
dx Jo 1+ 2

dt

b if y= 53 int di
dx it y= i tsintat
2

o p
dxly—lcostt

(d)
Coziim
d [* _ \ 4
(a) i costdt = cosx f(t) = cos t ile Denklem (2)
d [* 1 _ 1 1.
(b) a A l«2 dt = T x2 f(t) = P ile Denklem (2)
(¢) Boliim 5.3, Tablo 5.3’teki integraller igin Kural 1, Temel Teorem igin bunu diizenler.

(@

v aqa [°. . _d L
dx_dx[ 3ts1ntdt—a A 3tsintdt Kural 1

__d [
= dxl 3tsint dt

= —3xsinx

Integrasyonun iist st x degil, x* dir. Bu y’yi
u
y=/ cos t dt ve u = x?
1

fonksiyonlarinin bileskesi yapar. Bu nedenle dy/dx’i bulmak igin Zincir Kuralini
uygulamamiz gerekir.

b _ b du
dx du dx
_(d [" . du
_(du[ costdt) i
=cosu-du
dx
= cos(x?) - 2x
2

= 2xCcOSX ]
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ORNEK 4 Verilen Tiirev ve Degjer ile hir Fonksiyon Kurmak
(—7/2, 7/2) tanim kiimesinde tiirevi

d
il = tanx

dx

olan ve f(3) =5 kosulunu saglayan bir y = f(x) fonksiyonu bulun.

Cozim  Temel Teorem, tlirevi tan x ve x = 3’teki degeri 0 olan bir fonksiyon kurmay1 ko-

laylikla yapar:
y = / tan ¢ dt
3

3
y(3) = / tansdt = 0 oldugundan, x = 3’teki degeri 5 olan bir fonksiyon kurmak i¢in
3

bu fonksiyona sadece 5 eklememiz gerekir:

f(x)=/xtantdt+5 [
3

Ornek 4’teki problemin ¢dziimii istenen iki kosulu saglamasina ragmen, kullanish bir
formda olup olmadigin1 sorabilirsiniz. Bu giin integrallere yakinsamada yetenekli bilgisa-
yar ve hesap makinelerimiz bulundugundan cevap evet’tir. Bolim 7’de Ornek 4’teki
¢Oziimii tam olarak

cos 3

= In|Cosx

+5

seklinde yazmasini 6grenecegiz.
Simdi, herhangi bir stirekli fonksiyon i¢in Temel Teoremin bir ispatini verelim.

Teorem 4'iin Ispati Temel Teoremi, x ve x + k noktalari (a, b)'de iken tiirev tanimin
dogrudan F(x) fonksiyonuna uygulayarak ispat edecegiz. Bu
F(x + h) — F(x)
h

(3)

farklar oranint yazmak ve (@, b)'deki her x igin 27 — 0 iken limitinin f(x) sayist oldugunu
gostermek anlamina gelir.

Boylece
F'(x) = lim T& D) —Fx)
h—0 h

x

fdt Tablo 5.3, Kural 5

Ja

~x +h
—lim 1 ’ FCdr -
h—>0 h

rx th
= lim % ’ F(dr

h—0
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Belirli Integraller Igin Ortalama Deger Teoremine gére, (4) denkleminin son ifadesin-
deki deger, x ve x + h arasindaki aralikta f’nin aldig1 degerlerden biridir. Yani, bu
araliktaki bir c sayisi igin

1 x+h
h/ f(t)dt = f(c) (4)

olur. Dolayistyla, 7 — 0 iken x + A degeri x’e gider ve c’yi de x’e yaklasmaya zorlar
(ciinkii ¢, x ile x + h arasinda sikistirilmistir). f fonksiyonu x’te siirekli oldugundan f(c)
de f(x)’e yaklasir:

li = b
Jim fle) = f(x) (5)
Sonug olarak
ox +h
F'e)=lim *|  fod
h—0 h
= lim f(c) Denklem (4)
h—0
= f(x) Denklem (5)

buluruz. x = a veya b ise (3) denkleminin limiti sirastyla 7 — 0" veya & — 0™ ile tek tarafli
bir limit olarak yorumlanir. Bu durumda Boéliim 3.1 deki Teorem 1, F’nin [a, b]'deki her
nokta igin siirekli oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir. [

Temel Teorem, Kisim 2 (Hesaplama Teoremi)

Simdi Analizin Temel Teoreminin ikinci kismina geldik. Bu kisim, Riemann toplamlarinin
limitlerini hesaplamadan belirli integrallerin nasil bulunacagimni agiklamaktadir. Bir ters
tiirev bulur ve integralin iist ve alt sinirlarinda hesaplariz.

TEOREM 4 (Devam)  Analizin Temel Teoremi, Kisim 2

f fonksiyonu [a, b] araligimmin her noktasinda siirekli ve F’de f’nin [a, b]
araligindaki herhangi bir ters tlirevi ise

/bf(X) dx = F(b) — F(a)

olur.

ispat Temel Teoremin 1. Kismi, f’nin

G(x) = /xf(t) dt

gibi bir ters tiirevinin var oldugunu séyler. Dolayisiyla £ f’nin herhangi bir ters tiirevi ise
bir C sabiti ve a < x < b igin F(x) = G(x) + Cdir ( Bélim 4.2, Tirevler igin Ortalama
Deger Teoremi, Sonug 2 ). F've G’nin her ikisi [a, b]'de siirekli olduklarindan, tek tarafli
limitler alarak (x — a" vex — b)) x =a vex = b iken de F(x) = G(x) + C’nin saglandig1-
n1 goruriiz.
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F(b) — F(a)’y1 hesaplamakla,
F(b) — Fla) = [G(b) + C] — [G(a) + C]
= G(b) — G(a)

/bf(t) dt — /af(t) dt
ab a
= / f(tydt — 0

b
= / f(¢) dt ]
buluruz. ¢

Teorem sunu sdyler: f’nin [a, b] lizerindeki belirli integralini hesaplamak igin biitiin
yapmamiz gereken:

1. f’nin bir F ters tiirevini bulun ve
2. fabf (x) dx = F(b) — F(a) sayismi hesaplayin.

F(b) — F(a) igin alisilmig notasyon, F’nin birden fazla teriminin olup olmamasina baglh
olarak

b b

F(x) } veya {F (x) }

a a

dir.

ORNEK5 integralleri Hesaplamak

(a)/ cosxdx=sinx} =gsinm —sin0=0—-0=0
0 0

0

(b) secxtanx dx = sec x}
—m/4

el _4)
(c)/<2\/£ 2 dx

0

=secO—sec< )

”)zl—\ﬁ

—/4

4

3, 4
{x +x}

1

_ 4 4

— |:(4)3/2 4 4:| _ |:(1)3/2 4 1:|

[8 + 1] — [5] = 4. n

Ornek 5°teki islem, bir Riemann toplamimin hesaplanmasindan gok daha kolaydur.
Temel Teoremin sonuglari, bize birkag sey soylerler. Denklem (2)

d [* _dF _
dxl foyde =7 = f(x)

olarak yazilabilir. Bu bize, f’nin 6nce integralini alip sonra sonucun tiirevini alirsak tekrar
f fonksiyonunu bulacagimizi soyler. Benzer sekilde

[‘flfdz - [f(r) dt = Fx) — Fla)

denklemi, F fonksiyonunu dnce tiiretip sonra sonucun integralini alirsak tekrar F fonksi-
yonunu bulacagimizi sdyler (bir intagrasyon sabiti ile). Bir anlamda, integrasyon ve tiirev



-3 2 -1 0
SEKIL5.21  Bu parabolik yayin

alan1 bir belirli integral ile
hesaplamir (Ornek 6)

1+ y = sinx

Alan = 2 /

0 \ Alan = /27
2| = 2

Lk

SEKIL5.22 0 = x = 27 igin y = sinx
ve x-ekseni arasindaki toplam alan, iki

integralin mutlak degerleri toplamidir
(Ornek 7).
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islemleri birbirinin “tersi”dir. Temel Teorem ayrica sunu da soyler; her siirekli f fonksi-
yonunun bir F ters tiirevi vardir. Ayrica, dy/dx = f(x) diferansiyel denkleminin her sii-
rekli f fonksiyonu igin bir (y = F(x) ile verilen ) ¢6ziimii vardir.

Toplam Alan

Riemann toplamlar1, f(c;) pozitif iken bir dikdortgenin alanini veren f(c;) A, gibi terimler
igerirler. f(c;) negatif oldugunda f(c;) A carpimi dikdortgenin alanimin negatifidir.
Negatif bir fonksiyon igin bdyle terimleri toplarsak egri ile x-ekseni arasindaki alanin
negatifini elde ederiz. Sonra, mutlak deger alirsak gercek pozitif alan1 buluruz.

ORNEK 6 Ters Tiirevleri Kullanarak Alan Bulmak
x-ekseni ve y = 6 —x —x* parabolii ile sinirl bélgenin alanin bulun.
Coziim
y=0=6—-x—x*=(3+x)(2—x),
yazarak egrinin x-eksenini nerede kestigini buluruz;
x=-3 veya x=2

Egri Sekil 5.21°de ¢izilmistir ve [-3, 2] iizerinde negatif olmaz.
Alan
2 2 372
oy — 42 — _X _ X
/_3(6 X — x°)dx {6x 2 3 }_3

(12— 8 (4g 2427 pys
—<12 2 3> (18 2+3>—206

dir. Sekil 5.21°deki egri bir parabol yayidir ve bdyle bir yayin altindaki alanin, tabani kere
yiiksekliginin tam olarak tigte ikisi oldugunu not etmek ilgingtir:

2,c,(25) _ 125 _
3(5><4>— 6 — 20

Bir y = f(x) fonksiyonu ve x-ekseni ile sinirlt bélgenin alanini hesaplamak, fonksiyon
hem pozitif ve hem de negatif degerler aliyorsa daha gok dikkat gerektirir. [a, b] araligini,
fonksiyonun iizerinde isaret degistirmeyecegi alt araliklara bolmekte dikkatli olmaliyiz.
Aksi halde pozitif ve negatif isaretli alanlar arasinda kisalmalar meydana gelebilir ve bu
yanlig bir toplam alana neden olabilir. Dogru toplam alan, f(x)’in isaret degistirmedigi her
bir alt aralik iizerindeki belirli integrallerin mutlak degerleri toplamu ile elde edilir. “Alan”
terimi toplam alan anlaminda alinacaktir.

N
]

ORNEK7  Alanlan Kisaltmak

Sekil 5.22, f(x) = sin x fonksiyonunun x = 0 ve x = 27 arasindaki grafigini gostermekte-
dir. Asagidakileri hesaplayn.

(a) f(x)in [0, 27] lizerindeki belirli integrali.
(b) [0, 27r] iizerinde f(x)’in grafigi ve x-ekseni arasindaki alan.
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SEKIL5.23  y = x> — x? — 2x egrisi ve
x-ekseni arasindaki bolge (Ornek 8).

Cozim  f(x) = sin x i¢in belirli integral

2 2
/ sinx dx = —cosx = —[cos2m — cos0] = —[1l — 1] =0
0 0

ile verilir. Belirli integral sifira esittir ¢linkii grafigin x-ekseninin lizerindeki ve altindaki
boliimleri birbirini gotiiren katkilar yaparlar.

[0, 27r] lizerinde f(x)’in grafigi ile x-ekseni arsindaki alan, sin x’in tanim kiimesini iki
pargaya ayirarak hesaplanir: negatif deger almadigi [0, 7] aralig1 ve pozitif deger almadigi
[, 27r] aralig1.

/ sinx dx = —cosx} = —[cos7m —cos0] = —[-1 — 1] =2
0 0

m

27 2
/ sinx dx = —cosx} = —[cos2m —cosw] = —[1l — (—1)] = —2

Ikinci integral negatif bir deger verir. Grafik ile x-ekseni arasindaki alan mutlak degerlerin
toplami ile bulunur

Alan=|2|+|-2|=4 [
Ozet:
[a, b] tizerinde y = f(x)’in grafigi ile x-ekseni arasindaki alani bulmak igin
asagidakileri yapin:

1. [a, b] araligmi f’nin sifirlarindan boliin.
2. Her bir alt aralikta f’yi integre edin.
3. Integrallerin mutlak degerlerini toplaym.

ORNEK 8  Ters Tiirevleri Kullanarak Alan Bulmak

x-ekseni ile f(x) = x> —x? — 2x, =1 = x = 2 egrisi arasinda kalan bolgenin alanini bulun.

Cozim  Once fnin sifirlarmi bulun.
f)=x*—x*—2x=x(x*—x—-2)=x(x+ 1)(x—2)

oldugu i¢in, sifirlar x = 0, —1 ve 2'dir (Sekil 5.23). Sifirlar [-1, 2] araligin iki alt araliga
boler: f = 0 olan [-1, 0] ve f = 0 olan [0, 2] alt araliklar1. f fonksiyonunu her alt aralikta
integre eder ve hesaplanan degerlerin mutlak degerlerini toplariz.

0 4 3 0
3_ 2 B S O PN S S
[(x X 2x) dx {4 3 xll 0 [4-#3 1} 2

1
2 4 3 2

3_ 2 _xox o a8 428
%(x X 2x) dx {4 3 x]o {4 3 4} 0 3

Sinirlanan toplam alan, hesaplanan integrallerin mutlak degerlerini toplamakla elde edilir,

Sinirlanan toplam alan = S + ‘—8‘ = %

12 3 -
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ALISTIRMALAR 5.4

integralleri Hesaplamak 35. y = T dt x| <Z

1-26 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin. 0 L -z

0
0 4 36 _ dt
L[ (2x +5)dx 2. (S—f)dx A N
_2 _3 2 anx
4 Px 2
3. / (3x - Z) dx 4. / (x* = 2x + 3) dx Alan
0 -2

1 37-42 alistirmalarinda, egri ile x-ekseni arasindaki toplam alanini bu-
5. / (x2 + \/);) dx

5
. /x3/2dx lun.
0

37. y= —x*—2x, -3=x=2

[=))

0
32 -1,
7./ x5 dx s./ = dx 38. y=3x*-3 -2=x=2
1 -2 X
” - 39. y=x3—3x*4+2x, 0=x=2
9. A sinx dx 10. | (1 + cosx) dx 40. y=x>—4x, —2=x=2
/3 5 5m/6 41. y=x1/3, —-1=x=8
11.1 2 sec” x dx 12. / csc? x dx 42.y=x1/3—x, {=x=8
3mw/4
13. / csc O cot O db 14. / 4sec utan u du 43-46 alistirmalarindaki renkli bolgelerin alanlarimi bulun.
ﬂ{)41+ 2 0”/31— 2 B
15./ ey 16. / S =2
/2 —m/3 2
[ [ o s3)
17. 8y2 + siny) d 18. 4sec t + — | dt
- 2( Y »)dy _7/3 2 Y=
y=1+cosx
19. (r + 1) dr 20. (t+ (> + 4) dt x
1 0 T
1 7
u 1
21. -~ — =< |du 22. — - 7) dv
(52 G “
y =sinx
23. / \/ 24. / \/ du Ir
\f
25. / x| dx 26. / cosx + |cosx|) dx \
X
™ ST\
1 - - - 6 6
Integrallerin Tiirevleri
27-30 alistirmalarindaki tiirevleri bulun 45. y 46. y
a. integrali hesaplayip, sonucun tiirevini alarak 2 2
b. integralin dogrudan tiirevini alarak bulun.
X s x
27. i/ cos ¢ dt 28 4 3¢% dt y = sec 6 tan §
dx |/, dx /
4 1 0 1
d t tan 6 ) T 0 T )
29. A Vu du 30. [ sec ydy 4 4 y = sec’ 1 e
| y=1-¢
31-36 alistirmalarinda dy/dx’i bulun. o 0 1 !
V2 4

31.y:/"\/1+12dx 32.y:/%dt, x>0
0 1

0
33. y=/ sin (%) dt 34. y=/ cos Vi dt
Vx 0

X
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Baslangic Deger Problemleri

Asagidaki fonksiyonlardan her biri 47-50 aligtirmalarindaki baglangig
deger problemlerinden birinin ¢oziimiidiir. Hangi fonksiyon hangi
problemin ¢oziimiidiir? Yanitlarinizi kisaca agiklaym.

a.y=/%dt—3 b.y:¢sectdt+4

c.y:/vsectdt+4 d.y:/1%d1—3
-1 T

47. b _1 y(m) = —3 48. y' =secx, y(—1) =4
dx X ’
49, y’ = secux, y(O) =4 50. y' = %, y(l) = -3

51-54 problemlerindeki baglangic deger problemlerinin ¢dziimlerini
integral seklinde yazin.

dy
51. — =secx, y(2)=3

dx
52. %= 1+x% y(1)=-2
53. % = f(1), s(t) = s0
54. % =g(1), v(ty) = vy
Uygulamalar

55. Paraboller icin Arsimed alan formiilii Arsimed (M.O. 287-
212), mucit, askeri miihendis, fizik¢i ve bat1 diinyasinin klasik za-
manlarinin en biiyiik matematikgisi, bir parabolik yayin altindaki
alanin, taban kere yiiksekligin tigte ikisi oldugunu kesfetmistir. h
ve b’nin pozitif olduklarmi varsayarak, y = h — (4h/b?)x?,
—b/2 = x = b/2, parabolik yayin ¢izin. Sonra analiz kullana-
rak yay ile x-ekseni arasinda kalan bolgenin alanini bulun.

56. Marjinal gelirden gelir bulma  Bir sirketin yumurta girpict
iretimi ve satisindan marjinal kazancinin, 7 bin dolar ve x bin
birim olmak iizere

dr 2
A — +

e 2-2/(x+1)

ile verildigini varsayin. Sirket x = 3 bin tane yumurta ¢irpici lireti-

minden ne kadar para beklemelidir? Bulmak icin, marjinal

kazanci x = 0’dan x = 3’¢ kadar integre edin.

57. Marjinal masraftan masraf bulma x poster basilmissa, bir
poster daha basmanin marjinal masrafi
de _ 1
dx  2\/x

dolardir. 2—-100 tane poster basmanin masrafi ¢(100) — ¢(1)’1 bu-
lun.

58. (Ahgtirma 57 'nin devami) 101-400 tane poster basmanin masrafi
¢(400) — ¢(100)’i bulun.

Grafikten Hareket Hakkinda Sonuc Cikarmak

59. f’nin asagidaki grafikte gosterilen tiirevlenebilir fonksiyon oldu-
gunu ve bir koordinat ekseninde hareket eden bir pargacigin 7 (sa-
niye) anindaki konumunun

s = /’f(x) dx
0

metre seklinde verildigini varsaymn. Asagidaki sorular1 yanitlamak
i¢in grafikten yararlanin. Yanitlarinizi agiklaym.

y
y =)

(3.3)

| 2,2) (5,2)

N W A
T T

= 2,
L

[ R B P
of 1 2 3 4 5 7 8
1+

2k

¢t =5 aninda pargacigin hizi nedir?

Pargacigin ivmesi 7 = 5 aninda pozitif mi, yoksa negatif midir?
t = 3 aninda parcacigin konumu nedir?
ik 9 sn iginde s en biiyiik degerini ne zaman alir?

Yaklasik olarak ne zaman ivme sifirdir?

- f & 0 T

Parcacik ne zaman orijine dogru ilerlemekte, ne zaman orijin-
den uzaklagmaktadir?

g. t=9 aninda pargacik orijinin hangi tarafinda bulunmaktadir?
60. g'nin asagidaki grafikte gosterilen tiirevlenebilir fonksiyon

oldugunu ve bir koordinat ekseninde hareket eden bir parcacign ¢
(saniye) anindaki konumunun

s = /tg(x) dx
0

metre seklinde verildigini varsayin. Asagidaki sorulari yanitlamak
i¢in grafikten yararlanin. Yanitlarinizi agiklaym.

y

u (7,6.5)
(6,6)

y=gx

N AN 0

(8}
=)}
=)




¢t =3 aninda pargacigin hizi nedir?

Ivme ¢ = 3 aninda pozitif mi, yoksa negatif midir?
¢ =3 aninda pargacigin konumu nedir?

Pargacik orijinden ne zaman geger?

Ivme ne zaman sifirdir?

- f &0 T

Pargacik ne zaman orijinden uzaklasmakta, ne zaman orijine
dogru ilerlemektedir?

g. +=9 aninda parcacik orijinin hangi tarafinda bulunmaktadir?

Teori ve Ornekler
61. k pozitif bir sabitse, x-ekseni ile y = sin kx egrisinin bir yay1
arasinda kalan alanin 2/k oldugunu gésterin.

62.
R A
lim — dt
x—0 x3_l *+1
limitini bulun.

63. [ f(t)dt = x* — 2x + 1 olsun. f(x)i bulun.
64. fox f(¢) dt = x cos mx. ise f(4)’li bulun.

65.
x+1 9
f(x)=2—[ T

fonksiyonunun x = 1°deki lineerizasyonunu bulun.
66.

2

glx) =3 +/x sec(t — 1)dt
1

fonksiyonunun x = 1°deki lineerizasyonunu bulun.

67. f’nin her x degerinde pozitif bir tiirevi bulundugunu ve f(1) =0
oldugunu varsayn.

gx) = [ o di

fonksiyonu i¢in asagida soylenenlerden hangileri dogrudur? Ya-
nitlarinizi agiklayimn.

a. g x'in tiirevlenebilir bir fonksiyonudur.

b. g x’in siirekli bir fonksiyonudur.

¢. g’nin grafiginin x = 1°de yatay bir tegeti vardur.

d. g’nin x = 1'de yerel bir maksimumu vardir.

e. g'nin x = 1de yerel bir minimumu vardir.

f. g’nin grafiginin x = 1'de bir biikiim noktas1 vardir.
g. dg/dx’in grafigi x-eksenini x = 1de keser.

68. f’nin her x degerinde negatif bir tiirevi bulundugunu ve f(1) =0
oldugunu varsayn.

h(x) = /Xf(t) dt
0

fonksiyonu icin asagida soylenenlerden hangileri dogrudur? Yanitlari-
niz1 agiklayin.
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a. h x’in iki kere tiirevlenebilir bir fonksiyonudur.

b. Hem /4 hem de dh/dx siireklidir.

c. A’nin grafiginin x = 1'de yatay bir tegeti vardir.

d. /’nin x = 1'de yerel bir maksimumu vardir.

e. /’ninx = 1’de yerel bir minimumu vardir.

f. h’nin grafiginin x = 1°de bir biikiim noktas1 vardir.

g. dh/dx’in grafigi x-eksenini x = 1'de keser.

69. Temel Teorem. f siirekli ise,

1 x+h
lim 7/ f(2) dt

h—0 h

limitinin, Temel teoremin birinci kisminin ispatindaki gibi, f(x)’e
esit olmasini bekleriz. Ornegin, f(¢) = cos t ise,

xth sin (x + #) — sinx
%/ costdt = ( h) (7)

olur. (7) denkleminin sag tarafi siniisiin tlirevinin farklar oranidir
ve h — 0 iken limitinin cos x olmasini bekleriz.

—m = x = 27 araliginda cos x’in grafigini ¢izin. Sonra,
miimkiinse baska bir renkle, (7) denkleminin sag tarafim1 2 =2, 1,
0.5 ve 0.1 degerleri i¢in x’in bir fonksiyonu olarak ¢izin. 7 — 0
iken bu egrilerin kosiniis grafigine nasil yakinsadiklarina bakin.

70. Alstirma 69°u f(£) = 3¢ igin tekrarlayin.

x+h + h 3 _ .3
lim * 32 di = fim ST
h—0 h J, h—0 h

nedir? -1 = x =< 1 arah@inda f(x) = 3x*’nin grafigini ¢izin. Sonra
((x + 1) — x*)/h oranm1 h = 1, 0.5, 0.2 ve 0.1 degerleri igin
x’in bir fonksiyonu olarak ¢izin. # — 0 iken bu egrilerin 3x*’nin
grafigine nasil yakinsadiklarma bakin.

BILGISAYAR ARASTIRMALARI

71-74 alistirmalarinda, belirlenmis f fonksiyonu ve [a, b] aralig1 i¢in
F(x) = j;lx f(#) dt olsun. Bir BCS kullanarak, asagidaki adimlari
gergeklestirin ve sorulari yanitlayin.

a. f ve F fonksiyonlarini [a, b] araliginda birlikte ¢izin.

b. F’(x) = 0 denklemini ¢6ziin. F'(x) = 0 oldugu yerlerde f ve F’nin
grafikleri hakkinda dogru olan neler goriiyorsunuz? Temel
Teoremin birinci kismindan gozlemledikleriniz, birinci tiirevden
edindiginiz bilgilerle uyusuyor mu? Yanitiniz1 agiklayin.

¢. Hangi araliklarda (yaklasik olarak) F fonksiyonu artmakta ve
azalmaktadir? Bu araliklarda f hakkinda ne denebilir?

d. f’ tiirevini hesaplayin ve bunu F ile birlikte ¢izin. f'(x) = 0
oldugu noktalarda, F hakkinda dogru olan ne sdyleyebilirsiniz?
Temel Teoremin birinci kismindan gozlemledikleriniz, birinci
tiirevden edindiginiz bilgilerle uyusuyor mu? Yanitinizi agiklayin.
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71. f(x) = x3 — 4x? + 3x, [0, 4]

72. f(x) = 2x* — 17x> + 46x% — 43x + 12, {0,%}
73. f(x) = sin2x cos g [0, 277]

74. f(x) = xcosmx, [0,27]

7578 alistirmalarinda, belirlenmis a degerleri ile u ve f fonksiyonlar1
igin F(x) = f:(x) f(2) dt olsun. Bir BCS kullanarak, asagidaki adim-
lar1 gergeklestirin ve sorulari yanitlayin.

a. F’nin tamim kiimesini bulun.

b. F'(x)’i hesaplayn ve sifirlarini belirleyin. Tanim kiimesinin hangi
araliklarinda F artar, hangi araliklarinda azalir?

¢. F’(x)’1 hesaplayin ve sifirmi belirleyin. #’nin yerel ekstremumla-
rin1 ve biikiim noktalarini tanimlayi.

5.5

Belirsiz integraller ve Déniisiim Kurali

d. (a)—(c) siklarindaki bilgileri kullanarak, y = F(x) fonksiyonunun
tanim kiimesi iginde elle grafigini ¢izin. Sonra F(x)’i BCS kulla-
narak ¢izerek, grafikleri karsilagtirin.

75.a =1, ulx)=x% fx)=VI1—x?
76. a =0, u(x) =x% f(x)=VI1-—x?
77. , ux)=1-—x, f(x)=x>—2x—3
78. ,ou(x) =1—x% flx)=x*—2x—3

a=20
a=20

79-80 Alistirmalarinda f’nin siirekli oldugunu ve u(x)’in iki kere tii-
revlenebilir oldugunu kabul edin.

d u(x)

79.5‘1

dogrulaym.

f(2) dt ’yi hesaplayin ve yamtimizi bir BCS kullanarak

2 fuly)
80. % f(2) dt ’yi hesaplaym ve yanitinizi bir BCS kullanarak
X" Ja

dogrulaym.

Bir belirli integral, normu sifira giden sonlu, kapali bir araligin boliintsleri ile
iligkilendirilen Riemann toplamlarmin limitini alarak tanimlanan bir sayidir. Analizin
Temel Teoremi, siirekli bir fonksiyonun belirli integralinin, fonksiyonun bir ters tiirevi bu-
lunabilirse kolayca hesaplanabilecegini soyler. Ters tiirevleri bulmak, genelde tiirevleri
bulmaktan daha zordur. Ancak, integralleri hesaplamak igin teknikleri 6grenmek gayrete

degerdir.

Boliim 4.8'den f fonksiyonunun biitiin ters tiirevlerinin kiimesine f’nin x’e gore be-
lirsiz integrali dendigini ve

/f(x) dx

ile sembolize edildigini hatirlayin. Temel Teoremde ifade edilen, ters tiirevlerle belirli inte-
gral arasindaki bagmti simdi bu notasyonu agiklamaktadir. Bir f fonksiyonunun belirsiz
integralini bulurken daima keyfi bir C sabitini igerdigini hatirlayin.

Belirli ve belirsiz integralleri dikkatlice ayirmaliyiz. Bir fa f(x) dx belirli integrali bir
sayt dir. Bir f f(x) dx belirsiz integrali bir fonksiyon art1 keyfi bir C sabitidir.

Simdiye kadar sadece tlirev olarak agikca tantyabildigimiz fonksiyonlarin ters tiirev-
lerini bulabildik. Bu béliimde, ters tlirevleri bulmak i¢in daha genel teknikler gelistirmeye
baslayacagiz. Gelistirecegimiz ilk integrasyon teknikleri, Kuvvet Kurali ve Zincir Kurali
gibi tiirev alma kurallarinin tersine gevrilmesiyle elde edilirler.

integral Formunda Kuvvet Kurali

u x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonu ve n, —1°den farkli bir rasyonel say1 ise Zincir Kurali

bize

i un+1 _ n@
de \n + 1 o idx
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oldugunu séyler. Bu ayni denklem, baska bir bakis agisiyla, «” " ! /(n + 1) fonksiyonunun
ters tiirevlerinden birinin "(du/dx) oldugunu sdyler. Dolayisiyla,

n@ _un+1
/(u dx)dx_n+l+c

olur. Bu denklemin sol tarafindaki integral genellikle daha basit olan ve dx’lere sadelestiri-
lebilen diferansiyeller goziiyle bakilarak elde edilen

/u”du

“diferansiyel” formunda yazilir. Boylece asagidaki kurali elde ederiz.

u tiirevlenebilir herhangi bir fonksiyonsa,

; B un+1
/u du = P + C (n#-1, nrasyonel) 1)

olur.

Boliim 7°de gorecegimiz gibi, (1) denklemi aslinda herhangi bir n #—1 reel kuvveti igin
saglanir.

(1) denklemini tiiretirken, #’nun x’in tlirevlenebilir bir fonksiyonu oldugunu
varsaydik, fakat degiskenin isminin dnemi yoktur ve son formiilde gériinmez. Degiskeni
6, t, y veya herhangi bagka bir harfle gosterebilirdik. (1) denklemi, bir integrali, u
tiirevlenebilir bir fonksiyon ve du onun diferansiyeli olmak {izere

/u” du, (n#—1)

seklinde yazabilirsek, integrali [ *!/(n + 1)] + C seklinde hesaplayabilecegimizi soyler.

ORNEK 1 Kuwet Kuralini Kullanmak

u=1+y%,

/\/1 + 2 2ydy = /\/;l (Z;l) dy
du/dy = 2y

— /ul/z du olsun.

L /21
= a2 1 +C n=1/2ile (1)
deklemini kullanarak
2 integre edin.
= §u3/2 + C Dahéa basit sekil

= %(1 + y2)3/2 +C uyerine 1 + y?.yazin [ |
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ORNEK2 integrandr bir sabit ile ayarlamak
/\/4t— 1dt:/i-\/4t— 1-4 dt

u=4t—1,ve
_ i/\/ﬁ. (f;’;) dt du/dt = 4 .olsun.

1/4 disar1 alindiginda,

— 1 u1/2 du integral standart sekline
4 girer.
1 ud? c n=1/2 ile (1) denklemini
== .2 4 e ol
4 3/2 kullanarak integre edin.
= %u3/2 + C Daha basit sekil
1
= 6 (4t — 1)3/2 + C u yerine 47 — 1 yazin. |

Degisken Ddniisiimii: Zincir Kuralini Tersine isletmek

Ornek 1 ve 2 deki déniisiimler asagidaki daha genel kuralin 6rnekleridir.

TEOREM5  Degisken Doniisiimii Kurali
u = g(x) deger kiimesi bir / aralig1 olan tiirevlenebilir bir fonksiyon ise ve
f, Itzerinde stirekli ise

/f(g(X))g’(x) dx = /f(u) du

olur.

ispat  Kural dogrudur ciinkii, F f’nin bir ters tiireviyse, F(g(x)) de f(g(x)) - g’(x) ’in bir
ters tiirevidir:

di;CF(g(x)) = F'(g(x)) 'g'(x) Zincir kurali
= f(gx))-g'(x). F' = f oldugu i¢in

u = g(x) donligiimii yaparsak

/f(g(x))g’(X) dx = /chF(g(x))dx

= F(g(x)) + C Temel Teorem

=Fu) +C u = g(x)

= /F’(u) du Temel Teorem

= /f(u) du F=f ]

elde ederiz.
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Degisken Doniistimii Kurali, f ve g’ fonksiyonlari siirekli iken

/f(g(x))g’(x) dx

integralini hesaplamak igin asagidaki yontemini verir.

1.
/f(u) du

integralini elde etmek iginu = g(x) ve du = g'(x) dx yazn.
2. u’ya gore integre edin.

3. Sonugta u yerine g(x) yazin.

ORNEK3  Defisken Dnisiimii Kullanmak

1 - -
cos (70 + 5)d0 = | cosu-=du u=79+5,du=14do,
7 (1/7) du = db olsun.
! 1/7 disar1 alindiginda, integral
-7 cos u du standart seklini alir.
1. u’ya gore integre edin,
= gsinu+ C Tablo 4.2.

= %sin (76 +5)+ C u yerine 760 + 5 yazmn.

Tirev alarak ve cos (76 + 5) fonksiyonunu elde ettigimizi kontrol ederek bu ¢ozimii
gercekleyebiliriz. [

ORNEK 4 Degisken Doniisimii Kullanmak

/x2 sin (x) dx = /sin (x3) - x2dx

. 1 d u=x,du = 3x*dx,

= SiInu-5au 5
3 (1/3) du = x* dx olsun.

1
=3/ sinu du
_1 R .
= 3 (—COS u) + C u’ya gore integre edin..
— 1 3 - 3
=——cos(x’) + C u yerine x° yazin. |

3
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ORNEK5  Ozdeslik ve Degisken Déniisimii Kullanmak
/ 12 dx = /8602 2x dx - l - = sec2x
cos? 2x cos 2x
_ /se02 " %du u = 2x,du = 2 dx,

dx = (1/2) du olsun.
1 2
= - [ sec”u du
2

= ltanu + C L[tzm u = sec’u
2 du
1
—Etan2x+ C u = 2x [ ]

Degisken doniisiimii yonteminin basaris1 hesaplayamadigimiz bir integrali hesaplaya-
bilecegimiz bir integrale doniistiirecek bir doniigim bulunmasma dayamir. [lk degisken
doniisiimii ise yaramazsa, bir veya iki degisken doniistimii daha yaparak, integrand1 en ba-
sit hale getirmeye ¢alisiriz (Bkz. Alistirma 49 ve 50). Ya da bastan baglariz. Asagidaki or-
nekte oldugu gibi baslangic igin birden fazla iyi yol olabilir.

ORNEK 6 Farkli Degisken Dniisiimleri Kullanmak

2z dz
Vz2 + 1

integralini hesaplayin.

Cozim  Degisken doniisimii yontemini arastirict bir arag olarak kullanabiliriz: integran-
din en karmasik kismi igin bir degisken doniisiimii yapip, islerin nasil gittigine bakabiliriz.
Buradaki integral icin, u = z* + 1°i deneyebilir veya u’yu tiim kiip kok olarak alabiliriz.
Her iki durumda da neler oldugu agagidadir.

Cozim1: u = z*+ 1 alm.

_2zdz  _ [ du z; = :7— t |,l
o au = 2z dz olsun.
v 22 + 1 ul/3

- /u_l/3 du ./'u” du seklinde
u2/3

- 2/73 +C u’ya gore integre edin.
3 3
2

%(Z2 + 1)2/3 + C u yerine 2> + 1 yazin.



y
1k y = sin®x
1
2
I I ¥
0 T T 21
2

SEKIL5.24 [0, 27] araliginda y = sin®x
egrisinin altindaki alan 7 birim karedir
(Ornek 8)
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Cizim2: u = Wz + 1 alin.
= V22 + 1,
2zdz [ 3u’du “3 _ '
3 = U u’=z"+1,
Vz© + 1 3uz’du = 2z dz olsun.

=3/udu

2
u . .
=3 5 + C u’ya gore integre edin.

%(22 + 1)2/3 +C u yerine (22 + 1)'/3 yazm. ]

sin? x ve cos? x Integralleri

Nasil hesaplayacagimizi bilmedigimiz integralleri, hesaplayabilecegimiz integrallere

doniistirmek igin bazen trigonometrik 6zdeslikleri kullamiriz. sin® x ve cos? x’in integral

formiilleri ile uygulamalarda ¢ok sik karsilasilir.

/1 —cos2x 170092\
sm X =
= ;/(1 — cos2x)dx = /dx /costdx

ORNEK 7

(a) / sin® x dx

_ 1 __ 1sin2x 5 _ sin2x i C
2 2 2 4
1+ COS 2x ) 1 + cos2x
(b) /COSzx dx = / cos“x = B E—
X sin 2x (a) sikkindaki gibi,
o E 4 +C fakat isaret farki var. u

ORNEK8  y = sin?x Erisinin Altindaki Alan

Sekil 5.24, g(x) = sin’>x’in [0, 27r] arahigindaki grafigini gostermektedir. Asagidakileri
bulun.

(a) g(x)>in [0, 27r] araligindaki belirli integrali.
(b) [0, 277] araliginda fonksiyonun grafigi ile x-ekseni arasindaki alan

Coziim
(a) Ornek 7(a) dan belirli integral

Zwsinz de = |5 sin 2x |*” 2w sin4mw | |0  sin0
A TET T a2 4 2 4

[m—0]—[0—0]=nm

(b) sin®x fonksiyonu negatif olmaz dolayisiyla alan belirli integrale, 7’ye esittir ]
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v L V' =V nax sin 1207t

max

Vay = 2‘;:]“

SEKIL5.25 Ev gerilimi

V' = Vmax sin 12077’ nin tam bir dondisii.
Yarim doniisteki ortalama degeri

2V pax/ Wdir. Tam doniisteki ortalamast ise
sifirdir (Ornek 9).

ORNEK9  Ev elektrigi

Ev kablolarimizdaki gerilimi saniye birimiyle # zamaninin bir fonksiyonu olarak
V = Vpax sin 12077,

seklinde ifade edebiliriz. Fonksiyon her saniyede 60 doniis tamamlar (frekansi 60 hertz
veya 60 Hz'dir). Pozitif V,,,, sabiti tepe gerilimidir.

Vnin, 0 dan 1/120 sn’ye kadar olan bir yarim doniisteki ortalama degeri (Sekil
5.25’e bakin) s6yle bulunur:

1

V"”:(I/IZO) -0

1/120
/ Vinax sin 12077t dt
0

1 1/120
120V max |:— m coS 1207Tt:|0

Vmax

=~ [—cos7 + cos 0]

_ 2Vmax
- T

Tam bir doniiste gerilimin ortalama degeri, Sekil 5.25’ten gorebilecegimiz gibi, sifirdir.
(Ayrica Alistirma 63’e bakin). Gerilimi standart bir hareketli sarim galvanometresiyle
6lgseydik, alet sifir okurdu.

Gerilimi efektif olarak Olgmek igin, geriliminin karesinin ortalama degerinin

karekokiinii, yani
Vokk =V (Vz):ort

degerini Olcen bir alet kullaniriz. “okk™ alt indisi “ortalama karenin karekoki”
anlamindadir. V> = (Vpec)? sin? 12077¢'nin ortalama degeri

2
a1 e 2 2 _ Vi)
V)ort = (1/60) — 0/, (Vimax)” sin~ 1207r¢ dt 3

oldugu icin (Alistirma 63 c), okk gerilim
_ Vi)’ Vi

Vo = =
’ 2 V2
olarak bulunur. Evlerde kullanilan akim ve gerilimler i¢in verilen degerler her zaman okk

degerleridir. Yani, “115 V AC” okk gerilimin 115 oldugu anlamina gelir. Son denklemden
elde edilen tepe gerilimi,

Viax = V2 Vg = V2-115 ~ 163 volt

oldukgca yiiksektir. [
Integral Hesaplama
1-12 alistirmalarindaki integralleri, verilen degisken doniistimlerini 3. / sec2rtan 2t di, u = 2f
kullanarak standart hale getirip hesaplayin.

t t

2
AN
1. /sin3xdx, u = 3x 2. /xsin(2x2)dx, u = 2x2 4. /(1 - COSE) sinydt, u=1-cosy



9]

. /28(7x - 2)dx, u=7Tx—2

6. /x3(x4*1)2dx, u=x*-1
9r* dr 3

7. | —, u=1-r
V1— 3

o

. /12()}4 + 42+ D2+ 20)dy, u=y*+ 47+ 1

°

/\/);sin2 (P = Ddx, u=x"?-1

1 ,(1 1
/;COS (})dx, u=-x

11. /csc2 26 cot 260 db

10.

=

csc 260 kullanarak.

a. u = cot 26 kullanarak, b. u

12.

dx
/ Vi5x + 8

a. u = 5x + 8 kullanarak, b. u = V5x + 8 kullanarak.

13-48 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin.

13. /\/3 — 2sds 14. /(2x + 1) dx
1 3dx
15. /7ds 16. | ———
V5s + 4 2 - x)z
17. /0v4 1 —60%do 18. /80\3/02 —1do
19 / 3yV7 — 3y*dy 20. _Ydy
\V 2y + 1
21 / 1 d 22. /(1 h \/)3
. = — ¥
V(1 + Vx)?
23. /cos 3z + 4) dz 24. /sin(SZ —5)dz
25. /sec2 (3x + 2) dx 26. /taanseczxdx
.5 X X 7X ap2 X
27. /sm 3 CcoS 3 dx 28. /tan 5 sec de

2 }"3 5 }"5 3
29. /r (ﬁ_l> dr 30./ (7—E) dr
31. /xl/zsin(x3/2+ Ddx 32 /x1/3sin(x4/378)dx
T T
. /sec <v+ 2)tan(v-ﬁ- 2>dv
v— 7 v— T
/csc( 2 )cot( 2 )dv

sin (27 + 1
35. / SLICAR A 36. [ Oy
cos” (2t + 1) (2 + sin?)

3

W

34.

S
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37. / \Vcot y csc? y dy 38. secztanz dz

V secz
39. /tizcos G - 1)dt 40. / cos(Vt + 3) dt
1 .1 1 cos\/
41. /fsmfcosfdﬂ 42.
o> 0 Y \/ésmz\/

43, /(s3 + 252 — 55 + 5)(3s> + 4s — 3) ds
44. /(04 — 20>+ 80 —2)(0°— 6 +2)db

46./1/x_51dx
X

48. /3x5\/x3 + ldx

45, /t3(1 + 43 dr
47. /x3\/x2 + 1dx

integralleri Adim Adim Basitlestirmek

Hangi degisken doniisiimiinii yapmaniz gerektigini bilmiyorsaniz, bir
deneme doniisiimii kullanarak integrali biraz basitlestirmek, baska bir
doniistimle biraz daha basite indirgemek yoluyla integrali adim adim
basitlestirmeyi deneyin. 49 ve 50 alistirmalarindaki doniigiim dizisini
izlerseniz, ne demek istedigimizi anlayacaksiniz.

18 tan® x sec” x

(2 + tan®x)?

a. u = tanx, ardindanv = u

49.

3 sonraw =2 + v

b. u = tan’x, ardindan v = 2 + u

c.u=2+tan’x
50. /\/1 + sin® (x — 1)sin(x — 1)cos (x — 1) dx

a. u =x — 1,ardindan v = sinu, sonraw = 1 + v°
b. u =sin(x — 1), ardindanv = 1 + u?
c.u=1+sin’(x—1)

51 ve 52 alistirmalarindaki integralleri hesaplayin.

(2r — 1)cos V3(2r — 1) + 6

51. dr
V3@2r -1 +6
52 sin Vo _sinVO
V0 cos® VO

Baslangic Deger Problemleri
53-58 alistirmalarindaki baslangig deger problemlerini ¢oziin.

ds _ 2y _
53. 7 12¢ (3¢ 17, s(1)

d
54. d—i =4 (2 +8)3, y(0) =0

ds _ 2 T _
55. dt—8s1n (t+12), s(0) =38
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56.

57.

58.

59.

60.

Bolim 5: Integrasyon

dr_ 3 cos? (E — 0), r(0) = u

Ug integrasyon da dogru olabilir mi? Yanitiizi agiklaymn.

db 4 8 62. u = tanx doniisiimi
d%s . ™ Sy _ 2 2
?=74sm<2t75), s'(0) = 100, s(0) =0 /seczxtanxdx:/udu:u?-i-C:tagx-i-C
d’y ) . P
F = 4sec’2xtan2x, »'(0) =4, »(0) = —1 verir. u = sec x doniislimii ise
X
2 2
Bir dogru iizerinde ileri geri hareket eden bir par¢acigin hizi her ¢ / sec y tan x dx = / wdu =% + c=5¢X | ¢
icin v = ds/dt = 6 sin 2t m/sn'dir. # = 0 iken s = 0 ise, # = 7/2sn 2 2

iken s’yi bulun.

Bir dogru {lizerinde ileri geri hareket eden bir pargacigin ivmesi
her ¢ igin a = d%s/d* = 7 cos 7t m/sn’ dir. 1 = 0 iken s = 0 ve
v=_8m/snise, =1 sniken s’yi bulun.

63.

verir. Her iki integrasyon da dogru olabilir mi? Yanitinizi

aciklayin.
(Ornek 9°un devami)

a. V' = Viax sin 120 77#’nin tam bir doniisteki ortalama degerinin

Teori ve Ornekler sifir oldugunu
61. 2 sin x cos x fonksiyonunun x’e gdre integralini ii¢ ayr sekilde R 1/60V i 120 7t di
alabiliriz gibi gériinmektedir: (1/60) — 0 Jo ax

a. /2 sinx cosx dx = /Zu du

[ /2 sinx cos x dx = /sin 2x dx 2sinxcosx = sin2x

cos 2x
“T 2 6

5.6

u = sinx,
2 w2
u”+ Cy =sin“x + C
- c.
b. /2 sinx cosx dx = /—2u du u = cosx,

—u? + G = —cos’x + Gy

ifadesindeki integrali hesaplayarak bulun.

b. Elektrikli firininizi galistiran devre 240 V okk’ye ayarlidir.
Izin verilebilir gerilimin tepe degeri nedir?

(Vmax)?
120

1/60
/ (Vimax)? sin® 120 7t dt =
0

oldugunu gdosterin.

Degisken Doniisiimii ve Egriler Arasindaki Alanlar

Bir belirli integrali degisken doniisiimii ile hesaplamanin iki yolu vardir. Birincisi degis-
ken doniisiimii yaparak bir ters tlirev bulmak ve sonra Temel Teoremi uygulayarak belirli
integrali hesaplamaktir. Bu ydntemi &nceki boliimde Ornek 8 ve 9 da kullandik. Ikinci
yontem, degisken doniisiimi islemini dogrudan belirli integrallere genisletir. Burada tani-
tilan bu yeni formiilii iki egri arasindaki alani1 bulma problemine uygulariz.

Degisken Doniisiimii Formiilii

Asagidaki formiilde, integrasyon degiskeni bir degisken doniisiimii ile degistirildiginde in-
tegrasyon sinirlart degisir.

TEOREM 6  Belirli integrallerde Degisken Doniisiimii
g', [a, b] araliginda siirekli ise ve f de g’nin degerler kiimesinde stirekli ise
b g(d)
/f(g(X))°g’(x) dx = " f(u) du
a gla

dir.
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ispat £ f’nin herhangi bir ters tiirevi olsun. Bu durumda

b - 4 Flgto)
/ f(g(x)-g'(x) dx = F(g(x))] = F'(g(x))g’(x)
¢ e = f(g(0))g'(x)
= F(g(b)) — F(g(a))
u=g(b)
= F(u)}
u=g(a)
g(b) Temel Teorem
= f(u) du 2. Kisim m
gla)

Formiilii kullanmak i¢in, belirsiz integrali hesaplamakta kullanacagimiz u = g(x) ve
du = g'(x) donlisiimiiniin aynisin1 yapm. Sonra, donilismiis integrali g(a) degerinden
(u’nun x = a daki degeri) g(b) degerine (¢’nun x = b deki degeri) kadar «’ya gore integre
edin.

ORNEK1  iki Yontemle Degisken Déniisiimii
1
/ 3x2Vx® + 1 dx integralini hesaplayin.
-1

Cozim  iki segenegimiz vardir.

Yontem 1: Integrali doniistiiriin ve doniistiiriilmiis integrali Teorem 6 da verilen doniistiiriil-
miis sinirlarla hesaplayin.

1
/ 3x2Vx? + 1dx
-1

u=x+1, du=3xdx olsun.
/ \u du x=-11iken, u=(-1)> +1=0 olur.

x=1iken, u=(1)*+1=2olur.

= 3 3/2:| Yeni belirli integrali hesaplayin.
0

o] 3] -2

Yontem 2: Integrali belirsiz bir integrale gevirin, integre edin, x’e geri doniin ve orijinal x
sinirlarmi kullanin.

/?))cz\/x3 + 1dx

u=x>+1, du=3x*d alin.

Il
—
S
S

= %u3/2 +C w’ya gore integre edin.
2 3
= §(x3 + 1)3/2 + C u yerine x” + 1 yazin.
1 1 x’in integrasyon sinirlart ile
N 2 = .
/ 32V + ldx = g(x3 + 1)3/2 buldugunuz integrali kullanin.
1 -1

2l + 172 = 10+ 12
o] 3] -
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Hangi yontem daha iyidir— Teorem 6’y1 kullanarak, doniistiiriilmis belirli integrali
doniistiirilmiis siurlarla hesaplamak mi1 yoksa integrali dontstiirmek, integre etmek ve
geri doniistiiriip esas integrasyon smirlarini kullanmak m1? Ornek 1°de, birinci yéntem
daha kolay gibidir, fakat durum her zaman bdyle olmaz. Genel olarak, en iyisi iki yontemi
de bilmek ve hangisi uygunsa onu kullanmaktir.

ORNEK2  Doniisim Formiliini Kullanmak

/2 5 0 u = coth, du = —csc* 0 db,
cotfBcsc”6do = u- (—du) — du = csc? 0 df.aln.
/4 1 0= —m/4 iken, u = cot(sr/4) = 1 olur.
0 0 = /2 iken, u = cot(r/2) =0 olur.
= —/ u du
1
_ [uz]o
2 1
2 2
[0 (P] o .
2 2 2

Simetrik Fonksiyonlarin Belirli integralleri

Teorem 6°daki Doniisim Formiilii, ¢ift ve tek fonksiyonlarin (Bolim 1.4) simetrik bir
[—a, a] aralig1 lizerindeki belirli integrallerini basitlestirir (Sekil 5.26).

A A
Y

(a) (b)

SEKIL5.26  (a) fcift, [ f(x)dx = 2.[)' f(x) dx (b) ftek, [ f(x)dx =0

Teorem 7

/. [-a, a] simetrik aralig1 lizerinde siirekli olsun.

(a) fiftise /af(x) dx = 2/af(x) dx
—a 0

(b) ftekise /a fx)dx =0

dir.




Ust egri
y =1

X
I ”
Alt egri
y =gk

SEKIL5.27  y= f(x)ile y = g(x) ve
x = a ile x = b dogrulari arasindaki
bolge

y
y =/
a=xy | Xol1 | /]
s ~ x
TR
- T y=s

SEKIL5.28 Bolgeye x-eksenine dik
dikdortgenlerle yaklasimda
bulunuruz.

(s fle)

T
flep) = glep)

)

(2]

k
hd

i |
|
([ (C ))
H k> k

k

X
b

SEKIL5.29 k. dikdortgenin A4y alani, f(c,)
— g(cy) yiiksekligi ile Ax; genisliginin
carpimudir.
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(a)'min ispati
a 0 a Belirli Integraller igin
f(x) dx = f(x) dx + flx) dx Toplanabilirlik Kurali
—a —a 0
_ —/_af(x) dx + /af(x) dx Integrasyonun Sirast Kurali
0 9 0 P u =—x, du = —dx olsun.
[ _ _ x=0ikenu=0
- A f( u)( du) + A f(x) dx x=-aikenu=a
= / f(—u) du + / f(x) dx
0 0
a a f cifttir, dolayisiyla
=, fu) du + | fx) dx F(-u) = f(uydur.
=2 / f(x) dx
0
b)’nin ispati tamamen benzerdir ve Alistirma 86 da sizden istenmektedir. [ |
(b) P $

Teorem 7’nin iddialart f’nin integre edilebilir bir fonksiyon (daha kuvvetli olan
stirekli olmak yerine) olmasi1 durumunda da gegerlidir, fakat ispat1 biraz daha zordur ve
daha ileri seviyedeki derslere birakmak daha iyidir.

ORNEK3  Bir Cift Fonksiyonun integrali
2
/ (x* — 4x? + 6) dx integralini hesaplayin.
-2
Cozim  f(x) = x* — 4x2 + 6, f(—x) = f(x) esitligini sagladigindan [-2, 2] simetrik
aralig1 iizerinde bir ¢ift fonksiyondur, boylece

2 2
/(x4_4x2+6)dx=2/ (x* — 4x% + 6) dx
- 0

5 2
P B R
—2[5 3x +6xL
- 32 32 232
—2(5 3-|—12>—15. ]

Egriler Arasindaki Alanlar

Ustten y = f(x) egrisi, alttan y = g(x) egrisi, soldan ve sagdan x = a ve x = b dogrulari ile
sinirli bir bélgenin alanini bulmak istedigimizi varsaym (Sekil 5.27). Bolge tesadiifen,
alanin1 geometriyle bulabilecegimiz bir sekilde olabilir, fakat f ve g rasgele siirekli
fonksiyonlarsa, genellikle alan1 bir integralle bulmamiz gerekir.

integralin ne olmasi gerektigini gérmek igin, 6nce bdlgeyi tabanlari [a, b] araliginin
P = {x¢,x1,...,x,} boliisinde bulunan n dikey dikdortgenle béleriz (Sekil 5.28). k.
dikdortgenin alani (Sekil 5.29)

AA,, = yiikseklik x genislik = [ f(c;) — g(cp)] Axy
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Bolgenin alanina » dikddrtgenin alanini toplayarak yaklasimda bulunuruz:

n

A= EAAk = E[f(ck) - g(Ck)] Axk. Riemann Toplami
k=1 k=1

| P|| = 0 iken, sag taraftaki toplamlar fa b [f(x) — g(x)] dx limitine yaklasirlar, ¢iinkii f
ve g siireklidirler. Bolgenin alanini bu integralin degeri olarak aliriz. Yani,

n b
A= lim D[flcr) — gler)] Axy = / [f(x) — g(x)] dx

I1PI—0 =1

TANIM Egriler Arasindaki Alanlar

f ve g, [a, b] aralig1 boyunca f(x) = g(x) olmak tizere, siirekli iseler a’dan b’ye
kadar y = f(x) ve y = g(x) egrileri arasindaki bogenin alam (f — g)’nin a’'dan
b’ye kadar integralidir:

b
4= / [f(x) — g(x)] dx

Bu tanimi uygularken egrilerin grafiklerini ¢izmek faydalidir. Grafik, hangi egrinin iist-
teki f egrisi ve hangi egrinin alttaki g egrisi oldugunu gosterir. Ayrica, integral sinirlari bil-
inmiyorsa integral simirlarim bulmaniza yardimer olur. integrasyon simirlarint belirlemek
icin egrilerin nerede kesistiklerini bulmak isteyebilirsiniz ve bu, f(x) = g(x) denkleminin
¢Ozlimiinli gerektirebilir. Daha sonra, kesisimleri arasindaki alanit bulmak ig¢in f — g
fonksiyonunu integre edebilirsiniz.

y ORNEK 4 Kesisen Egriler Arasindaki Alan
y =2 —x* parabolii ve y = —x dogrusuyla smirlanan bolgenin alanini bulun.

¢izim  Once iki egriyi gizeriz (Sekil 5.30). integrasyon smurlari y =2 — x> ve y = —x
denklemlerini birlikte ¢6zerek bulunur:

2 — xz = —X f(x) ve g(x)’1 esitleyin.
x2 —x—2=0 Yeniden yazin.
(x + 1)(x - 2) =0 Carpanlarina ayirin.
x = —1, x = 2. (oziin.
SEKIL5.30  Tipik bir yaklasim Bolge x =—1’den x = 2’ye kadardir. Integrasyon siirlart a =—1 ve b = 2dir.

dikdbrtgeni ile Ornek 4'deki bolge. Egriler arasindaki alan

b 2
/ [f(x) — g(x)] dx [1 [(2 — x?) — (=x)]dx

2 5 xz x32
[l(2+x—x)dx {2x+2—3]

-1

A
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Richard Dedekind
(1831-1916)

4
Alan=/(\/}x+2)dx
2
2 y=\/);
- Alan = [ Vide \ (fo) N
0

B
y=x-2

y

[\

“4.2)
(x. fx))
SN

4 , g(x)

0 Ty =02 s 7

/
(x7 g

SEKIL 5.31

degistiginde, burada Ornek 5 igin
goOsterildigi gibi alan integrali de buna

Cevreleyen bir egrinin formiilii

uyacak sekilde integrallerin toplam1 olarak
degisir. Her renkli bolge icin bir integral.
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_ 4_ 8\ _ (L, 1, 1)_9
~(a+4-8) - (24 4+1) =3 .
Cevreleyen bir egrinin formiilii bir veya daha fazla noktada degisiyorsa, bolgeyi formiil

degisikliklerine karsilik gelen alt bolgelere boler ve her alt bolgeye egriler arasindaki alan
formiiliinii uygulariz.

ORNEK 5

Birinci dortte bir bolgede, iistten y = V/x, alttan ise x-ekseni ve y = x — 2 dogrusu ile
sinirlanan bélgenin alanini bulun.

Sinir Degisikligine Uydurmak Iin Integrali Degistirmek

Cizim  Cizim (Sekil 5.31) bdlgenin iist sinirinin £(x) = Vx ’in grafigi oldugunu géstermek-
tedir. Alt sinir, 0 =< x = 2 i¢in g(x) = 0°'dan 2 = x = 4 i¢in g(x) = x — 2’¢ degismektedir
(x =2’de bir uyusma vardir). Bolgeyi x = 2’de, Sekil 5.31°de gosterilen A ve B alt bolgeler-
ine boleriz.

A bolgesi igin integrasyon sinirlari ¢ = 0 ve b = 2°dir. B boélgesi igin sol sinir ¢ = 2'dir.
Sag taraftaki simir1 bulmak igin y = Vx ve y = x — 2 denklemlerini birlikte ¢ozeriz:

Vx=x—-2
x=(x—-2P=x>—4x+4
2 =5x+4=0
x—Dx—-—4) =0

x =1, x=4

f(x) ve g(x) esitleyin.

Iki tarafin karesini alin.
Yeniden yazin.

Carpanlara ayirin.

Cozin.

Sadece x =4 degeri Vx = x — 2. denklemini saglar. x = 1 degeri ise kare almayla ortaya
¢ikan konu dis1 bir koktiir. Sagdan sinir 4’tiir.

f(x) —glx) = Vx — 0 = Vix
fx) —gx) =Vx—(x—-2)=Vx—x+2

0=x=2i¢in
2 =x=4i¢in

A ve B alt bolgelerinin alanlarini toplayarak toplam alani buluruz:

2 4
/\/}dx+ /(W—x+2)dx
0 2

—
A’nin alani

2 2
_ |2 32 2 3p X7
{3)6 L-f— [3)6 5 + 2x

Toplam alan =

B’nin alani
4

2
_ 2 2 2
=37 -0+ <3(4)3/2 -8+ 8> - <3(2)3/2 -2+ 4>

_ 26y _,_ 10
- 3 (8) 2 = 3 -
y‘ye Gore integrasyon

Bir bolgenin sinir egrileri y’nin fonksiyonlartyla tanimlanmissa, yaklasim dikdortgenleri
dikey yerine yatay olur ve temel formiilde x yerine y bulunur.
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y
2F 2 4,2)
). ) e
x=y+2
r Ay (), »)
=) = 80— |
of y=0 2 4 *

SEKIL5.32  x’e gbre integre edersek,
bu bolgenin alanimi bulmak igin iki
integrasyon gerekir. y’ye gore integre
edersek, bir integrasyon yeterlidir
(Ornek 6).

Bunlar gibi bolgeler i¢in

y y y
d
- dk- _ d-
=) L=V F=80/ 1 = fiy)
x=g@) X
— 0
x:g(y) E— Cr Cr \
C
X X
0 0

asagidaki formiilii kullanin:

d
4= / [f(y) — g(¥)]dy

Bu denklemde, f her zaman sagdaki egriyi ve g de soldaki egriyi temsil eder, dolayisiyla
f(») — g(») negatif degildir.

ORNEK 6 Ornek b'teki bilgenin alanini yye gire integre ederek bulun.

Cizim  Bolgeyi ve tabani y degerleri araliginin bir boliisiiniin tizerinde bulunan tipik bir
yatay dikdortgen ¢izeriz (Sekil 5.32). Bolgenin sag smirt x = y + 2 dogrusudur, bu ylizden
f(») =y + 2 olur. Sol smur ise x = y? egrisidir, dolayisiyla g(y) = y* olur. Integrasyonun alt
smirt y = 0’dir. Ust sttt x =y + 2 ve x = y*denklemlerini birlikte ¢ozerek buluruz:
) fy) =y +2ve
yt2=y 2(y) = y? esitleyin
y2 —y—2=0 Yeniden yazin.
(y + 1)(y - 2) =0 Carpanlaria ayirin.
y=—1, y=2 Coziin.

Ust integrasyon limiti » = 2°dir (y = —1 degeri x-ekseninin altinda bir kesisim noktasi
verir).
Bolgenin alant

b 2
A=/[f(y)—g(y)]dy=l[y+2—y2]dy

2
A[2 +y—yldy

2 37
Y
{2y+ 3}0

_8_10
373

2|

4+

IFS

dir. Daha az gabayla, Ornek 5’teki sonucu bulduk. [
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Y integralleri Geometri Formiilleriyle Birlestirmek
L 4.2) Bir alan1 bulmanin en kisa yolu analizle geometriyi birlestirmek olabilir.
y=Vx i )
ORNEK7  Ornek b'teki Bolgenin Alaninin En Hizli Sekilde Bulunmasi
1 — 2
y=x—-2 > R .
o < 2 Ornek 5’teki bolgenin alanini bulun.

Y — R

0 =0 P 4 Y Cozim  Istedigimiz alan, y = Vx,0 < x <4, egrisi ile x-ekseni arasindaki alan eksi ta-

bani 2 ve yiiksekligi 2 olan bir tiggenin alanidir (Sekil 5.33):

SEKIL5.33 Mavi bblgenin alam y = Vx 4 |
paraboliiniin altindaki alan eksi iiggenin Alan, = / Vx dx — 5 (2)(2)
alanmidir (Ornek 7). 0 .
-2 xs/z] P
3 0
~Z®) -0-2-%. =

5-7 Orneklerinin Sonuglan  Bazen iki egri arasinda kalan alan x yerine y’ye gére integral
almarak daha kolay bulunur. Ayrica, analizle geometriyi birlestirmek de yararli olabilir.
Bolgeyi ¢izdikten sonra, hangi yolun daha iyi olacagini bir diistiniin.

ALISTIRMALAR 5.6

- . 1 3 0 3
Belirli integralleri Hesaplama 10. a. / _ X . b, / X
1-24 alistirmalarindaki integralleri hesaplamak i¢in Teorem 6°daki o Vat+9 - Vat 49
R le s 7/6 /3
Doniistim formulunu kullanin. 0 11. a. / (1 — cos3¢t)sin3tdt b. / (1 — cos 3t) sin 3¢ dt
0 /6
1. a./\/y+1dy b./\/y+ldy 0 2/2
01 71] 12. a. / (2 + tané) seczédt b. / (2 + tan%) seczédt
2. a. / N1 — r2dr b. / V1 — r2dr 7727/2 /2
0 -1 g cosz T oS z
13. a. — b. ——dz
/4 0 N / N
3. a. / tan x sec’ x dx b. / tan x sec’ x dx 0 V4 + 3sinz 7“/ 4 + 3sinz
0 —m/4 0 . /2 .
. 3 14. a. / — S g b / — SOy
4, a. / 3 cos? x sin x dx b. / 3 cos? x sin x dx ~m/2 (3 + 2cosw) o (3+ 2cosw)
0 2 1 4 d
! ! 15. / Vit +2e(5t* + 2)dt 16. / —yz
5. a. / A1+ 43 dr b. / A1+ 43 dt 0 12V (1 + Vy)
0 -1 T, I,
4 0 17 : 320 sin 260 do 8. [ cot (£) see (£) ao
5 13 5 13 . cos sin . cot 6 sec 6
6. a. t(t=+ 1)/ dt b. t(t=+ 1) dt 0 -
0 7\/7 ar /4
1 1 _ 1/4 W 32
7 a / 5r —dr b, / 5r dr 19. A 5(5 — 4cost)/*sintdt 20. ‘/0 (1 — sin2t)”/* cos 2t dt
1 (4 +7r) o (4+7r°) 1
1 4 _
8 a ovv b, AT 2. [ (=2 + 43+ 1)1 -2+ 4)dy
3/212 3/212 0
o (1+v?) (1 + 032
1
9. a /\/gélxdx b /\/3 4x i 22. / (P + 62— 12y + 92 (2 + 4y — 4) dy
o Vai+l V3 Va2 + 1 ’
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Va? Y 31. y
23. / V6 cos? (6°2) db 24. / ¢ sin? (1 + %) dt
’ - (-2,8) 2.8)
8 -
Alan .
25-40 alistirmalarinda renkli bolgelerin toplam alanini bulun. -
25. 26.
y=x*—22?
y y
y = (1 —cosx)sinx | | | | N
y=xV4 - x? -2 1 1k 1 2
i 0 % x 'OLCEKLI DEGIL
32.
1 —
27. 28. 7
T x=y
y y= E(COS X)(sin(w + 7rsin x))
y
L | |
N 2 1 o "
L | ;
B 0 1
| | | X
- 7 -1 0
. )
1+
3+
y =3(sinx)V1 + cos x
29. 30.
y y
_ 1l .2
y= 3 sec” t
y=1 2-
=
Y
Yy = cos” x
0 7 rand 7 !
2 3 3
y = —4sin’ ¢
_4 —
4

2F



36.

37.
y
-3,5
.5
y=x>—4
L X
-3 o\ 1
y =—x%—2x
1,-3
(=3,-3) =
—4
39.
¥
4
(-2,4) a2
I I
-2 -1 1
5k

38.
" y ==+ 3x
L\ 2.2)
! 1 1 1 X
-2 -1 1 /2
y =2 —x* - 5x
(=2,-10)
Lol
40. y
6F (3,6)
= x—3 — X
YT 3
y =
| |(3, 1]
-2 0 3
2
(2-3)

41-50 alistirmalarinda dogrular ve egrilerle smirli bolgelerin alan-

larin1 bulun.

41. y=x>-2 ve y=2

42. y=2x—x*

ve y=-3

43. y=x* ve y=8x

44. y=x>—2x ve y=x

45. y=x> ve y=—x"—4x

46. y=7 —-2x* ve y=x*+4
47. y=x*—4x’+4 ve y=x*
48. y =x a’—x2% a>0,

Ve

385
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49. y= \/|;| ve 5y = x + 6 (Kag tane kesisim noktasi vardir?)

50.

y=1x" =4 ve y=(%2)+4

51-58 alistirmalarinda dogrular ve egrilerle sinirli bolgelerin alan-
larini bulun.

51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.

x=22% x=0 ve y=3
x=y2 ve x=y+2

Y2 —dx=4 ve 4x—y=16
x—y?= ve x+ 2y =

x+y?=0 ve x+3r=2
x—yP=0 ve x+y*=

ve x=[y[V1—y?

x=y3—y2 ve

x=y2—1
x =2y

59-62 alistirmalarinda egrilerle gevrili bolgelerin alanlarini bulun.

59.
60.
61.
62.

rP+y=4 ve x*—y=1
x3—y=0 ve 3x2—y=4
x+4r=4 ve x+yt=1, x =0 i¢in
x+y2=3 ve 4x+y?=0

63-70 alistirmalarinda dogrular ve egrilerle smirli bolgelerin alan-
larmni bulun.

63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.

72.

73.

74.

75.

y=2sinx ve y=sin2x, 0=x=7

y=8cosx ve y=sec’x, —mw/3=x=m/3

y=cos(mx/2) ve y=1-—x2

y =sin(mx/2) ve y=x

y=sec’x, y=tan’x, x = —m/4, ve x=m/4
x =tan’y ve x=—tan’y, —w/4 =y =7/4

x =3siny Vcosy Ve

sec? (mx/3) Ve y=x1/3,

x=0, 0=sy=mx/2

-1=x=1

<
Il

x—y> =0 egrisi ve x — y = 0 dogrusu ile gevrelenen pervane sek-
lindeki bolgenin alanini bulun.

x—y'3=0 vex— ' =0 egrileri ile ¢evrelenen pervane seklin-
deki bolgenin alanini bulun.

Birinci dortte bir bolgede y = x dogrusu, x = 2 dogrusu, y = 1/x
egrisi ve x-ekseniyle sinirli alanini bulun.

Birinci dortte bir bolgede soldan y-ekseni ile sagdan y = sin x ve
y = cos x egrileriyle sinirlanan “iiggensel” bolgenin alanini bulun.

Alttan y = x? parabolii ve iistten y = 4 dogrusu ile sinirlanan bélge

y = ¢ dogrusu ile kesilerek esit alanli iki bolgeye ayrilmak is-

teniyor.

a. Bolgeyi ¢izin ve uygun gibi goriinen bir y = ¢ dogrusu
ekleyin. ¢ cinsinden, parabolle dogru nerde kesisirler? Bu
noktalar1 da seklinize ekleyin.
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b. y’ye gore integral alarak c’yi bulun. (Bu c’yi integrasyon
sinirlarina koyar.)

c. x’e gore integral alarak c’yi bulun. (Bu c¢’yi integranda da
koyar.)

76. y =3 —x* egrisi ile y =—1 dogrusu arasindaki bolgenin alanin1 a.
x’e, b. y’ye gore integre ederek bulun.

77. Birinci dortte bir bolgede soldan y-ekseni, alttan y = x/4,

dogrusu, iistte soldan y = 1 + Vx, egrisi ve iistte sagdan
y = 2/Vx. egrisiyle simrlanan bélgenin alanini bulun.

78. Birinci dortte bir bolgede soldan y-ekseni, alttan x = 2V, iistte
soldan x = (y — 1) egrisi ve iistte sagdan x = 3 — y dogrusuyla
smirlanan bolgenin alanini bulun.

79. Asagidaki sekil y = x* paraboliinden y = a* dogrusu ile kesilen
parcaninin i¢ine oturtulan AOC iiggenini gostermektedir. a sifira
yaklasirken iiggenin alaninin parabolik bélgenin alanina oraninin
limitini bulun.

y
y=x
\A C/y =a
(-a, a® (a.d
L L X
—-a 0] a

80. Pozitif siirekli bir f fonksiyonunun grafigi ile x-ekseni arasinda
x = a’'dan x = b’ye kadar kalan bdlgenin 4 birim kare oldugunu
varsaymn. x = a’'dan x = b’ye kadar y = f(x) ve y = 2f(x) egrileri
arasinda olan bdlgenin alanini bulun.

81. Asagidaki integrallerden hangisi, eger varsa, asagida verilen
renkli bolgenin alanini hesaplar? Yanitinizi agiklayin.

a. /l(x — (—x))dx = /12xdx
-1 -1

b. /1(—x — (x))dx = /1 —2x dx
-1 -1

82. y = f(x) ve y = g(x) strekli fonksiyonlarmm grafikleri ile
x =a vex = b dikey dogrulari (a < b) arasindaki bolgenin alan1

b
/ [f(x) = g(x)] dx.

ile verilir. Dogru, bazen dogru ya da asla dogru degil? Yanitinizi
aciklaymn.

Teori ve Ornekler

83. f(x) = (sin x)/x, x > 0 fonksiyonunun bir ters tiirevinin F(x)

oldugunu varsay1n.
3 .
sin 2x
/ x &

integralini F cinsinden ifade edin.

84. f siirekli ise,
1 1
/f(x) dx = / F(1 — x)dx.
0 0

oldugunu gosterin.

85.

/lf(x)dx =3,
0

oldugunu varsayin. a. f tek ve b. f cift ise

0
/ f(x) dx
-1

86. a. f fonksiyonu [—a, a] lizerinde tek ise
/ f&x) d

b. (a)'daki sonucu f(x) =sinx vea =/

integralini bulun.

oldugunu gosterin.

2 ile test edin.
87. f siirekli bir fonksiyonsa, u = a — x doniisiimiinii yaparak ve or-
taya ¢ikan integrali /’ya ekleyerek
¢ fx)dx

= o f&x) + fla—x)

integralini hesaplayn.



88. Bir doniisiim kullanarak, tiim pozitif x ve y sayilar1 igin,

w7
[7dt—[7dl.

Belirli integrallerin Kayma Ozelligi

Belirli integrallerin temel bir 6zelligi

oldugunu gosterin.

b b—c
/ f(x)dx = ‘ flx + ¢)dx. 1

denkleminin de gosterdigi gibi Gteleme altinda degismezlikleridir.
Denklem, f integre edilebilir ve gerekli x degerlerinde tanimli oldugu
siirece gegerlidir. Ornegin asagidaki sekil

-1 1
/ (x +2)Pdx = / x3 dx
) 0

oldugunu gostermektedir. Renkli bolgelerin alanlar1 aynidir.

y

y:()(JrZ)3 y:x3

V) 0 1 *

Bilim5  Tekrar Sorulan 387

89. Bir doniisiim kullanarak (1) denklemini dogrulaym.

90. Asagidaki fonksiyonlarin her biri i¢in, f(x)’in [a, b]de ve
f(x + ¢)’nin[a — ¢, b — c]'de grafiklerini gizerek (1) Denklem-
inin mantikli olduguna kendinizi ikna edin.

a. f(x)=x% a=0, b=1, c=1
b. f(x) =sinx, a=0, b=m, c¢=m/2

c. fx)=Vx—4, a=4, b=8, ¢c=5
BILGISAYAR ARASTIRMALARI

91-94 alistirmalarinda, diizlemde kesisim noktalarini basit cebirle bu-
lamadiginiz egrilerin arasindaki alant bulacaksimniz. Asagidaki
adimlar gergeklestirmek i¢in bir BCS kullanin.
a. Neye benzediklerini ve kag¢ tane kesisim noktalar1 oldugunu
gormek icin egrileri birlikte ¢izin.
b. Biitiin kesisim noktalarin1 bulmak i¢in BCS’nizdeki sayisal
denklem ¢oziicliyii kullanin.

c. |f(x) — g(x)|’1 birbirini izleyen kesisim degeri giftleri
iizerinden integre edin.

d. (c) stkkinda buldugunuz integralleri toplayin.

3

2
91. f(x)=%—%—2x+%, glx) =x—1

4
92. f(x) = % — 3P+ 10, g(x) =8 — 12x

93. f(x) = x + sin(2x), g(x) = x°
94. f(x) = x’cosx, g(x) =x>—x

Boliim Tekrar Sorulan

1. Alinan yol, alan, hacim ve ortalama deger gibi biiyiikliikleri
bazen sonlu toplamlarla nasil tahmin edebilirsiniz? Neden boyle
bir sey yapmak isteyesiniz?

2. Sigma gosterimi nedir? Ne gibi avantajlar saglar? Ornek verin.

3. Bir Riemann toplami nedir? Neden boyle bir toplami ele almak
isteyesiniz?

4. Kapali bir araligim bdliiniisiiniin normu nedir?

5. Kapali bir [a, b] araliginda bir f fonksiyonunun belirli integrali
nedir? Var oldugundan ne zaman emin olabilirsiniz?

6. Belirli integraller ile alan arasindaki iliski nedir? Belirli integral-
lerin baska bazi yorumlarini tanimlayin.

7. Kapali bir aralikta integre edilebilen bir fonksiyonun ortalama
degeri nedir? Fonksiyonun ortalama degerini almasi gerekir mi?
Aciklayn.

8. Belirli integrallerle galigma kurallarim tanimlayi (Tablo 5.3) Or-
nekler verin.

9. Analizin Temel Teoremi nedir? Niye bu kadar énemlidir? Teore-
min her kismini bir 6rnekle agiklaym.
10. f siirekliyse, Temel Teorem dy/dx = f(x), y(x,) = y, baslangig de-
ger problemine nasil bir ¢éziim saglar?

11. Degisken doniisiimii ile integrasyon Zincir Kuralina nasil bagli-
dir?

12. Bazen belirsiz integralleri degisken doniisiimiiyle nasil ¢ozersi-
niz? Ornekler verin.

13. Degisken doniisiimii yontemi belirli integraller igin nasil ¢aligir?
Ornekler verin.

14. Iki siirekli fonksiyonun grafikleri arasindaki alani nasil tanimlar-
siniz ve hesaplarsiniz? Bir 6rnek verin.
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Bolim Problemler
S . 20 20
onlu Toplamlar ve Tahminler 4. Eak = 0ve Ebk = 7 ise asagidakileri bulun.
1. Asagidaki sekil bir model roketin kalkistan sonra ilk 8 saniyedeki =1 k=1
hiz (ft/sn) grafigini vermektedir. Roket ilk 2 saniyede yukari .
dogru ivmelenmis ve ¢ = 8 sn aninda maksimum yiiksekligine a. 23‘1" b. ;(ak + by)
erismistir. 20
1 2b;
s Y CRE S R T
130 / N Belirli integraller
é 100 \ 5-8 problemlerindeki her limiti belirli bir integral olarak ifade edin.
i’ / \ Sonra limitin degerini bulmak i¢in integrali hesaplaym. Her durumda,
e 50 N P verilen araligin bir boliintsidir ve ¢, sayillart P’nin alt
araliklarindan segilmislerdir.
0 2 4 6 8
Kalkistan sonra zaman (sn) 5. ||P||E Z(ch — )2 Ax,, P [1, 5T7in bir boliinisi
a. Roketin yer seviyesinden firlatildigin1 varsayilirsa, ne kadar 6. lim zck(ck — 13 Axg, P[1, 3]in bir boliinisii
yiiksege ¢ikmistir? (Bu, Boliim 3.3, Alistirma 17°deki rokettir, [1Pll—
fakat buradaki alist k icin Alist 17’yi o
akat buradaki alistirmay1 yapmak igin Alistirma yi 7 dm S <cos< )) Axp. P [—. 0 m bir biliiniisi
yapmaya gerek yoktur.) 1P1=0 &

b. 0 = ¢ = 8 i¢in, roketin yerden yliksekliginin grafigini zama- o
nin bir fonksiyonu olarak cizin. 8. ”P”rg /E (sin ¢g)(cos ¢x) Axg, P [0, /2] nin bir bdliiniisii
2. a. Asagidaki grafikte s-ekseninde ilerleyen bir cismin ¢ = 0’dan y _ _ 5 _
t = 10 sn’ye kadar olan aralikta hizi (m/sn) gésterilmektedir. % f *{3({ (l)(c')ld)f b_ 112’ f () dx =6, ve J g(x)dr =2, ise
Bu 10 saniye boyunca cisim ne kadar yol almistir? asagidakiiert buiun.

2 5
b. 0 = ¢t = 10 araliginda s(0) = 0 oldugunu varsayarak, s’nin a. / £(x) dx b. / F(x) dx
grafigini #’nin bir fonksiyonu olarak ¢izin. -2 2
-2 5
5 N c. ﬁ g(x) dx d. [2(—7Tg(x)) dx

) 71N

7 . /_j(f(x);g(x)) .

23
= / \ 2 2 1 .
% 5 / \ 10. If j;)f(x) d?c =1, fo 7g(x) dx =17,ve /;) g(x)dx =2  ise,
e / \ asagidakilerin degerlerini bulun.
1 \ 2 2
/ \ a. / g(x) dx b. / g(x) dx
0 1
0 2 4 6 8 10 0 2
Zaman (sn) c. /f(x) dx d. / %f(x) dx
2 0
10 2
3. Eak = —2ve Ebk = 25 ise asagidakileri bulun. e. / (g(x) = 3f(x)) dx
0
& ay
Z ? b. ];(bk - 3ak) Alan
10 0 /5 11-14 problemlerinde, f’nin grafigi ile x-ekseni arasinda kalan bdl-
Z a + by — 1) d. kz:l (5 ) genin toplam alanini bulun.

1. fx) =x>—4x+3, 0=x=3



12. f(x) =1— (x%*4), —2=x=3

13. fx) =5 -5, —-1=x=38

4. fx) =1 —Vx, 0=x=4

15-26 problemlerindeki egriler ve dogrularla gevrelenen bolgelerin
alanlarimi bulun.

15 y=x, y=1/x% x=2

16. y=x, y=1/Vx, x=2

17. Vx+ Vy=1, x=0, y=0

y

0

—_

18. 2 +Vy=1, x=0, y=0, 0=x=10igin

Y

| P+Vy=10=x=1

0 1

19. x =272 x=0, y=3 20.x=4—-y% x=0

21, 2 =4x, y=4x—2

22. yP=4dx+4, y=4x-16

23. y=sinx, y=x, 0=x=m/4

24. y = |sinx|, y=1 —-7w2=x=m7/2

25. y=2sinx, y=sin2x, 0=x=m

26. y = 8cosx, y=sec’x, —7w/3=x=m/3

27. Soldan x + y =2, sagdan y = x° ve iistten y = 2 ile gevrelenen “ii¢-
gen” bolgenin alanini bulun.

28. Soldan y = Vx. sagdan y = 6 — x ve alttan y = 1 ile gevrelenen “lig-
gen” bdlgenin alanini bulun.

29. f(x) = x> — 3x¥nin ekstremum degerlerini bulun ve f’nin grafigi
ile x-ekseni arasinda kalan bolgenin alaninin bulun.

30. Birinci dortte bir bolgeden x'/% + y'/2 = 4'/2 egrisiyle kesilen bél-
genin alanini bulun.

31. x =) egrisiile x = y ve y = —1 dogrular arasinda kalan bol-
genin toplam alanini bulun.

32. 0 = x = 37/2 araliginda y = sin x ve y = cos x egrileri arasinda
kalan bdlgenin toplam alanini bulun.

Bolim5  Probleml

Baslangic Deger Problemleri
33. y=x? +/ %dt ‘nin
1

d’y |
Sl (=3, y()=1
e 22 y'(1) (1)

baslangi¢ deger problemini ¢ézdiigiinii gdsterin.
34. y= fox(l + 2Vsec t) dt ’nin

dzy
dx?

baslangi¢ deger problemini ¢6zdiigiinii gdsterin.

er

= Vsecxtanx; y'(0) =3, »(0) =0.
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35 ve 36 problemlerindeki baslangic deger problemlerinin ¢6ziim-

lerini integral olarak ifade edin.
Ay sinx _
35. oo x> y(5) =-3

d
36. ay = V2 —sidx, yp(-1)=2

Belirsiz integralleri Hesaplama
37-44 problemlerindeki integralleri hesaplaym.

37. /2(cos x) "2 sin x dx 38. /(tanx)%/2 sec? x dx

39. /(29 + 1+ 2cos (20 + 1)) do

S S 2 (9 — )
40. + 2 20 — ) | dO
/ ( Y sec” ( )

2 2 (t+ 17 -1
41. /(Z—T)(I‘i‘?)dt 42. /‘t74dt

43. / V1 sin (2¢%/2) dt 44. / secOtan 6 V1 + sec 6 do

Belirli integralleri Hesaplama
45-70 problemlerindeki integralleri hesaplayin.

1 1
45, (3x% — 4x + 7) dx 46. / (8s% — 125> + 5) ds
- 0

1
2 4 27
47. / —dv 48. / x ¥ dx
1 v 1
dt

4 a1+ Vu)?
49, — 50. e ——
[ Vi [ Vu
1 1
51. L’xs 52. / L
o 2x+1) o V(7 — 5r)?

du

1 1/2
53. / X1 = xPP)ax 54, / (1 + o2 dy
1/8 0

T /4 -
55. / sin® 57 dr 56. / cos? (4t vy
0 0

o
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/3 3m/4
57. sec’ 0 do 58. / csc? x dx
/4
37 X T 0
59. cot? = dx 60. / tan? = df
6 0 3
0 3m/4
61. sec x tan x dx 62. / csczceotzdz
—/3 /4
/2 1

63. 5(sin x)*/? cos x dx 64. / 2xsin (1 — x2) dx
-1

/2 2m/3 ¥ ¥
65. 15 sin* 3x cos 3x dx 66. / cos™ (*) sin (*) dx
—7/2 0 2 2

— T 5 T T

™2 3 sinx cosx /4 sec? x
67. ————x 68. o5 dx
V1 + 3sin’x o (1 + 7tanx)¥
/3 /4
V2 sec /36 \/tsin V¢

Ortalama Degerler

71. f(x) =mx + b’nin ortalama degerini verilen aralikta bulun.
a. [—1,1]
b. [k, k]
72. Verilen aralikta fonksiyonlarin ortalama degerini bulun.
a. [0, 3] araliginda y = Vi3x
b. [0, a] araliginda y = Vax
73. f [a, b] araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Boliim 2°de

f’nin [a, b]’deki ortalama degisim oranini

f(b) — fla)
b—a

ve f’nin x’teki anlik degisim oranini ise f'(x) olarak tanimlamistik.
Bu béliimde ise bir fonksiyonun ortalama degerini tanimladik. Yeni
ortalama taniminin eskisiyle tutarli olmasi igin,

fb) = fla) _

"’niin [a, b]'deki ortalama degeri
b—a £

olmasi gerekir. Bu dogru mudur? Yanitinizi agiklayin.

74. Integre edilebilir bir fonksiyonun 2 uzunlugunda bir araliktaki or-
talama degerinin fonksiyonun o araliktaki integralinin yarist
oldugu dogru mudur? Yanitinizi agiklayin.

E3 75. 365 giinliik bir yil igin

f(x) = 37sin (% (x - 101)) + 25
sicaklik fonksiyonunun ortalama degerini hesaplaym. Bu Fair-
banks, Alaska’daki yillik ortalama hava sicakligini bulmanin bir
yoludur. Ulusal Hava Servisi’nin resmi rakami, giinliik normal or-
talama hava sicakliklarinin sayisal ortalamasi, f(x)’in ortalama
degerinden biraz daha yiiksek olan 25.7 °Fdir. Sekil 3.33 nedeni-
ni gostermektedir.

Ed 76. Bir gazin ozgiil 1sis1 cal/°-mol (kalori bélii derece gram

molekiil) birimiyle dlciilen 6zgiil 1s1 C,, verilen bir miktar sabit

hacimli gazin sicakligini 1°C arttirmak igin gerekli 1s1 miktaridir.
Oksijenin 6zgiil 1s1s1 7 ’ye baghdir ve

C, =827 + 107> (26T — 1.877?).

formiilinii saglar. 20° = 7 = 675°C i¢in C,’nin ortalama
degerini ve bu degerin hangi sicaklikta alindigini bulun.

integralleri Tiiretmek

77-80 alistirmalarinda dy/dx’i bulun.
7x
V2 + cos® t dt

77. y=/ V2 + cos’ tdt 78. y =
2 2

' 6 2
79. y = dt 80. = —dt
d / 3+ 4 / 211

Teori ve Ornekler

81. [a, b] araliginda tiirevlenebilen her y = f(x) fonksiyonunun ken-
disinin [a, b]’de bir fonksiyonun tiirevi oldugu dogru mudur?
Yanitinizi agiklaym.

82. F(x)’in f(x) = V1 + x*  fonksiyonunun bir ters tiirevi
oldugunu varsayn. fol \/1 + x* dx integralini F cinsinden ifade
edin ve yanitiniz1 agiklayin.

83. y = L ! \/1 + t2dt ise dy/dx’i bulun. Hesaplarimzdaki ana
adimlarr agiklayin.

84. y = f fosx(l/(l — t?)) dt ise dy/dx’i bulun. Hesaplarmizdaki
ana adimlari agiklayin.

85. Yeni bir park yeri Park yeri ihtiyacini karsilamak i¢in, kasaba-
niz burada goriilen alant ayirmistir. Kasaba mithendisi olarak, ka-
saba konseyi sizden park yerinin 11.000$’a yapilip yapilamayaca-
gim bulmamzi istemektedir. Alan1 temizlemenin masrafi ft?
basina 0.10$°dir ve park yerinin ingaati ft® basina 2.00$ tutacaktir.
Isin tamami 11.000$’a yapilabilir mi?

Yatay mesafe = 15 ft

64.4 ft

[ o]

42 ft

fhmal edilir



86. A ve B parasiitciileri 6400 ft ytikseklikte bulunan bir helikopter-
dedirler. A parasiitciisii atlar ve paragiitiinii agmadan 6nce 4 sn
diiser. Helikopter bu sirada 7000 ft’e ¢ikar ve orada kalir. 4 he-
likopterden ayrildiktan 45 sn sonra, B atlar ve parasiitiinii ag-
madan Once 13 s diiser. Parasiitleri agikken, iki parasiitcii de 16
ft/sn hizla diiserler. Parasiitleri agilmadan &nce parasiitgiilerin
serbset diistiiklerini (etkin hava direnci yok) varsayi.

a. A’nin parasiitii hangi yiikseklikte agilir?
b. B’nin parasiitii hangi ytikseklikte agilir?

¢. Yere Once hangi parasiit¢ii iner?

Ortalama Giinliik Envanter

Ekonomide ortalama deger ortalama giinlilk envanter gibi seyleri in-
celemek icin kullanilir. /(7) radyo, lastik, ayakkab1 veya bir firmanin ¢
giliniinde elinde hangi iiriin varsa onun sayisi ise (/’ya envanter
fonksiyonu deriz), / 'nin bir [0, 7] zaman araligindaki ortalama deger-
ine firmanin o araliktaki ortalama giinliik envanteri denir.

T
Ortalama giinliik envanter = ort(/) = % / 1(¢) dt.
0

A bir birim mal1 bir glin tutmanin masrafiysa, ort(/) - 4 o slirede orta-
lama giinliik tutma masrafidir.

87.

88.

89.

90.

Bilim 5 Ek ve ileri Alstirmalar N

Bir toptanci olarak, Tracey Burr Distributors her 30 giinde bir
1200 paket gikolata sevkiyati teslim almaktadir. TBD gikolatalari
alicilara diizenli bir sekilde dagitmaktadir ve bir sevkiyat geldik-
ten t glin sonra, eldeki paketlerin envanteri /(r) = 1200 — 40¢,
0 = ¢t = 30 ile verilir. 30 giinliik siirede TBD’nin ortalama giinliik
envanteri nedir? Bir paketi bir giin tutmanin masrafi 3¢ ise, giin-
likk ortalama tutma masrafi nedir?

Bir kurabiye iireticisi olan Rich Wholesale Foods kurabiye kutu-
larin1 her 14 giinde bir olan sevkiyata kadar havalandirmali bir
depoda tutmaktadir. Rich talepte zaman zaman goriilen firla-
malar1 karsilamak ic¢in yedekte 600 kutu bulundurmaya calisir,
dolayistyla  tipik  bir 14 giinliik envanter fonksiyonu
1(¢) = 600 + 600z, 0 = ¢t = 14 olarak verilir. Her kutunun giinliik
tutma masrafi 4¢’tir. Rich’in ortalama giinliik envanterini ve orta-
lama giinliik tutma masrafini bulun.

Solon Container’a her 30 giinde bir 450 silindirlik plastik sagma
sevk edilmektedir. Envanter fonksiyonu (giiniin bir fonksiyonu
olarak eldeki silindirler) (f) = 450 — /2 dir. Ortalama giinliik en-
vanteri bulun. Bir silindiri tutma masrafi giinde 2¢ ise, ortalama
giinliik tutma masrafint bulun.

Mitchell Mailorder’a her 60 giinde bir 600 kutu atlet corab1 sevk
edilmektedir. Sevkiyat geldikten 7 giin sonra eldeki kutu sayisi
I(t) = 600 — 20V 15¢. dir. Ortalama giinlik envanteri bulun.
Bir kutuyu tutma masrafi giinde 1/2¢ ise, ortalama giinliik tutma
masrafini bulun.

Biliim EK ve ileri Alstirmalar

Teori ve Ornekler
1. a. Alu(x) dv =7, ise Alf(x) d =17
b. A fwdi=dve [ =0 ise,
K\/de = V4 =2 midir?

Yanitlarinizi agiklayim.

2 5 5
2. / f(x) dx = 4,/ f(x) dx = 3,/ g(x)dx =2 olsun.
-2 2 -2
Asagidaki ifadelerden, varsa, hangileri dogrudur?
2 5
a. ﬂ f(x)dx = -3 b. /z(f(X) +gx) =9

c. =2 =x =35 araliginda f(x) = g(x).
3. Baslangi¢ deger problemi

)= éff(z) sina(x — 1) dt

fonksiyonunun

2

dy dy
— + a* = f(x), x=0iken — = =
i’ y = f(x), x=0iken Ovey=0

baslangic deger probleminin ¢dzdiigiinii  gosterin. (Ipucu:

sin (ax — at) = sin ax cos at — cos ax sin at)

. Orantililik x ve y’nin

Y
1
x = ————dt.
A V1 + 4t
denklemiyle birbirine bagl olduklarmi varsaym. ¢%y/dx*"nin y’ye
orantili oldugunu gdsterin ve oranti sabitini bulun.

. Asagidaki durumlarda f(4)’i bulun.

X fx)
a. / f(#) dt = x cos mx b. / 2 dt = x cos mx
0 0

. Asagidaki bilgilerle f(7/2)’yi bulun.

i. f pozitif ve siireklidir.

ii. x=0danx = a’ya kadar y = f(x) egrisinin altinda kalan alan
sOyledir:

a2

a . T
=+ 2 + 5 .
B 2Sll’lLl 2COSCl
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7. xy-diizleminde x-ekseni, y = f(x), f(x) = 0 egrisi, x=1vex =b
dogrulan ile smirlanan bolgenin alam1 her b > 1 degerinde
Vb? + 1 — V2 ye esittir. f(x)’i bulun.

/x(/uf(l) dt) du = /Xf(u)(x — u) du
0 0 0

oldugunu ispatlayin ([pucu: Sag taraftaki integrali iki integralin
farki olarak ifade edin. Sonra denklemin iki tarafinin da x’e gore
tiirevinin ayni oldugunu gosterin).

9. Bir egri bulmak x’teki tiirevi her zaman 3x + 2 ise, (1,—1) nok-
tasindan gegen xy-diizlemindeki egrinin denklemini bulun.

10. Shoveling dirt Bir gukurun dibinden yukart 32 ft/sn ilk hiziyla
bir kiirek dolusu ¢op atiyorsunuz. Copiin ¢ukurun disina gika-
bilmesi i¢in 17 ft yukar1 gikmasi gerekmektedir? Ik hiz bunun
i¢in yeterli midir, yoksa kafanizi saklamaniz m1 gerekir?

Parcali Olarak Siirekli Fonksiyonlar

Esas olarak stirekli fonksiyonlarla ilgilendigimiz halde, uygulamalar-
daki fonksiyonlarin gogu pargali olarak siireklidir. Bir f(x) fonksiyo-
nunun bir / kapal1 araliginda sonlu sayida siireksizligi varsa, /’nin her
i¢ noktasinda

lim f(x) ve lim, f(x)

limitleri var ve sonlu ise ve /’nin ug noktalarinda uygun tek tarafli li-
mitler var ve sonlu ise f fonksiyonu I kapah araliinda parcah ola-
rak siireklidir. Biitiin pargali olarak stirekli fonksiyonlar integre edi-
lebilirdir. Siireksizlik noktalar1 / araligini f’nin siirekli oldugu acik
ve yari agik alt araliklara boler. Yukaridaki limit kriterleri, her alt arali-
gin kapanisina f’nin siirekli olarak genislemesini garanti eder. Pargali
olarak siirekli bir fonksiyonu integre etmek igin tek tek genislemeleri
integre eder ve sonuglari toplariz.

1 — x, -1=x<0
fx) =< X2, 0=x<2
-1, 2=x=3

fonksiyonunun (Sekil 5.34) [-1, 3] araligindaki integrali

3 0 2 3
/f(x)dx :/(1 — Xx) dx +/x2dx + / (=1) dx
-1 -1 0 2
xz 0 x3 2 3
-] 5

3.8 4,0
“2t3 T
olur.
Temel Teorem pargali olarak  siirekli  fonksiyonlara

(d/dx) f; f(2) d’nin sadece f’nin siirekli oldugu x degerlerinde f(x)’e
esit olacag1 kisitlamastyla uygulanir. Asagidaki Leibnitz kuralinda da
benzer bir kisitlama vardir.

11-16 alistirmalarindaki fonksiyonlarmn grafiklerini ¢izin ve
tanim kiimelerinde integre edin.

11.

12.

13. ¢

14.

15.

16.

17.

18.

y
41
3F y=x
2_
10-
| | | |
oo 1 2 3
y=-1
1k — o

SEKIL5.34 Bunun gibi pargali olarak siirekli
fonksiyonlar parga parca integre edilir.

x) = {x2/3 —8=x<0
flx
4, 0=x=3
-4 =x<0
60 = {xz 4, 0=x=3
B {t, 0=t<1
sin 7rt, l=t=2
0=z<1
he) = { 6)1/3 l=z=2
1, 2 =x< -1
fx)y=491—-x% —-l1=x<1
2, l=x=2
r, -1=r<0
h(r) =<1 — 2, 0=r<l1
1, l=r=2
Sekildeki fonksiyonun ortalama degerini bulun.

y

1

y
1¢—o0 o——0
L —¢ & >«



Leibniz Kurali

Uygulamalarda, bazen hem alt hem de iist integrasyon sinirlart degis-
ken olan integrallerle tanimlanan

2

X 2Vx
(1 + 1) dt ve glx) = /\[ sin 2 dt

sin x X

flx) =

seklinde fonksiyonlarla kargilasiriz. Birinci integral dogrudan hesa-
planabilirken ikincisi hesaplanamaz. Ama iki integralin de tiirevini
Leibniz Kurali denilen bir formiille hesaplayabiliriz:

Leibniz Kurali
£, [a, b]'de siirekliyse ve u(x) ile v(x) x’in degerleri
[a, b]'de olan tlirevlenebilir fonksiyonlariysa,

d v(x)

N @ — ey 4
i, f0d = IR G~ ) G

olur.

Sekil 5.35 Leibniz Kuralinin geometrik bir yorumunu vermekte-
dir. Soldan toplanmasiyla ayni x aninda sagdan serilen degisken f(7)
genislikli bir hali goriilmektedir (Bu yorumda zaman ¢ degil x’tir). x
aninda, yer u(x)’ten v(x)’e kadar kaplanmaktadir. Halinin toplanma
hiz1 du/dx, serilme hizi dv/d ile esit olmak zorunda degildir. Verilen
herhangi bir x aninda, halinin kapladigi alan

v(x)
f(2) dt
x)

uf

Alx) =

ile verilir.

y

Toplama

Slu(x)

Serme

flv(x))

u(x)
v(x)
A(x) =/f(t) dt
u(x)

SEKIL 5.35  Bir halty1 sermek ve toplamak: Leibnitz kuralinim

t

bir geometrik yorumu:

B Foe) % fute) 2

Kaplanan alan hangi oranda degismektedir? x aninda, 4(x) serilen
halmin genisligi f(v(x)) kere halinin serilme hiz1 dv/dx ile artmak-
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tadir. Yani, A4(x)
fe) %

hiztyla artmaktadir. Ayn1 zamanda A(x) toplanan halinin genisligi kere
du/dx hizi olan

flute))

hiztyla azalmaktadir. 4°daki net degisim orani
dd _ dv _ du
dx - f(U(x)) dx f(u(x)) dx’

olarak bulunur ki, bu da Leibniz kuralidir.
Kuralr ispatlamak i¢in, F’yi f’nin [a, b]'deki bir ters tiirevi olarak
alalim. Bu durumda,

v(x)
f@)dt = F(u(x)) — Flu(x))
u(x)
olur. Bu denklemin iki tarafinin da x’e goére tiirevinin alinmasi bize
istedigimiz denklemi verir:

d v(x)

d
), Fwd=g [Fw(x)) ~ Flu(v)

= F) %~ ) B

Zincir Kurali
— F0) %~ flut) 9.

Leibniz kuralin1 kullanarak, 19-21 alistirmalarindaki fonksiyon-

larin tiirevini bulun.
X 1 sin x 1
19. f(x) :/ 7dl‘ 20. f(x) = /Cosx ﬁdt

1/x

2Vy
21. g(y) :/ sin £2 dt
vy

22. Leibniz kuralimi1 kullanarak,

x+3
/ t(5 —t)dt

integralini maksimize eden x degerini bulun. Bu gibi problemler
politik secimlerin matematiksel teorisinde geger. “The Entry
Problem in a Political Race”, Steven J. Brams ve Philip D. Straf-
fin, “Political Equilibrium”da, Peter Ordeshook ve Kenneth
Shepfle, editorler. Kluwer-Nijhoff, Boston, 1982, sayfa
181-195’e bakin.

Sonlu Toplamlara integrallerle Yaklasmak

Analizin ¢ogu uygulamasinda, sonlu toplamalara yaklagimda bulum-
mak i¢in integraller kullanilir—alisildik sekilde integrallere sonlu
toplamlarla yaklagimda bulunmanin tersine olarak.
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Ornegin, Ik »

V1+ V2 +-+ Va ’ibulun.

1

1
_23p| _2
[\/);dx 3 L 3

1 1 2 1 n 1
Sﬂ:\/;'ﬁ"_\/;'ﬁ'i_""" ﬁ‘ﬁ
N1+ V24 Vi

3/2

integrali

n

iist toplamlarinin limitidir.

n—11
n

1L

1
n

Dolayisiyla, n bilyiik oldugunda, S, 2/3’¢ yaklasir ve

Karekok toplamlz\ﬁ V24 V=S s %nm.

elde ederiz. Asagidaki tablo yaklasimin ne kadar iyi olabilecegini gos-

ozitif saymin karekdklerinin toplami,

termektedir.
n Kokler toplami ~ (2/3)n*?  Bagil hata
10 22.468 21.082 1.386/22.468 ~ 6%
50 239.04 235.70 1.4%
100 671.46 666.67 0.7%
1000 21,097 21,082 0.07%
23.

P+2+3+---+0n°
6

lim
n—>0o0 n

ifadesini, limitin
1
/ x> dx
0

oldugunu gostererek ve integrali hesaplayarak bulun.

24. Alistirma 23’e bakin ve asagidaki ifadeyi hesaplayin.

lim %1(13 +22+ 3B+ ).

n—o0 pn

25.

26.

27.

28.

29.

f(x) siirekli bir fonksiyon olsun.

tm k() +r(2)+ e (3)]

ifadesini belirli bir integral olarak ifade edin.

Alistirma 25’in sonucuyla asagidakileri hesaplayin

a. lim 24446+t 2m),

n—00 p

b, lim b (115 4+ 215 4+ 315 £ ... 4 415)

n—>00 n16

c. lim

1/ . .2 .3 .
n~>ooﬁ (sm% + smTﬂ' + smTTr +ee 4+ sm%).

Asagidaki limitler hakkinda ne sdylenebilir?

Ao lim (15 4 215 4 35 g 1)

n—00 p

e. lim %5(115 + 28 4+ 35 44yl

n—00 pn

a. r yarigapli bir daire igindeki n kenarli diizgiin bir ¢okgenin
alani 4,’nin
2
A, = % sin 2777-

oldugunu gosterin.

b. n — 00 iken A4,’nin limitini bulun. Bu bir dairenin alani
hakkinda bildiklerinizle uyusmakta midir?

Bir diferansiyel denklem y = sinx + fx "cos2tdr + 17in
asagidaki iki kosulu da sagladigimi gosteriniz.

i. y" = —sinx + 2sin2x

ii. x=mikeny=1vey =-2

Bir integralle tammlanan fonksiyon Bir fonksiyonun grafigi,

gosterildigi gibi, bir yarim ¢ember ve iki dogru pargasindan olus-
maktadir. g(x) = flx f(¢) dt olsun.

y

3

N

i 1\\/3

a. g(1)’1 bulun. b. g(3)’i bulun.

(-3, 4) acik araliginda g’nin bir yerel maksimumunun bulun-
dugu biitiin x degerlerini bulun.

¢. g(-1)’1 bulun.

e. x=-—1 de g’nin grafigine teget olan dogru i¢in bir denklem ya-
zin.

f. (-3, 4) acik araliginda g’nin grafiginin her biikiim noktasinin
x-koordinatini bulun.

g. g’nin degerler kiimesini bulun.
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Boliim Teknoloji Uygulama Projeleri

Mathematica/Maple Module
Alanlary, Hacimleri ve Egrilerin Uzunluklarini Bulmak i¢in Riemann Toplamlarint Kullanmak

Bolim I de Alanlart ve hacimleri goz Oniine getirir ve yaklagimda bulunur.

Mathematica/Maple Module

Riemann Toplamlari, Belirli Integraller ve Analizin Temel Teoremi

Bolimler I, IT ve III Riemann toplamlarini ve belirli integralleri gelistirir. B6liim IV, daha 6nce incelenen problemleri ¢ézmek icin, Temel
Teoremi kullanarak Riemann toplamlarini ve belirli integrali gelistirmeye devam eder.

Mathematica/Maple Module

Yamur Tutucular, Asansorler ve Roketler

Bolim I, bir egri altindaki alanin, béliimden alinan 6rnekler igin bir dikddrtgen yaklagiminin alani ile ayni oldugunu gosterir. Degisik sekillerdeki
havuzlarda toplanan suyun, havuz dolarken ve bosalirken, miktarini hesaplayacaksiniz.

Mathematica/Maple Module

Bir Dogru Boyunca Haraket, Boliim I1

Konum, hiz ve ivme arasindaki tiirev iligkilerinin g6z 6niinde canlandirilmasiyla bir grafigin seklini gézleyeceksiniz. Bu yazilim kullanilarak
metindeki sekiller canlandirilabilir.

Mathematica/Maple Module

Kirigleri Egmek

Kiriglerin egilmis sekillerini inceler, maksimum sapmalarini, konkavliklarint ve biikiim noktalarini belirler ve sonuglar1 bir kirisin stkigsmasi ve
gerilmesi cinsinden yorumlar.



BELIiRLi INTEGRALLERIN
UYGULAMALARI

GIRIS B&liim 5°te sonlu bir [a, ] kapali araligmin bir P béliiniisiine kars: gelen

Sp = ; fen) Avy

Riemann toplamlari ile integrasyon islemi arasindaki bagintiy1 kesfettik. [a, b] kapal
aralig1 {izerinde siirekli bir fonksiyon igin, béliiniisiin normu |[P| sifira yaklagirken S, nin
limitinin, f’nin bir ters tiirevi F olmak lizere

b
/ f(x) dx = F(b) — F(a)

sayist oldugunu bulduk. Bunu, x-ekseni ile a = x =< b igin y = f(x) fonksiyonunun grafigi
arasindaki alani hesaplama ve iki egri arasindaki alani bulma problemlerine uyguladik.

Bu bdlimde uygulamalari, hacimleri, diizlem egrilerin uzunluklarini, agirlik merkez-
lerini, donel yiizeylerin alanlarini, is ve sivilarin diizlemsel duvarlara karst kuvvetlerini
bulmaya genisletiyoruz. Biitiin bunlari1 kapali araliklarda siirekli fonksiyonlarin Riemann
toplamlariin limitleri olarak — yani Analizin Temel Teoremini kullanarak hesaplanabilen
belirli integraller olarak tanimliyoruz.

6.1 Dilimleyerek Hacim Bulmak ve Bir Eksen Etrafinda Dondiirme

Bu boliimde dik-kesitleri diizlemsel bolgeler olan kati cisimlerin hacimlerini tanimliyoruz.
Bir S kati cisminin bir dik-Kesiti, S’nin bir diizlemle arakesiti tarafindan olusturulan diiz-
lemsel bolgedir (Sekil 6.1).

Sekil 6.1°deki gibi bir S kat1 cisminin hacmini bulmak istedigimizi varsayin. Bir
silindirin klasik geometrideki tanimini keyfi tabanli silindirik kati cisimlere (Sekil 6.2)
genigleterek bagliyoruz. Silindirik kati cismin bilinen bir A taban alani ve /& yliksekligi
varsa silindirik kati cismin hacmi

Hacim = alan X yiikseklik =4 - &

olur.
Bu denklem, silindirik olmayan birgok kati cismin hacimlerini, dilimleme ydntemiyle
tanimlamanin temelini olusturur.

[a, b] araligindaki her x S kati cisminin dik-kesiti, alant A(x) olan bir R(x) bdlgesi ise
ve A(x), x’in stirekli bir fonksiyonu ise S kati cisminin hacmini bir belirli integral olarak
asagidaki yolla hesaplayabiliriz.
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SEKIL 6.3 S kat1 cisminde tipik bir ince
dilim.
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P, A(x) alanli R(x)

SEKIL 6.1 S kat1 cisminin, [a, b] arahgindaki
bir x noktasinda x-eksenine dik olan bir P,
diizlemi ve S’nin kesisimiyle olusan dik-kesiti.

l Ih = yiiksek
Alanimi bildigimiz Bolge tizerinde silindirik kati cisim
diizlem bolge Hacim = taban alani X yiikseklik = Ak

SEKIL6.2  Silindirik bir kat1 cismin hacmi daima taban alani kere
yiiksekligi olarak tanimlanir.

[a, b] araligini, genislikleri (uzunluklari) Ax; olan alt araliklara béleriz ve kati cismi,
a=xy<x;<-- <x,=bDboliniis noktalarinda x-ecksenine dik diizlemlerle, bir ekmegi dil-
imler gibi, dilimleriz. Boliiniis noktalarinda x-eksenine dik olan P, diizlemleri, S’yi ince
“dilimlere” ayirir (ince ekmek dilimleri gibi). Tipik bir dilim Sekil 6.3’te gdsterilmistir.
X ’deki diizlem ile x;deki diizlem arasindaki dilime taban alani A(x;) ve yiiksekligi
Ax; = x; — x;_; (Sekil 6.4) olan silindirik kati cisimle yaklagimda bulunuruz. Bu silindirik
katt cismin V} hacmi, yaklasik olarak dilimin hacmi ile ayn1 olan 4(x;) - Ax; dir:

k. dilimin hacmi =~ Vj, = A(x;) Axy.

Bu nedenle biitin S kati cisminin V' hacmine bu silindirik hacimlerin toplami ile
yaklasimda bulunulur.

Vo~ EVk = EA(xk) Axy.
k=1 k=1

Bu, [a, b] araligi lizerinde A(x) fonksiyonu ig¢in bir Riemann toplamidir. [a, b]’nin
boliintisiiniin normu sifira yaklasirken bu toplamlarin yaklagimlarinin iyilesmesini bek-
leriz. Dolayisiyla, bunlarin limit halindeki belirli integrallerini S kati cisminin hacmi
olarak tanimlariz.
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y labani K(x;) tzerinde
bulunan yaklagim
Xy deki diizlem silindiri
Ax = X = X

=
/

Silindirin taban
alan1 A(x;) olan
R(x;) bolgesidir.

OLCEKLI DEGIL

SEKIL 6.4 Sekil 6.3’teki ince dilime alant
A(x;) ve yiiksekligi Ax; =x;, —x;_; olan
R(x;) tabanli silindirik cisim ile
yaklasilmustir.

Tipik bir dik-kesit

SEKIL6.5 Ornek 1’deki piramidin dik-
kesitleri karelerdir.

TARIHSEL BIYOGRAFI

Bonaventura Cavalieri
(1598-1647)

TANIM
Bilinen integre edilebilir 4(x) dik-kesitli bir kat1 cismin x= a’dan x = b’ye kadar
hacmi 4’nin a’dan b’ye integralidir:

b
V=/A(x)dx.

Hacim

Bu tanim, A4(x) siirekli iken veya daha genel olarak, integrallenebilir iken uygulanir.

xdaki dizle. Tanimdaki formiili bir kati cismin hacmini hesaplamakta kullanmak igin asagidaki

adimlari izleyin:

Bir Kati Cismin Hacmini Hesaplama

1. Kati cismi ve tipik bir dik-kesit ¢izin.

2. Tipik bir dik-kesitin alan1 A(x) i¢in bir formiil bulun.
3. Integrasyon stmirlarini bulun.
4. Temel Teoremi kullanarak A(x) i integre edin.

ORNEK 1 Bir Piramidin Hacmi

3 m yiiksekliginde bir piramitin tabani, bir kenar1 3 m olan bir karedir. Piramidin ugtan
x m asagida yiikseklige dik olan dik-kesiti bir kenart x m olan bir karedir. Piramidin
hacmini bulun.

Coziim
1. Bir resim. Piramidi, yiiksekligi x-ekseninde ve ucu orijinde olarak cizer ve tipik bir
dik-kesit ekleriz (Sekil 6.5).
2. A(x) icin bir formiil. x’teki dik-kesit bir kenar1 x m olan bir karedir, dolayisiyla alani
sOyle olur:
Ax)=x*
3. Integrasyon simirlari. Kareler x = 0’dan x = 3’e kadar giderler.

4. Hacmi bulmak igin integre edin.

3 3 JERE
V=/A(x)dx=/x2dx=3} =9m’ [
0 0 0

ORNEK 2 Cavalieri Prensibi

Cavalieri Prensibi, yiikseklikleri esit ve her yiikseklikteki dik-kesitleri ayni olan kati
cisimlerin hacimlerinin esit olacagini sdylemektedir (Sekil 6.6). Bu, hacim tanimindan
hemen elde edilir. Ciinkd, dik-kesit alan fonksiyonu A(x) ve [a, b] aralig1 her iki cisim igin
aynidir. [



/)X

9—x2)

SEKIL6.7 x-eksenine dik olarak
dilimlenmis Ornek 2°deki takoz.
Dik-kesitler dikdortgendir.
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»l ___— Aynihacim

Her seviyede
ayn1 dik-kesit alani -

SEKIL6.6  Cavalieri Prensibi: Bu kati cisimlerin hacimleri aynidur.
Bunu bozuk paralarla kendi kendinize gorebilirsiniz (Ornek 2).

ORNEK 3

3 yarigapl bir silindirden iki diizlemle egri bir takoz kesilmistir. Bir diizlem silindirin ek-
senine diktir. Ikinci diizlem birinci diizlemi silindirin merkezinde 45°’lik agiyla kesmekte-
dir. Takozun hacmini bulun.

Bir Takozun Hacmi

Cizim  Takozu gizer ve x-eksenine dik tipik bir dik-kesit ekleriz (Sekil 6.7). x’teki dik-
kesit alan1 agagida verilen dikdortgendir:

A(x) (yiikseklik)(genislik) = (x)(Z\/9—7x2)
=2V9 — 2.

Dikdoértgenler x = 0°dan x = 3’¢ kadar gider. Dolayisiyla,

b 3
V=/A(x)dx=/2x\/9—x2dx

a 0

2 3 u=9— .\"22
= - (9 — x2)3/2} du = —2x dx plsun, in-

3 0 tegre edin ve geriye
_ ; 32 doniistiirtin.

0+ 3 (9)
= 18.
dir. [

Ddnel Cisimler: Disk Yontemi

Diizlemsel bir bolgenin diizlem igindeki bir eksen etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen
kat1 cisme donel cisim denir. Sekil 6.8°deki gibi cisimlerin hacimlerini bulmak igin,
sadece A(x) dik-kesit alaninin, R(x) yarigapl diskin alani oldugunu gézlemeliyiz. Burada
R(x) diizlemsel bolgenin sinirinin dénme eksenine uzakligidir. Boylece, alan

A(x) = m(yarigap)? = w[R(x)]* dir.

b b
VI/A(x) dx=/7T[R(x)]2dx

Dolayisiyla hacim tanimi

verir.
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y
y=Vx
R(®) = Vx
)
0 X 4 @
(a)
y
A

(b)

SEKIL6.8  Ornek 4’teki bélge (a) ve dénel
cisim (b).

Bir donel cismin hacmini hesaplamanin bu yontemine, bir dik-kesit R(x) yarigapl bir
dairesel disk oldugundan, ¢ogunlukla disk yontemi denir.

ORNEK 4 Bir Donel Cisim (x-Ekseni Etrafinda Dénme)

y= \/;, 0 =x =4 egrisi ile x-ekseni arasindaki bolge bir donel cisim elde etmek
tizere x-ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Donel cismin hacmini bulun.

Cozim  Bolgeyi, tipik bir yarigap1 ve iiretilen donel cismi gosteren bir sekil gizeriz (Sekil
6.8). Hacim
b
V=/ w[R(x)]? dx
a
! 2
- [ alVilas Ko = Vx
0
4 274 ( 4)2
X
= xdx=7r]=7r=877' [
fora=msl =
olarak bulunur.
ORNEK5  Bir Kiirenin Hacmi
Lt =a

¢emberi bir kiire elde etmek tlizere x-ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Hacmini bulun.

Cizim  Bolgenin x-eksenine dik diizlemlerle ince dilimlere kesildigini diistinelim (Sekil
6.9). —a ile a arasinda tipik bir x noktasindaki dik-kesit alani

A(x) = 7'ry2 =1(a* - x?)
dir. Bu nedenle hacim

V= /aA(x) dx = /(171'(a2 —xY)dx = W{azx — )ir =

a a

a”  olur.

[ONTEN
W

y

(X, y)

SEKIL6.9  x% 4+ y? = a? gemberini x-ekseni etrafinda
dondiirerek elde edilen kiire. Yarigap,

R(x) =y = Va® — x? dir (Ornek 5) [
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Takip eden 6rnekteki donme ekseni x-ekseni degildir, fakat hacmi hesaplama kurali
aymdir: Uygun smirlar arasinda 7 (yarigap)®’yi integre edin.

ORNEK 6 Bir Dénel Cisim ( y-Ekseni Etrafinda Dinme)

y= Vi egrisi ile y = 1 ve x = 4 dogrular1 arasindaki bolgenin y = 1 dogrusu etrafinda
dondiirtilmesiyle tiretilen donel cismin hacmini bulun.

Cizim  Bodlgeyi, tipik bir yarigap1 ve iiretilen donel cismi gdsteren bir sekil gizeriz (Sekil
6.10). Hacim

4
V=/ w[R(x)]? dx
1

[477[\/; - 1}2dx

w/4[x—2\/§+1]dx

2 4
X 5.2 3p _ I
—77[2 2 3x +x}1 6

olarak bulunur.

y
y
y= Vi

R(x%

y=1 5{\

1 g ® T

9
/ 1 I

L 1 | X
0 1 X 4
@ ®
SEKIL6.10  Ornek 6°teki bolge (a) ve donel cisim (b). ]

y-ekseni ile bir x = R(y), ¢ = y = d egrisi arasindaki bolgenin y-ekseni etrafinda
dondiirtilmesi ile tretilen bir donel cismin hacmini bulmak i¢in x yerine y yazarak ayni
yontemi kullaniriz. Bu durumda, dairesel dik-kesit alani

A(y) = m(yarigap)’ = w[R(»)]?
dir.

ORNEK7  y-Ekseni Etrafinda Dinme

y-ekseni ile x = 2/y, 1 = y < 4 egrisi arasindaki bdlgenin y-ekseni etrafinda dondiiriilme-
siyle iiretilen donel cismin hacmini bulun.
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SEKIL 6.11
cisim bir kismi (b).

Ornek 7°deki bolge (a) ve donel

Cizim  Bolgeyi, tipik bir yarigap1 ve liretilen donel cismi gosteren bir sekil ¢izeriz (Sekil
6.11). Hacim
4
V= [ m[R(y)]* dy
4 2
- 2
<[ )
4 4
of -] ol
=m| —dy=4w|—| =4nw|
/ 72 v, 4
= 3w
dir. [
ORNEK8  Dikey Bir Eksen Etrafinda Dinme

x = y*> + 1 parabolii ile x = 3 dogrusu arasindaki bolgenin x = 3 dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle {iretilen donel cismin hacmini bulun.

Cozim  Bolgeyi, tipik bir yarigapr ve tretilen donel cismi gosteren bir sekil gizeriz (Sekil
6.12). Hacim
V2 2
V= 7w[R(y)]" d
/ s [R(¥)]" dy
3 R(y)=3—-(*+1)
= 72 — y T d =2-y
[\/5 rhe
V2 2 4
= 4 — 4y° + d
[ v [ U
= 7|4y — 43 + ﬁ V2
Y 3Y 51\4
_ 647 \/2
15
olarak bulunur.
Yy RMH=3-0>+1D Y R =2—y?
=22 @?
Vat 3,V2) V2l
Y 4 Y
L > x X
2 U |
\GE x=y +1 (3’7\/5) _\/E_x y+1 i
(a) (b)

SEKIL6.12  Ornek 8'deki bolge (a) ve donel cisim (b). |
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(x, R(x))
(x, r(x)

b
-

SEKIL6.13  Burada iiretilen donel cisimlerin dik-kesitleri diskler degil pullar (rondela) dir dolayisiyla fa bA(x) dx
integrali biraz degisik bir formiile yol agar.

y
(=2,5)
Rx)=-x+3
y=-x+3
r) =x*+1 1,2)
s Rt
A
Integrasyon W TR x
aralig1
(a)

Pul dik-kesit

Dis yarigap : R(x) = —x + 3
i¢ yarigap : r(x) = x% + 1
(b)

SEKIL6.14  (a) Ornek 9°da donme eksenine
dik bir dogru pargasi tarafindan gerilen
bolge. (b) Bolge x-ekseni etrafinda
dondiirtildiigiinde, dogru pargasi bir pul
(rondela) tiretir.

Ddnel Cisimler: Pul Yontemi

Bir doénel cisim olusturmak igin dondiirdiigiimiiz bolge donme ekseninde bitmez veya
donme eksenini kesmezse, donel cismin iginde bir bosluk olur (Sekil 6.13). Dénme ekse-
nine dik-kesitler disk yerine pullardir. Tipik bir pulun boyutlart
Dis yarigap:  R(x)
I¢ Yarigap:  r(x)
ve pulun alam
Ax) = 7[RX)F — 7[r(0)] = 7([RX)F — (&)

olur. Sonug olarak, hacim tanim1 asagidaki belirli integrali verir

V= /bA(x) dx = /b w([RX)? = [Fx)]) dx.

Bir dilim, dis yarigap1 R(x) ve i¢ yarigapt »(x) olan dairesel bir pul oldugundan bir donel
cismin hacminin hesaplanmasti igin kullanilan bu yonteme pul yontemi denir.

ORNEK9  Bir Pul Dik-Kesit ( x-Ekseni Ftrafinda Dénme)

y=x*+1 egrisi ve y = —x + 3 dogrusu ile smirlanan bolge x-ekseni etrafinda
dondiirtilerek bir donel cisim olusturuluyor. Donel cismin hacmini bulun.

Coziim
1. Bolgeyi ¢izin ve iizerine donme eksenine dik bir dogru pargasi ekleyin (Sekil
6.14°deki lacivert dogru pargasi).

2. Bolgeyle birlikte x-ekseni etrafinda dondiiriilseydi dogru pargasinin tarayacagi pulun
i¢ ve dig yaricaplarini bulun.
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y
e
R(y) = Vy
2,4
C 4k
o) =3
8D [e———
—‘E y L
<
g J y = 2xveya
z y
= x=3
1)
Q
£
y = x% veya
X = \/;
L |
0 2 o

(a)

(b)

SEKIL6.15  (a) Ornek 10°daki y-ekseni
etrafinda dondiiriilen bélge, pul
yarigaplari, integrasyon sinirlari. (b)
(a)'daki dogru parcasinin taradigi pul.

Bu yarigaplar dogru pargasinin uglarmin dénme eksenine uzakliklaridir (Sekil 6.14)

Dis yarigap: R(x)=—x+3
f¢Yarigap:  r(x)=x*+1

3. Sekil 6.14(a)’daki egri ve dogrunun kesisim noktalarinin x-koordinatlarini bularak in-
tegrasyon sinirlarini belirleyin.
>4+ 1=-x+3
4+x—-2=0
x+2)x—1)=0
x=-2, x=1

4. Hacim integralini hesaplayn.

b
p= / (RO — [P ds

2 ve 3 adimlarindaki

degerler

/lﬂ((—x +32 = (x*2+ 1)) dx
-

1
/77(8—6x—x2—x4)dx

2

3045 _ 1177

_ a2 X7
—W{Sx 3x 3 51, 3

Bir bolgenin y-ekseni etrafinda gevrilmesi ile olusturulan bir cismin hacmini bulmak
icin Ornek 9’daki aym prosediirii kullaniriz fakat x yerine y’ye gore integral aliriz. Bu du-
rumda tipik bir pul tarayan dogru pargasi y-eksenine (dénme ekseni) diktir ve pulun dis ve
i¢ yarigaplari y’nin fonksiyonlaridir.

ORNEK 10

Birinci dortte bir bolgede y = x* parabolii ve y = 2x dogrusuyla sinirlanan alan y-ekseni
etrafinda dondiiriilerek bir donel cisim olusturuluyor. Dénel cismin hacmini bulun.

Bir Pul Dik-Kesit ( y-Ekseni Etrafinda Ddnme)

Cizim  Once bolgeyi ¢izin ve bolge boyunca donme eksenine (y-ekseni) dik bir dogru
pargasi gizin. Sekil 6.15(a)’ya bakin .

Dogru parcasmin taradigi pulun yaricaplart  R(y) = \/y,r( y) = y/2dir. (Sekil
6.15).

Dogru ve parabol y = 0 ve y = 4’te kesisirler, dolayisiyla ,integrasyon sinirlart ¢ = 0
ve d = 4’tiir. hacmi bulmak igin integral aliriz:

d
v = [ @R - o) &
4 2 2
[ (0] -]
0
2o
7, 4)Y =72 12,37 -
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Ozet

Biitiin hacim o6rneklerimizde, tipik bir dilimin dik-kesit alan1 A(x) nasil tanimlanirsa
tanimlansin, hacmin V = j; A(x) dx belirli integrali olarak tanimlanmasi yaptigimiz
hesaplamalarin kalbidir.

ALISTIRMALAR 6.1

Dik-Kesit Alanlari d. Dik-kesitler tabanlar1 xy-diizleminde olan eskenar liggenlerdir.

1 ve 2 alistirmalarinda kati cismin x-eksenine dik olan dik- kesit-
lerinin A(x) alanlar1 i¢in formiil bulunuz.

1. Cisim, x =-1 ve x = 1'de x-eksenine dik diizlemler arasinda bu-
lunmaktadir. Her durumda, bu diizlemler arasinda x-eksenine dik
olan kesitler y = —\/1 — x? yar1 ¢emberinden y = V1 — x2
yar1 gcemberine kadar gider.

24y =1

a. Dik-kesitler ¢aplari xy-diizleminde olan disklerdir.

2. Cisim, x =0 ve x = 4’te x-eksenine dik diizlemler arasinda bu-
lunmaktadir. Bu diizlemler arasinda x-eksenine dik olan kesitler
y = —Vx paraboliinden y = Vi paraboliine kadar gitmekte-
dir.

a. Dik-kesitler gaplar1 xy-diizleminde olan disklerdir.

c. Dik-kesitler kosegenleri x-diizleminde olan karelerdir. (Bir
karenin kdsegeninin uzunlugu kenarlarinin uzunlugunun V2
katidir.)

c. Dik-kesitler kdsegenleri xy-diixleminde olan karelerdir.

d. Dik-kesitler tabanlar1 xy-diizleminde olan eskenar liggenlerdir.
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Dilimleyerek Hacim Bulma

3-10 alistirmalarindaki cisimlerin hacimlerini bulun.

3.

Cisim, x =0 ve x = 4’te x-eksenine dik diizlemler arasinda bu-
lunmaktadir. 0 = x = 4 araliginda x-eksenine dik olan kesitler
kosegenleri y = —Vx paraboliinden y = Vx paraboliine
kadar giden karelerdir.

. Cisim, x =-1 ve x = 1'de x-eksenine dik diizlemler arasinda bu-

lunmaktadur. x-eksenine dik olan kesitler ¢aplari y = x? paraboliin-
den y =2 — x? paraboliine kadar giden disklerdir.

. Cisim, x =—1 ve x = 1’de x-eksenine dik diizlemler arasinda bu-

lunmaktadir. Her durumda, bu diizlemler arasinda x-eksenine dik
olan kesitler tabanlart y = —\/1 — x> yar1 gemberinden

_ 2
y =

1 — x° yar1 gemberine kadar giden dikey karelerdir.

. Cisim, x =-1 ve x = 1'de x-eksenine dik diizlemler arasinda bu-

lunmaktadir. Her durumda, bu diizlemler arasinda x-eksenine dik
olan kesitler kosegenleri y = —\/1 — x? yari gemberinden
y = V1 — x? yari cemberine kadar giden ka-relerdir.

. Bir cisimin taban1 y = 2V sinx egrisi ile x-ekseni iizerindeki

[0, 7] aralig1 arasinda kalan bolgedir. x-eksenine dik olan kesitler

asagidadir.

a. Tabanlari, sekilde gosterildigi gibi, x-ekseninden egriye kadar
giden eskenar tiggenler.

b. Tabanlar1 x-ekseninden egriye kadar giden kareler.

8. Cisim, x = —7/3 ve x = 7m/3de x-eksenine dik diizlemler
arasinda bulunmaktadir. x-eksenine dik kesitler soyledir:
a. Caplar1 y = tan x egrisinden y = sec x egrisine kadar giden
diskler.
b. Tabanlar1 y = tan x egrisinden y = sec x egrisine kadar giden
kareler.
9. Cisim, y =0 ve y = 2’de y-eksenine dik diizlemler arasinda bulun-

10.

maktadir.  y-eksenine dik  kesitler

caplart
x = \/gy2 paraboliine giden disklerdir.

y-ekseninden

Cisimin taban1 x* + y* = 1 diskidir. y-eksenine y = —1 ile y = 1
arasinda dik diizlemlerden olusan kesitler bir ayaklar1 diskin iiz-
erinde olan ikizkenar dik tiggenlerdir.

11.

12.

Biikiilmiis bir cisim Kenar uzunlugu s olan bir kare bir L
dogrusuna dik bir diizlemde bulunmaktadir. Karenin bir kdsesi L
iizerindedir. Bu kare L boyunca / kadar ilerlerken, kare L'nin
etrafinda donerek kare dik-kesitli tirbiison benzeri bir siitun olustu-
rur.

a. Siitunun hacmini bulun.

b. Kare bir yerine iki kere donerse hacim ne olur? Yanitinizi
aciklayim.

Cavalieri Prensibi Bir cisim x = 0 ve x = 12°de x-eksenine dik
diizlemler arasinda bulunmaktadir. x-eksenine dik diizlemlerden
olusan kesitler, sekilde gosterildigi gibi y = x/2 egrisinden y = x
dogrusuna giden disklerdir. Cismin hacminin neden taban
yarigapt 3 ve yliksekligi 12 olan bir koniyle ayni oldugunu
agiklaym.

Disk Yontemiyle Hacim Bulmak

13-16 alistirmalarinda, renkli bdlgenin verilen eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle tiretilen donel cismin hacmini bulun.

13. x-ekseni etrafinda 14. y-ekseni etrafinda
y y
2 3
3
X L > x
0 3




15. y-ekseni etrafinda 16. x-ekseni etrafinda

y y

1 y = sin x cos x

X = tan (%y)

(=]
[}
S

17-22 Alstirmalarindaki dogru ve egrilerle sinirli bolgeleri x-ekseni
etrafinda dondiirerek tiretilen cisimlerin hacmini bulun.

17. y=x% y=0, x=2 18. y=x°, y=0, x=2
19. y=V9—-x% y=0 20 y=x—2x% y=0
21. y= Veosxy, 0=x=m/2, y=0, x=0

22. y=secx, y=0, x=—-m/4, x=m/4

23 ve 24 alistrmalarinda bdlgenin verilen dogru etrafinda
dondiiriilmesi ile iiretilen cismin hacmini bulun.

23. Birinci dortte bir bolgede, tistten y = V2 dogrusu, alttan y = sec
X tan x egrisi ve soldan y-ekseniyle sinirli bolgenin y = V2
dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cisim.

24. Birinci dortte bir bolgede, lstten y = 2 dogrusu, alttan
y=2sinx, 0 < x = /2 egrisi ve soldan y-ekseniyle sinirli bdl-
genin y =2 dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cisim.

25-30 alistirmalarindaki dogru ve egrilerle sinirli bolgelerin y-ekseni
etrafinda dondiiriilmesi ile tiretilen donel cisimlerin hacmini bulun.

25. x = \/gyz, x=0, y=—1, y= lilesmmh bolge

26. x = y3/2, x =0, y=2 ilesmrl bolge

27. x = V2sin2y, 0=y =ax/2, x=0 ilesmirl bdlge
28. x = Vecos(my/4), —2=y=0, x=0 ilesmrlbdlge
29. x=2/(y +1), x=0, y=0, y=3

30. x= V2y/(2 + 1), x=0, y=1

Pul Yontemiyle Hacim Bulma
31 ve 32 alistrmalarindaki renkli bolgelerin belirtilen eksenler
etrafinda dondiiriilmesiyle iiretilen cisimlerin hacimlerini bulun.

31. x-ckseni etrafinda 32. y-ekseni etrafinda

y y

y = Vcosx :
y:

I
I
13

X =tany

|
0y
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33-38 alistirmalarindaki dogru ve egrilerle sinirli bolgelerin x-ek-
seni etrafinda dondiiriilmesiyle iiretilen cisimlerin hacimlerini bu-
lun.

M4.y=2Vx, y=2, x=0
36. y=4—x% y=2-x

33.y=x, y=1, x=0

35. y=x>+1, y=x+3

37. y =secx, y= \/2, —m/4d =x = 7/4

38. y=secx, y=tanx, x=0, x=1

3942 aligtirmalarinda, her bolgenin y-ekseni etrafinda dondiiriilme-

siyle olusan cismin hacmini bulun.

39. Koseleri (1, 0), (2, 1) ve (1, 1)'de bulunan iiggenle sinirlanan bolge.

40. Koseleri (0, 1), (1, 0) ve (1, 1)'de bulunan tiggenle sinirlanan bdlge.

41. Birinci dortte bir bolgede iistten y = x?, alttan x-ekseni ve sag-
dan x =2 dogrusuyla sinirlanan bélge.

42. Birinci dortte bir bolgede soldan x*> + 17 = 3 gemberi, sagdan
X = \/g,dogrusu ve alttan y = V3 dogrusuyla sinirlanan bolge.

43 ve 44 alistirmalarinda, her bdlgenin verilen eksen etrafinda dondi-

riilmesiyle iiretilen donel cismin hacmini bulun.

43. Birinci dortte bir bolgede tistten y = x? egrisi, alttan x-ekseni ve
sagdan x = 1 dogrusuyla sinirlanan bolge, x =—1 dogrusu etrafinda.

44, ikinci dértte bir bolgede tistten y = —x> egrisi, alttan x-ckseni ve

soldan x = -1 dogrusuyla sinirlanan bolge, x = -2 dogrusu etra-
finda.

Donel Cisimlerin Hacimleri

45. y = Vi egrisi ile y = 2 ve x = 0 dogrular tarafindan sinirlanan
bolgenin asagidaki eksenler etrafinda dondiiriilmesiyle olusan
donel cismin hacmini bulun.

a. x-ekseni b. y-ekseni

¢. y=2dogrusu d. x=4 dogrusu

46. y=2x,y=0ve x =0 dogrulariyla sinirli iiggen bélgenin asagidaki
eksenler etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini
bulun.

a. x =1 dogrusu b. x=2 dogrusu

47. y = x? parabolii ve y = 1 dogrusuyla simrh bolgenin asagidaki ek-
senler etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini
bulun.
a. y=1dogrusu b. y =2 dogrusu
¢. y=-1dogrusu

48. Koseleri (0, 0), (b, 0) ve (0, A)’de bulunan tiggen bolgenin
asagidaki eksenler etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel cis-
min hacmini integrasyonla bulun.

a. x-ekseni b. y-ekseni
Teori ve Uygulamalar

49. Bir torusun hacmi. x>+ y? =q4?> diski x =5b(b > a)
dogrusu etrafinda dondiiriilerek, torus adi verilen simit seklinde bir
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50.

51.

52.

53.

Biliim 6: Belirli Integrallerin Uygulamalar

donel cisim olusturuluyor. Hacmini bulun. ({pucu: a yarigaph bir
yarim ¢emberin alam1 oldugu igin, fja Va* —y2dy =
ma®/2°dir.)

Bir kisenin hacmi Bir kasenin sekli, y = x?/2’nin grafiginin
y =0 ve y =5 dogrulari arasindaki kismimin y-ekseni etrafinda
cevrilmesi ile elde edilecek sekildedir.

a. kasenin hacmini bulun

b. lliskili oranlar Kaseye, 3 birim kiip/sn oram ile su doldu-
rursak, su 4 birim derinlikte iken su seviyesi ne hizla yiik-
selmektedir?

Bir kasenin hacmi

a. a yarigapli yarim kiire seklindeki bir kase /4 derinliginde su
icermektedir. kasenin i¢indeki suyun hacmini bulun.

b. Iligkili oranlar 5 m yarigapli yarim kiire seklindeki bir beton
késeye 0.2 m*/sn orani ile su akmaktadir. Su 4 m derinlikte
iken su seviyesi ne hizla yiikselmektedir?

Bir cismin tam tizerindeki bir 15181n olusturdugu cisim golgesinin

donme eksenine paralel uzunlugunu &lgerek bir donel cismin

hacmini nasil tahmin edebileceginizi agiklayin.

Bir yarikiirenin hacmi  Asagidaki sekilde gosterildigi gibi, R

yarigapli bir yarikiirenin dik-kesitlerini, R yarigapl ve yiiksekligi
R olan bir dik dairesel i¢i dolu silindirden taban yarigapt R ve
yiiksekligi R olan bir dik koni ¢ikararak elde edilen cismin dik-
hacmini

kesitleri ile Kkargilastirarak, yarikiirenin veren

V= (2/3)mR? formiiliinii elde edin.

|é§“%|

54.

55.

Bir koninin hacmi  Yiiksekligi # ve yarigapt » olan dik bir
koninin hacmini bulmak i¢in analiz kullanin.

Bir tava tasarlamak Kulplar1 olan kiiresel bir kap seklinde bir
kizartma tavasi tasarliyorsunuz. Evde yaptiginiz deneyler sizi, de-
rinligi 9 cm yapar ve kiireye 16 cm’lik bir yarigap verirseniz onun
3 L civarinda sivi tutacagl konusunda ikna ediyor. Emin olmak
icin tavay1 asagida gosterildigi gibi bir donel cisim olarak
goziinlizde canlandirtyor ve hacmini bir integralle hesapliyor-
sunuz. Buldugunuz hacim santimetre kiip olarak nedir?
(1L =1000 cm®)

56.

57.

y (cm)

e T~ 24+ yr =162 =256
N

X (cm)

Derinlik 9 cm

-16

Bir cekiil tasarlamak Sizden 190 gr civarinda bir agirlig1 olan
sa¢ bir ¢ekiil tasarlanmaniz istendiginde, asagida gosterilen donel
cisim gibi tasarlamaya karar veriyorsunuz. Cekiiliin hacmini bu-
lun. Yogunlugu 8.5 gr/ecm’® olan bir sa¢ belirlerseniz, ¢ekiiliin
agirligi ne olur?

y (cm)

y=15V36 -2

Maks - Min y=sinx, 0 =x =, yayty=¢,0 =c =1

dogrusu etrafinda dondiriilerek Sekil 6.16'daki cisim elde

ediliyor.

a. Cismin hacmini minimize eden ¢ degerini bulun. Minimum
deger nedir?

b. [0, 1]'deki hangi ¢ degeri cismin hacmini maksimize eder?

c. Cismin hacminin grafigini ¢’nin bir fonksiyonu olarak 6nce
0 = ¢ = 1 araliginda, sonra daha genig bir tanim araliginda
¢izin. ¢ [0, 1]'den uzaklastik¢a, cismin hacmine ne olur?
Bunun fiziksel bir anlami var midir? Yanitinizi agiklayin.

y

A

SEKIL 6.16
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58. Yedek yakit tanki Bir helikopterin ugus mesafesini arttirmak a. Tank kag ft* yakit alacaktir?
i¢in govdesinin altina sigacak yedek bir yakit tanki tasarliyorsu- b
nuz. Cizim tahtanizda gergeklestirdiginiz deneylerden sonra, tan-
kiy=1-(x?/16), -4 = x = 4 egrisinin x-ekseni etrafinda dondii-
riilmesiyle iretilecek ylizey gibi sekillendirmeye karar
veriyorsunuz (boyutlar ft’tir).

Silindirik Kabuklarla Hacim Bulmak

Boliim 6.1 de, A(x) bir S cisminin x = a’dan x = b’ye kadar integrallenebilir dik-kesit alan1
olmak tizere S cisminin hacmini,
b
V= / A(x) dx

belirli integrali olarak tanimladik. A(x) alani, cismi x-eksenine dik bir diizlemle dilimleye-
rek elde edilmisti. Bu boliimde, hacim i¢in ayn1 integral tanimini kullaniyoruz, fakat alani
cismi farkli bir sekilde dilimleyerek elde ediyoruz. Bu defa cismi, kurabiye kaliplart gibi
giderek artan yarigaph dairesel silindirlerle dilimliyoruz. Cismi, silindirin ekseni y-ekse-
nine paralel olacak sekilde, yukaridan agagiya x-eksenine dik olarak dilimleriz. Her silin-
dirin dikey ekseni ayn1 dogrudur fakat silindirlerin yarigaplar1 her dilimde artar. Bu yon-
temle S cismi, agaclardaki yas halkalart gibi, kalinliklar: esit olan ve ortak eksenden
disartya dogru gittikge biiyiiyen ince silindirik kabuklara dilimlenir. Bir silindirik kabugu
acarsak, hacminin yaklasik olarak alani A(x) ve kalinlig1 Ax olan dikdértgensel bir dilimin
hacmine esit oldugunu goriiriiz. Bu, dnceden oldugu gibi, hacim i¢in ayni integral tanimi-
n1 uygulamamizi saglar. Yontemi genel olarak tanimlamadan 6nce biraz daha tecriibe ka-
zanmak icin bir drnege bakalim.

. Bir ft* 7.481 galondur. Eger helikopter bir galonla 32 mil
gidiyorsa, tank yerlestirildiginde helikopter ne kadar ekstra
yol alabilecektir?

ORNEK 1 Kabuklar Kullanarak Bir Hacim Bulmak

x-ekseni ve y = f(x) = 3x — x? parabolii ile smirlanan bolge x = —1 dikey dogrusu
etrafinda dondiiriilerek bir donel cisim olusturuluyor (Sekil 6.17). Dénel cismin hacmini
bulun.

Coziim Boliim 6.1°deki pul yontemini burada kullanmak zor olacaktir, ¢iinkii parabo-
liin sol ve sag kollarinin x-degerlerini y cinsinden ifade etmemiz gerekecektir.

Y

gf‘\? y=3x —x2 i

2+

1+

I 1 I
-2 -1 0 1 2 3

Donme Donme
ekseni | -2 ekseni
x=-1 x=—

(a) (b)

SEKIL 6.17 (a) Ornek 1'deki bolgenin grafigi, dondiiriilmeden 6nce. (a)daki bdlgenin
x =—1 dénme ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile olusan cisim.
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(Bu x-degerleri tipik bir pulun, karmasik formiillere yol agan i¢ ve dis yarigaplaridir.)
Ay kalinhiginda yatay bir serit dondiirmek yerine Ax kalinliginda dikey bir serit
dondiiriiriz. Bu dondiirme, dikey seridin tabani igindeki bir x;, noktasinin tizerinde y; ytk-
sekliginde ve Ax kalinliginda bir silindirik kabuk olusturur. Bir silindirik kabuk 6rnegi
Sekil 6.18 de renkli bolge olarak gosterilmistir. Sekilde gosterilen silindirik kabugun,
* cisim boyunca yukaridan asagtya dogru donme eksenine paralel ve biitliin ¢evre boyunca
icteki delige yakin olarak kesilen bir dilime yaklagimda bulundugunu diisiinebiliriz. Daha
sonra genislemis deligin gevresi boyunca baska bir silindirik dilim keseriz ve sonra bir
daha ve bdyle devam ederek » tane silindir elde ederiz. Silindirlerin yarigaplar1 agamali
olarak artar. Silindirlerin yiikseklikleri paraboliin seklini takip ederler: kisadan uzuna ve
SEKIL6.18  Ax kalinligindaki bir dikey sonra geri kisaya (Sekil 6.17a).
seridin x = —1 etrafinda dondiiriilmesiyle Her dilim, x-ekseninin uzunlugundaki (genisliginde) bir alt aralig1 lizerinde oturmak-
elde edilen y, yiiksekliginde bir silindirik tadir. Yarigap1 yaklasik olarak (1 + x;)ve yiiksekligi yaklasik olarak 3x; — xkz dir. x;’daki
kabuk. Silindirin dis yarigapt x;’dir ve bu silindiri agar ve diizlestirirsek kalinligi Ax olan dikdortgensel bir dilim haline (yaklasik

noktada paraboliin yiiksekligi olarak) gelir (Sekil 6.19). k. silindirin dig gevresi 27 - yarigap = 2a(1 + x;) dir ve bu da
Yk = 3x; — x;2 dir (Ornek 1). acilan dikdortgensel dilimin uzunlugudur. Hacmi ise yaklasik olarak dikdortgensel cismin
hacmidir,

AV, = gevre X yiikseklik x kalinlik
=2m(1 + xp) - (3xk — xkz) < Ax

h= 3y, — x,2 . I/
Gxe = x%) >— Ax = kalinlik

SEKIL6.19  Bir silindirik kabugu, (yaklasik olarak) dikdortgensel
diiz bir cisim elde etmek icin kesip actigmiz1 hayal edin (Ornek 1)

[0, 3] aralig: lizerindeki silindirik kabuklarin AV}, hacimlerini toplamak

EAVk = 2277(xk + 1)(3xk — xkz) Ax.
=1 =1

Riemann toplamini verir.
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Ax — 0 igin limit almak hacim integralini verir:

3
V= / 2ar(x + 1)(3x — x2) dx
0
3
= / 27r(3x% + 3x — x3 — x¥) dx
0

3
= 277'/ (2x2 + 3x — x3) dx
0

3

_ 23,30 14
—277{3)( +2x 4x0
_ 45w

5

Simdi Ornek 1°deki prosediirii genellestirelim.

Kabuk Yontemi

&1

Negatif olmayan siirekli bir y = f(x) fonksiyonunun grafigi ve x-ekseni tarafindan, sonlu
[a, b] kapali aralig1 iizerinde sinirlanan bolgenin, x = L dikey dogrusunun saginda
kaldigint varsayalim (Sekil 6.20a). @ = L oldugunu kabul ediyoruz. Dolayisiyla, dikey
dogru bolgeye dokunabilir fakat bdlgenin iginden gegmez. Bu bolgeyi dikey L dogrusu

etrafinda dondirerek bir S cismi lretiriz.

Dikey donme
ekseni

Dikey donme

ekseni @? y = fx)
S

y = fx) ~

a /o \ b .

Xe=1 Xk

(@) (b)

SEKIL6.20 (a) da gosterilen bolge x = L dikey dogrusu etrafinda déndiiriildiigiinde, si-
lindirik kabuklara dilimlenebilen bir cisim iretilir. Tipik bir kabuk (b) de gosterilmistir.

Dikdortgen
yiiksekligi = f(c;)

[a, b] araliginin a = xy < x; < -+ < x,= b noktalari ile bir boliiniisii P ve [x;_, x;]
araliginin orta noktasi ¢, olsun. Sekil 6.20a’daki bolgeye [a, b] araliginin bu boliiniisii iiz-
erine oturtulan dikdortgenlerle yaklasimda bulunuruz. Tipik bir yaklagim dikddrtgeninin
yiiksekligi f(c;) ve genisligi Ax, = x; — x; _ ;'dir. Bu dikdortgen x = L dikey dogrusu
etrafinda dondiirtiliirse Sekil 6.20b’deki gibi bir kabuk siipiiriir. Geometriden bir formiil,

dikdortgen tarafindan siipiiriilen kabugun hacminin

AV, =2m X ortalama kabuk yarigap1 X kabuk yiiksekligi x kalinlik

=27 (cy — L) flcr) » Axy

oldugunu soyler.
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S cisminin hacmine, P lizerine oturtulan » tane dikdortgenin siiptlirdiigii kabuklarin hacim-
lerini toplayarak yaklasiriz:

Va DAV
=1
|P| = 0 iken bu Riemann toplaminin limiti, cismin hacmini bir belirli integral olarak verir:
b
V= 27:( kabuk ) ( ..kabuk.v.) dx
; yarigapi/ \ytiksekligi

/b 2m(x — L)f(x) dx

Integrasyon degiskenine, burada x, kahnlik degiskeni olarak bakariz. Integrand igin bir for-
miil igeren ikinci integralden ¢ok, kabuk yonteminin isleyisini vurgulamak igin birinci integ-
rali kullaniriz. Bu, yatay bir L dogrusu etrafinda dondiirmelere de izin verir.

Dikey Bir Dogru Etrafinda Dénme i¢in Kabuk Formiilii
x-ekseni ile siirekli bir y = f(x) = 0, L = a = x = b fonksiyonunun grafigi
arasindaki bolgenin x = L dikey dogrusu etrafinda dondiiriilmesi ile elde edilen

donel cismin hacmi
b
V= 27:( kabuk )( ..kabuk.,.)dx
g yarigapi/ \yiiksekligi

dir.

ORNEK2  y-Ekseni Etrafinda Déndiirme ile Silindirik Kabuklar

y = \/);, egrisi, x-ekseni ve x = 4 dogrusu ile gevrelenen bolge y-ekseni etrafinda
dondiirtilerek bir donel cisim iiretiliyor. Donel cismin hacmini bulun.

Cizim  Bolgeyi ¢izin ve bdlge boyunca donme eksenine paralel bir dogru pargasi ekleyin
(Sekil 6.21a). Dogru pargasinin uzunlugunu (kabuk yiiksekligi) ve donme eksenine
uzakligini (kabuk yaricapi) belirleyin. (Sekil 6.2 1b’de kabugu ¢izdik, fakat sizin bunu yap-

maniza gerek yoktur.)

Kabuk yaricap1
y

v

é% Kabuk yarigap1

Kabuk
yiiksekligi

Integrasyon
Aralig

integrasyon aralig1

(a) (b)

SEKIL 6.21 (a) Ornek 2’deki bolge, kabuk boyutlari ve integrasyon araligi. (b) (a)daki dikey dogru
pargasinin siiplirdiigii Ax genisligindeki kabuk.
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Kabuk kalinlig1 degiskeni x'dir, dolayisiyla kabuk formiiliiniin integrasyon sinirlari
a=0ve b=4tir (Sekil 6.20). Bu durumda hacim

b
o / 277( kabuk )( kabuk ) 0
a yarigap1/ \yiiksekligi
4
=/ 27T(X)(\/);) dx
0

4 4
=27 | xXPdx=2m gxs/z = %. |
0 5 0 5

olur.

ORNEK 3 x-Ekseni Etrafinda Dondiirme ile Silindirik Kabuklar

y = \/);,egrisi, x-ekseni ve x = 4 dogrusu ile gevrelenen bolge x-ekseni etrafinda
dondiiriilerek bir donel cisim iiretiliyor. Donel cismin hacmini bulun.

Cozim  Bolgeyi ¢izin ve bolge boyunca donme eksenine paralel bir dogru pargasi ekleyin
(Sekil 6.22a). Dogru pargasimnin uzunlugunu (kabuk yiksekligi) ve dénme eksenine
uzakligini (kabuk yarigapi) belirleyin. (Sekil 6.22°’de kabugu ¢izdik, fakat sizin bunu yap-
maniza gerek yoktur.)

Bu durumda kabuk kalinlig1 degiskeni y dir. Dolayistyla kabuk formiiliiniin integras-
yon sinirlart a =0 ve b =2 dir (Sekil 6.22°de y-ekseni lizerinde). Donel cismin hacmi

- bzw(kabuk)( kabuk )d
a yaricapi/ \yiiksekligi Y
2

=A 27(y)(4 — y*) dy
2

=/ 2m(4y — y*) dy
0

y472
= 277{2)/2 - 4] = 8w [ |
0

dir.

Kabuk ytiksekligi

2 7
y y
4-y?
Kabuk yiiksekligi

2 x=)? 4,2) O\ ~~~~~~~~ ‘.
s |1 1 B T
<}
AR
£l
O «© .
£ i/ Kabuk yarigap1 g\\ Integrasyon

0 4 W Araligi

(a) (b)

SEKIL 6.22  (a) Ornek 3’teki bolge, kabuk boyutlari ve integrasyon araligi. (b) (a)’daki yatay
dogru parcasinin siipiirdiigii Ay genisligindeki kabuk.
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Kabuk Ygnteminin Ozeti
Doénme ekseninin konumuna bakilmadan (yatay veya dikey), kabuk yontemini
uygulamanin adimlart sunlardir

1. Bolgeyi ¢izin ve bolge boyunca donme eksenine paralel bir dogru pargasi
ekleyin. Dogru pargasinin yiiksekligini veya uzunlugunu (kabuk ytiksekligi)
ve donme eksenine uzakligini (kabuk yarigapi) belirleyin.

2. Kalinlik degiskeninin integrasyon sinirlarint bulun.

3.  Hacmi bulmak i¢in 27 (kabuk yarigap1)(kabuk yiiksekligi) ¢arpimini uygun
degiskene gore (x veya y) integre edin.

Bir donel cismin hacmini hesaplamada kabuk ve pul yontemleri ayni sonucu verirler.
Bu sonucu burada ispat etmeyecegiz fakat 33 ve 34 Alistirmalarinda gosterilmektedir.
Her iki hacim formiilii, Boliim 15°te ¢alisacagimiz iki ve ii¢ katl integrallerdeki genel bir
hacim formiiliiniin birer 6zel halidir. Oradaki genel formiil, bélgelerin dondiiriilmesiyle
elde edilen cisimlerden baska cisimlerin de hacimlerini hesaplamamizi saglar.

ALISTIRMALAR 6.2

1-6 alistirmalarinda, renkli bdlgenin belirtilen eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle iiretilen donel cisimlerin hacimlerini bulmak igin
kabuk yontemini kullanin.

0 2 0 2
3 4.
y y
V2 y—\fZ V3 yf\ﬁ
X =y
x=3—y
| Al \
0 2 @_’” 0 3@_’x

5. y-ekseni 6. y-ekseni

y y

y-Ekseni Etrafinda Dondiirme

7—-14 alistirmalarindaki egri ve dogrularla smirl bolgelerin y-ekseni
etrafinda dondiiriilmeleri ile retilen bolgelerin hacimlerini bulmak
icin kabuk yontemini kullanin.

7.y=x, y=-x/2, x=2

8 y=2, y=x/2, x=1

9. y=x> y=2-x, x=0 x=0igin
10. y=2—x2 y=x% x=0

11. y = 2x — 1, y:\/;, x=0



12. y=3/(2Vx), y=0, x=1, x=4

13, fx) = {(lsinx)/x, )(:i())c =

a. x f(x)=sinx,0 =x =7 oldugunu gdsterin.

olsun.

b. Renkli bolgenin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle iiretilen
bolgenin hacmini bulun.

Y

{Siﬂ,x, O<x=m
y= X
1, x=0

0 | T

(tanx)*/x, 0 <x =< 7/4

0. t=0 olsun.

14. g(x) = {

a. x g(x) = (tan x)%, 0 = x = 77/4 oldugunu gdsterin.

b. Renkli bolgenin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle iiretilen
bolgenin hacmini bulun.

Y tanzx’0< _T
y= X r =4
0, x=0

s
4

x-Ekseni Etrafinda Donme

15-22 alistirmalarindaki egri ve dogrularla sinirl bélgelerin x-ekseni
etrafinda dondiiriilmeleri ile iiretilen donel cisimlerin hacimlerini bul-
mak i¢in kabuk yontemini kullanin.

15.x=\/y, x=-y, y=2
16. x =% x=—-y, y=2, y=0
17. x =2y — %, x=0

18. x =2y — %, x=y

19. y=|x|], y=1

20 y=x, y=2x, y=2
21.y=\/);, y=0, y=x-2
22.y=\/);, y=0, y=2—-x

Yatay Bir Eksen Etrafinda Donme
23 ve 24 alistirmalarinda, renkli bolgelerin belirtilen eksenler

etrafinda dondurilmeleri ile tiretilen donel cisimlerin hacimlerini bul-

mak icin kabuk yontemini kullanin.
23. a. x-ekseni b. y =1 dogrusu

c. y = 8/5 dogrusu d. y = —2/5 dogrusu

6.2 Silindirik Kabuklarla Hacim Bulmak 415

1 x =127 — )

24. a. x-ckseni b. y = 2 dogrusu

¢. y =5 dogrusu d. y = —5/8 dogrusu

Pul ve Kabuk Yontemlerini Karsilastirmak

Baz1 bolgeler igin, bolgenin koordinat eksenleri etrafinda dondiiriil-
meleri ile elde edilen donel cisimler igin hem pul yontemi hem kabuk
yontemi kolaylikla kullanilabilir, fakat durum her zaman bdyle degil-
dir. Ornegin, bir bolge y-ekseni etrafinda déndiiriildiigiinde ve pullar
kullanildiginda y’ye gore integral almamiz gerekir. Halbuki, integran-
d1 y cinsinden ifade etmemiz miimkiin olmayabilir. Byle bir durumda
kabuk yontemi y yerine x’e gore integral almamizi saglar. 25 ve 26
alistirmalar1 biraz 6ngoriis saglar.

25. y = x ve y = x* ile smirli bdlgenin her bir koordinat ekseni
etrafinda dondiiriilmesi ile elde edilen donel cismin hacmini
a. kabuk yontemini  b. pul yontemini
kullanarak hesaplayin.

26. 2y =x + 4,y =x ve x = 0 dogrulartyla sinirl tiggensel bolgenin
verilen eksen etrafinda dondiiriilmesi ile elde edilen donel cismin
hacmini belirtilen yontemle hesaplayin

a. x-ckseni, pul yontemi
b. y-ekseni, kabul yontemi
¢. x =4 dogrusu, kabul yontemi

d. y =8 dogrusu, pul yontemi
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Pul veya Kabuk Yontemini Secmek

27-32 alistirmalarinda, boélgelerin  verilen eksenler etrafinda
dondiiriilmesiyle tiretilen donel cisimlerin hacimlerini bulun. Verilen
bir durumda pullar kullanmanin daha iyi oldugunu disliniirseniz,
istediginiz yontemi uygulayimn.

27. Koseleri (1, 1), (1, 2) ve (2, 2)'deki tiggen,

a. x-ekseni b. y-ekseni
c. x = 10/3 dogrusu d. y = 1 dogrusu
28. y = \/);,y = 2,x = 0ile smirh bolge,

a. x-ekseni b. y-ekseni
¢. x =4 dogrusu d. y=2 dogrusu
29. Birinci dértte bir bolgede x =y —)? egrisi ve y-ekseniyle smirh

bolge,

a. x-ckseni b. y=1 dogrusu
30. Birinci dortte bir bolgede x =y -y, x=1vey =1 ile sturh

bolge,

a. x-ekseni b. y-ekseni
¢. x=1dogrusu d. y=1 dogrusu
31. y= \/;, y = x2/8 ile sinirlanan bolge

a. x-ekseni b. y-ekseni
32. y=2x-x*vey =xile sirli bdlge,

a. y-ckseni b. x=1 dogrusu
33. Birinci dortte bir bdlgede, iistten y = 1/x'/4 egrisi, soldan x=1/16

dogrusu ve alttan y = 1 dogrusuyla smirlanan bdlge x-ekseni

etrafinda dondiiriilerek bir donel cisim {retiliyor. Donel cismin
hacmini

a. pul yontemi b. kabuk yontemi

ile bulun.

34. Birinci dortte bir bolgede istten y = 1/ \/;c, egrisi, soldan

x = 1/4 dogrusu ve alttan y = 1 dogrusuyla smirli bolge y-ekseni

etrafinda dondiirtilerek bir donel cisim ftretiliyor. Donel cismin

hacmini
a. pul yontemi b. kabuk yontemi

ile bulun.

6.3

Diizlem Egrilerin Uzunluklari

Disk, Pul veya Kabuk Yontemini Secmek

35. Asagida gosterilen bolge x-ekseni etrafinda dondiiriilerek bir
donel cisim iretilecektir. Donel cismin hacmini bulmak igin
hangi yontemi (disk, pul, kabuk) kullanirdiniz? Her durumda kag
integral gerekir? Acgiklayin.

36. Asagida gosterilen bolge y-ekseni etrafinda dondiiriilerek bir
Donel cisim iiretilecektir. Donel cismin hacmini bulmak igin
hangi yontemi (disk, pul, kabuk) kullanirdiniz? Her durumda kag
integral gerekir? Cevabiniz1 agiklayin.

Bir dogru pargasiin uzunlugu ile ne demek istendigini biliyoruz, fakat analiz olmadan,
genel bir egrinin uzunlugu hakkinda elimizde kesin bir kavram yoktur. Bir 4 noktasindan
bir B noktasina giden bir egrinin uzunluguna, egriyi birgok parcaya ayirip ardisik ayirma
noktalarin1 dogru pargalart ile birlestirerek, yaklasimda bulunma fikri eski Yunanlilara

TARIHSEL BiYOGRAFI

Archimedes

(287212 B.C.) kullanmustir.

dayanir. Archimedes bu yontemi, igine n kenarlt bir ¢okgen ¢izdigi ve sonra gevresini
hesaplamak igin geometri kullandigi, bir ¢gemberin gevresine yaklagimda bulunmak igin



SEKIL6.26  x=flyvey=g(t),a=t=h
denklemleri ile parametrik olarak
tanimlanmig C egrisi. Egrinin 4’ dan B’ye
kadar uzunluguna, 4 = P, dan baslayip P,’e
giden ve bu sekilde devam edip B = P, de
biten cokgensel bir yol ile (dogru
pargalari) yaklasimda bulunulmaktadir.

P = (fit). 8(t)

Py = (), 8(ty)

0
SEKIL6.25  Yukarida gosterilen ve

uzunlugu Ly = V/(Axp)? + (Ayp)? olan
dogru pargasi ile Py—; P, yayina,
yaklasimda bulunulmaktadir.

6.3 Diizlem Egrilerin Uzunluklar 417

n=4 n=28 n=16

SEKIL6.23  Archimedes, bir gemberin gevresine yaklasimda bulunmak igin
¢emberin igine yerlestirdigi ¢okgenin gevresini kullanmistir. n = 96 igin
yaklagim yontemi birim ¢emberin gevresi olarak 7 ~ 3.14103 verir.

(Sekil 6.23). Bu fikrin daha genel bir egriye genisletilmesi Sekil 6.24’te gdsterilmistir.
Simdi yontemin nasil ¢alistigini agiklayacagiz.

Parametrik Olarak Tanimlanmis Bir Egrinin Uzunlugu
C egrisi
x=f(t) ve y=g), a=t=D

denklemleri ile parametrik olarak tanimlanmis olsun. f ve g fonksiyonlarmnin [a, b] aralig
tizerinde ayni anda sifir olmayan siirekli tiirevlerinin var oldugunu kabul ediyoruz. Boyle
fonksiyonlara siirekli olarak tiirevlenebilir fonksiyonlar ve bunlarla tanimli C egrisine
diizgiin egri denir. Egriyi, ¢ = a aninda bulundugu Sekil 6.24’ teki 4 = f(b), g(b)) noktasin-
dan B = f(b), g(b)) giden bir pargacigin yolu olarak diisiinmek faydali olabilir. AB yolunu
(yaym1) A = Py, P, P,,..., P, = B noktalarindan n pargaya béleriz. Bu noktalar,
a=ty <t <t,<-<t,=bile[a, b] arahigmm P,= (f(t;), g(t;)) oldugu bir bdliiniisiine kar-
st gelirler. Bu boliiniisiin ardisik noktalarint dogru pargalari ile birlestirin (Sekil 6.24). Tem-
sili bir dogru pargasinin uzunlugu

Ly = V(Axp)* + (Ay)?
= V(&) — f(-)F + [g(t) — glte—1)]

dir (Sekil 6.25). At kiigtik ise L, uzunlugu yaklasik olarak P, P, yaymin uzunluguna esit-
tir. Ortalama Deger Teoremine gore [#,_ 1, #;] iginde

Axe = f(t) = f(ti1) = f'(67) A,

Aye = g(tr) — glte1) = g (6"") Aty
esitliklerini saglayan t ve ty  noktalari vardir. 4’dan B’ye giden yol, ¢ degeri ¢t = a’dan
t = b’ye artarken, geriye gidilmeden veya tekrar ayni yoldan gegmeden tam olarak bir defa

kat ediliyorsa, AB egrisinin uzunluguna sezgisel bir yaklasim biitiin Z; uzunluklarinin
toplamidir:

Sii= SV + (An?
k=1 k=1

=;VWMW+QMWM%
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Sag taraftaki bu son toplam tam olarak bir Riemann toplami olmasa da (f’ ve g’ farkl
noktalarda hesaplandiklari igin), ileri analizden bir teorem, bdliinlisiin normunun sifira
gitmesi durumunda limitinin

b
/ V(P + [g (0] dt

belirli integrali olarak varligini garanti eder. Bu nedenle, A’dan B’ye kadar egrinin
uzunlugunu bu integral olarak tanimlamak anlamlidir.

TANIM  Parametrik Bir Egrinin Uzunlugu

Bir C egrisi, f' ve g’ tiirevleri [a, b] arali1 lizerinde siirekli ve ayn1 anda sifir ol-
mamak lizere x = f(f) ve y = g(t), a = t = b denklemleri ile parametrik olarak
tanimlanmig ise ve t degeri ¢ = a’dan ¢ = b’ye artarken, C egrisi tam olarak bir
defa kat ediliyorsa, C egrisinin uzunlugu

b
L= / VIF(OF + [g' () dt

belirli integralidir.

[a, b] zaman araligi boyunca (f')* + (g')*> > 0 oldugundan, diizgiin bir C egrisi
aralik iizerinde geriye donmez veya yon degistirmez.
x = f(t) ve y = g(¢) ise Leibniz notasyonunu kullanarak yay uzunlugu icin asagidaki

sonucu elde ederiz:
b 2 2
_ dx b
- [ @Y :

Uzunlugunu bulmak istedigimiz C egrisinin farkli iki parametrizasyonu varsa ne olur;
hangisini kullandigimiz fark eder mi? Cevap, ileri analizden, sectigimiz parametrizasyon
C egrisinin uzunlugunun taniminda ifade edilen kosullar sagladig: siirece, hayir (Bkz.
Aligtirma 29).

ORNEK1  Bir Cemberin Cevresi
x=rcost ve y=rsint, 0 =¢=2mw

denklemleri ile parametrik olarak tanimlanan r yarigcapli gemberin ¢evresini bulun.

Cozim ¢, 0’dan 27 ye degisirken cember tam olarak bir defa kat edilir, dolayisiyla ¢evre

2 2 2
_ dx ay
L _A (dt) + <dt

dir.
dx _ —rsint @ = rcost
dt Coodt

ve

2 d 2
(if;) + (;;) = r2(sin’t + cos’*t) = r?

buluruz.
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SEKIL6.26  Ornek 2°deki astroid.

TARIHSEL BIYOGRAFI

Gregory St. Vincent
(1584-1667)

6.3 Diizlem Egrilerin Uzunluklar 419

Su halde,

L= [N = [ = 2 .
0

bulunur.

ORNEK2  Bir Egrinin Uzunlugu icin Parametrik Formiili Uygulamak
astroidinin uzunlugunu bulun (Sekil 6.26).
x=cos’t ve y=sin’t, 0=¢=2r

Cozim  Egrinin, koordinat eksenlerine gore simetrisinden dolay1, uzunlugu birinci dortte
bir bélgedeki uzunlugunun dort katidir. Buradan,

x = cos’t, y =sin’t
dx\* _ 2 N 4,2
) = [3 cos® t(—sin £)]* = 9 cos” tsin” ¢
d 2
(;;) = [3 sin? #(cos #)]* = 9 sin* 7 cos? ¢

dx \? dy'\?
) 4 (=] = V9cos?rsin? t(cos? t + sin®1)
dt dt —_—
1
= V9 cos? tsin? ¢
‘ 0=1t¢=7/2 icin
= 3|costsint| cos tsint =0
= 3costsint

bulunur. Bu nedenle
/2

Birinci bolgedeki parganin uzunlugu = 3 costsintdt

!
s—

costsint =

/2 / :
/ sin 2¢ dt (1/2) sin 2t
0

/2

__3 _3
= 400s2t}0 =5

[NSJIN]

olur. Astroidin uzunlugu bunun dért katidir: 4(3/2)=6 ]
Bir y = f(x) Egrisinin Uzunlugu

Siirekli olarak tiirevlenebilen bir y = f(x), a = x = b egrisi veriliyor, x = ¢ parametre
degerini atayabiliriz. Bu durumda f fonksiyonunun grafigi, daha Once gbz Oniine
aldigimizin bir 6zel hali olan ve

x=t ve y=f({t), a=t=b
denklemleri ile parametrik olarak tanimlanan C egrisidir. Su halde,

dx _ dy_
a=t v = rw

dir.
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Boliim 3.5’teki hesaplamalarimizdan,

dy dy/dt o,
d = agar 10

2 d 2
(f,’,‘) + (dy) =1+ [P
_ dy’\?
= (dx)

elde ederiz ve bu da,

=1+ [P
verir. (1) Denkleminde yerine yazmak, y = f(x)’in grafigi i¢in yay uzunlugu formiiliinii
verir.
y = f(x), a = x = b’ nin Uzunlugu i¢in Formiil

f fonksiyonu [a, b] kapali aralig1 lizerinde siirekli olarak tiirevlenebiliyorsa,
y = f(x) egrisinin (grafiginin) x = a¢’dan x = b’ye kadar uzunlugu sdyledir:

b 2 b
L=/ A1+ (dx> dx=/ V1 + [f'(x)] dx (2)

ORNEK3  Bir Grafik Icin Yay Uzunlugu Formiiliinii Uygulamak

Asagidaki egrinin uzunlugunu bulun.

_ 43£X3/2 1

0=x=1.

Cozim  (2) denkleminia=0,b=1 ve

— 43ﬁx3/2 -1

b _ 74\/5 . %xl/z = 2V2x12

dc 3
() - vy -

alarak kullaniriz. Egrinin x = 0’dan x = 1’e kadar uzunlugu

a=0,b=1
L —/ '1 + dx _/ mdx ile (2) denklemi
u=1++ 8,

alin, nitegre edin
= 8 (1 + 8x )3/2:| = F ve u yerine
0 1 + 8x.yazm. W

olur.



SEKIL6.27 y = (x/2)%>iin x = 0°'dan
x = 2’ye kadar grafigi ayn1 zamanda
x = 2y3/2’niny =(0’dan y = 1’e kadar
grafigidir. (Ornek 4).

6.3 Diizlem Egrilerin Uzunluklar AN

dy/dx teki Siireksizliklerle Ugrasmak

Egri iizerinde dy/dx’in bulunmadig1 bir noktada, dx/dy bulunabilir ve egrinin uzunlugunu
x’1y cinsinden ifade ederek ve (2) denkleminin asagida verilen dengini uygulayarak bula-
biliriz:

x = g(y), ¢ = y = d ’nin Uzunlugu i¢in Formiil
g fonksiyonu [c, d] araligi tizerinde siirekli olarak tiirevlenebiliyorsa,
x = g(y) egrisinin y = c¢’den y = d’ye kadar uzunlugu séyledir:

d 2 d
L =/ mdy =/ 1+ [g Py ()

ORNEK 4 dy/dx Tiirevinde Bir SiireksizLigi Bulunan Bir Grafiin Uzunlugu

y = (x/2)?> “iin x = 0'dan x = 2’ye kadar uzunlugunu bulun.

dy 2 (x\P (1) _1(2)"”
dc~ 3\2 2/ 3\x

tiirevi x = 0°da tanimli degildir, dolayisiyla egrinin uzunlugunu (2) denklemi ile bulamayiz.
Bu nedenle esitligi, x’i y cinsinden ifade edecek sekilde tekrar yazariz:

£\
y=1\2

¥ iki tarafinda 3/2.
y3/2 = E kuvvetini alin.

Coziim

32 . x’1 ¢ozln

x =2y

Buradan uzunlugunu bulmak istedigimiz egrinin ayni zamanda x = 2y*?’nin y = 0’dan

y = 1"¢ kadar grafigi oldugunu goriiriiz (Sekil 6.27).

dx _ (3 12 _ 412
dy 2(2)y &4

tirevi [0, 1] araliginda siireklidir. Dolayisiyla egrinin uzunlugunu bulmak igin (3)

denklemini kullanabiliriz:
d/ abc2 1«/7 0,d=1ile (3)
ax _ c=0,d=1ile (3
Z b+ d dy l I+ 9y dy denklemi

L =
1 2 u=1+9y,du/9=dy
= § § ( 9y)3/2:| alin, integre edin ve
0 degerleri yerine
koyun.
= 2 (10V10 - 1) ~ 227, ! ¥
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TARIHSEL BiYOGRAFI

James Gregory
(1638-1675)

y
ds
« "
Va
dx
X
0
(a)
y
0 X

(b)

SEKIL6.28 ds = Vdx? + dy?

denklemini hatirlamak igin diyagram.

Kisa Diferansiyel Formiil

(1) denklemi genellikle tiirevler yerine diferansiyellerle yazilir. Bu, formel olarak karekok
disina dt yazmak yerine karekok igine (df)? yazmakla ve sonrada

2 2
(f;;) (dr)? = (‘Z dt) = (dv)

dy\? dy \?
<dl‘> (dt)2 = (dl‘ dl‘) = (dy)z

yazmakla yapilir. Ayrica (dx)* ve (dy)® deki parantezleri kaldirmakta gelenek haline
gelmistir. Bu nedenle (1) denklemi

L= / \Vdx* + dy? (4)

olarak yazilir. Integrallerin 6zelliklerini ézetlemenin ve basitlestirmenin bir yolunun bu
diferansiyeller oldugunu diisiinebiliriz. Diferansiyellerin kesin matematiksel tanimlar
daha ileri seviyedeki kitaplarda verilmektedir.

ve

Bir integral hesabr yapmak igin, dx ve dy’nin her ikisi birden bir ve ayni degisken
cinsinden ifade edilmeli ve (4) denkleminde uygun integrasyon sinirlar1 bulunmalidir.

(4) denklemini hatirlamanin kullaniglt bir yolu
ds = Vdx* + dy? (5)

yazmak ve ds’ye, uygun sinirlar arasinda bir egrinin toplam uzunlugunu vermek iizere in-
tegre edilebilen bir yay uzunlugu diferansiyeli olarak bakmaktir. Sekil 6.28a, ds’nin (5)
denklemine karsi gelen tam bir yorumunu vermektedir. Sekil 6.28b tam olarak dogru
degildir fakat Sekil 6.28a’nin basitlestirilmis bir yaklagimi olarak diisiiniilebilir.

Aklimizda (5) denklemi varken, yay uzunlugu formiillerini hatirlamanin en kisa yolu
Yay uzunlugu = / ds

esitligini hatirlamaktir. L = f ds yazarsak ve y = f(x) grafigimiz varsa (5) denklemini
tekrar yazarak (2) denklemindeki sonucu elde ederiz:

2

dy? d dy\?
ds = \/dx2+dy2=\/dx2+dyzdx2=\/l+yzdxz 1+<y> dx.
x

dx dx

Elimizde x = g(y) varsa (5) denklemini tekrar yazarak (3) denklemini elde ederiz.

2 2 2
ds = \/dx2+dy2=\/dy2+;b€2dy2=\/l+Z,x2dy= 1+(dx> dy
'y y

dy
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6.3 Dizlem Egrilerin Uzunluklar

Parametrize Egrilerin Uzunluklari

1-6 alistirmalarindaki egrilerin uzunluklarmi bulun.

1.

AN O o

-2/3=tr=1

= cost, O=t=m

=3, y=3%2, 0=t=\3

2, y=@+ 10?3, 0=t=4
e+ 323, y=t+1%2, 0=t=3
= 8cost + 8tsint,

x=1—1¢ y=2+ 3t

y =t + sint,

X
X
X
X
X

y = 8sint — 8tcost, 0 =1¢=m7/2

Egrilerin Uzunluklarini Bulmak

7-16 alistirmalarindaki egrilerin uzunluklarini bulun. Bir grafik ¢izici-
niz varsa, neye benzediklerini gormek igin grafiklerini ¢izmek isteye-
bilirsiniz

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

y=(1/3)(x*+2)*? x = 0’dan x = 3’¢ kadar
y=x% x=04dan x = 4’¢ kadar

x=(7/3)+ 1/(4y), y=1'den y = 3’¢ kadar
(Ipucu: 1 + (dx/dy)? bir tam karedir)
x=(2/3)=y"2 y=1deny=9akadar
(Ipucu: 1 + (dx/dy)? bir tam karedir)
x=("*/4)+1/(8y%) y=1'deny=2’ye kadar
(Ipucu: 1 + (dx/dy)? bir tam karedir)
x=(7/6)+ 1/(2y), y =2den y = 3’¢ kadar
(Ipucu: 1+ (dx/dy)? bir tam karedir)

y =3/ — (38 +5 1=x=38
y=GB)+x2+x+ 1/ +4), 0=x=2

Y

x=/ Vsectt — 1dt, —m/d=y=m/4
0

/\/3t4—ldt, 2 =x=-1

-2

¥

Egrilerin Uzunluklari icin integral Bulmak
17-24 alistirmalarinda:

17.
18.
19.
20.
21.
22.

a. Egrinin uzunlugu i¢in bir integral kurun.
b. Egriyi ¢izerek neye benzedigine bakin.

¢. Grafik programimizin veya bilgisayarmizin integral hesap-
layicistyla egrinin uzunlugunu sayisal olarak bulun.

y=x% -1=x=2
y=tanx, —w/3=x=0
x=siny, 0=y=mw
x=VI1-y, —-12=y=1/2

Y +2y=2x+1 (=1,-1)den (7, 3)’e kadar

y =sinx —xcosx, 0=x=m

23.

24.

y=/tantdt, 0=x=/6
0

v
x=/ Vsec’t — 1dt, —mw/3=y=m/4
0

Teori ve Uygulamalar

25.

26.

27.

28.

29.

0 = x = a araliginda uzunlugu her zaman V2a olan diizgiin
(stirekli olarak tiirevlenebilen) bir y = f(x) egrisi var midir?
Yanitinizi agiklaym.

Egrilerin uzunluk formiiliinii ¢ikarmak icin teget omurgalar
kullanmak f’nin [a, b]'de diizglin oldugunu varsayin ve [a, b]
araligin1 her zamanki gibi bolin. Her [x; ;, x;] alt araliginda
(%1, f(x;_1) noktasinda sekide gosterilen teget omurgayr kurun.

a. [x,;, x;] araligindaki k teget omurganin uzunlugunun
V(Axe)? + (f'(e—1) Axp)?  oldugunu gosterin.

b. y = f(x) egrisinin a’dan b’ye uzunlugunun

b
/ V1 + (f'(x))* dx,

n

lim E (k. teget omurga uzunlugu) =
n—00 =]

oldugunu gosterin.

| Egimi
i T
(15 S (21)) } olan teget
; Ax, | omurga
[ [
[ [
\ \ X
k-1 Ak

a. Uzunluk integrali

A
L= [ 1+ 4 dx
olan ve (1, 1) noktasindan gegen bir egri bulun.

b. Kag tane boyle egri vardir? Yanitinizi agiklayin.

a. Uzunluk integrali

2 1
LI/ 1+7dy‘
1 y

olan ve (0, 1) noktasindan gegen bir egri bulun.
b. Kag tane boyle egri vardir? Yanitiniz1 agiklayin.

Uzunluk parametrizasyondan bagimsizdir Uzunluk igin
buldugumuz sayilarin egrilerimizi nasil parametrize ettigimize
bagli olmadigini (daha dnce bahsedilen hafif kisitlamalar disinda)
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b. Dogru pargalarinin uzunluklarini toplayarak, egrinin uzunlu-

gbstermek igin, y = V1 — x? yarim g¢emberinin uzunlugunu
guna kars1 gelen yaklagimi bulun.

asagidaki iki farkli parametrizasyonla bulun.
0=<t=m)2 c¢. Egrinin uzunlugunu bir integral kullanarak hesaplaym.
n = 2,4, 8 i¢in buldugunuz yaklasimlarimiz integralle elde
ettiginiz gergek uzunlukla karsilastirin. n arttikga gergek

a. x = cos2t, y = sin2t,
b. x =sinwt, y=coswt, —1/2=t=1/2

30. Asagidaki sekilde gosterilen x = a(0 — sin 6) y = a(1 — cos 6), uzunlukla yaklagimlarinizin uyumu nasildir? Cevabinizi agik-
0 = 0 = 2 sikloidinin bir yayinin uzunlugunu bulun. Sikloid, layin.
bir gemberi x-ekseni gibi bir dogru boyunca yuvarlarken gevresi 31 f(x) = ° 12 —l=x=1

tizerindeki bir noktanin takip ettigi yoldur.
peery 32. fx) =x"P+x¥, 0=x=2

33. f(x) = sin(mx?), 0=x= V2

1 34. f(x) = x?cosx, 0 =x=m
x — 1 1
35. = , — > =x=1
/@) 4x% + 1 277
P
36. flx) =x3—x% —-1=x=1
0 2ma 37.x=%t3, =%r2, 0=t=1
38. x =203 — 1612 +25t+5 y=1>+1-3,
BILGISAYAR ARASTIRMALARI 0=r=6
31-36 alistirmalarinda kapali aralik tizerinde verilen egrilere 39. x=t—cost, y=1+sint, - wm=t=m
asagidaki adimlar1 uygulamak icin bir BCS kullanin. 40. x = e'cost, y=c¢'sint, 0=tr=m

a. Egriyi, aralik tizerinde n = 2, 4, 8 boliiniis noktalari igin ¢ok-
gensel bir yol yaklagimu ile birlikte ¢izin. (Bkz. Sekil 6.24).

- Momentler ve Agirlik Merkezleri

Cogu yap1 ve mekanik sistem, kiitleleri kiitle merkezi adi verilen tek bir noktada
yogunlagmig gibi hareket ederler (Sekil 6.29). Bu noktanin yerini nasil bulunacagini
bilmek 6nemlidir ve bunu bulmak temelde matematiksel bir olgudur. Su anda bir ve iki
boyutlu cisimlerle ugrasmaktayiz. Ug boyutlu cisimler en iyi olarak Béliim 15°teki ¢ok
katli integrallerle ¢aligilir.

Bir Dogru Uzerindeki Kiitleler

Matematiksel modelimizi agamalarla gelistirecegiz. Ilk asamamuz orijindeki bir destekle
desteklenen ve biikiilmeyen bir x-ekseni tizerindeki 1, m, ve mjs kiitlelerini hayal etmektir.

X 0 X A3

= = > X
Orijindeki
destek

Ortaya c¢ikan sistem dengede olabilir veya olmayabilir. Bu kiitlelerin ne kadar biiyiik
olduklarina ve nasil yerlestirildiklerine baglidir.
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2

(b)

SEKIL 6.29  (a) Buzda kayan bu anahtarin hareketi, kiitle merkezi diiz bir gizgi tizerinde
ilerlerken, anahtarin merkezi etrafinda dondiigiinii farkedene kadar garip goriinebilir.
(b) Gilines sistemimizdeki gezegenler, asteroidler ve kuyruklu yildizlar toplu kiitle
merkezlerinin gevresinde donerler. (Bu merkez giinesin igindedir.)

Her my, kiitlesi asagi dogru kiitle kere yergekimi ivmesine esit bir m;g kuvveti
(m;’nin agirligl) uygular. Bu kuvvetlerden her birinin, bir testereyi kullanirken yaptigi-
niz gibi, ekseni orijin etrafinda dondiirmeye egilimi vardir. Tork denilen bu dondiirme
etkisini, m;g kuvvetini, orijinden uygulama noktasina uzaklik (isaretiyle birlikte) olan
x; ile ¢arparak Slgeriz. Orijinin solundaki kiitleler negatif (saat yoniiniin tersine) tork
uygularlar. Orijinin sagindaki kiitleler ise pozitif (saat yoniinde) tork uygularlar.

Torklarin toplami sistemin orijin etrafinda donme egilimini dlger. Bu toplama sistem
torku denir.

Sistem torku = mgx| + mygx, + mygx; (1)

Ancak ve ancak tork sifir ise sistem dengeye gelir.
(1) denklemindeki g’yi disar1 gekersek, sistem torkunun

g - (mx; + myxy + m3x3)
= - N
ortamin sistemin

bir 6zelligi bir 6zelligi

oldugunu goriiriiz. Yani tork, sistemin iginde bulundugu ortamin bir 6zelligi olan g ile sis-
temin kendisinin bir 6zelligini olusturan ve sistem nerede olursa olsun ayni kalan bir sabit
olan (mx; + myx, + msx3) sayismin ¢arpimudir.

(mx1 + myx, + myx3) sayisina sistemin orijin etrafindaki momenti denir. Tek tek
myX1, MyX,, Max3 kiitlelerin momentlerinin toplamidir.

M, = Sistemin orijin etrafinda momenti = >, myx;.

(Daha fazla terim igeren toplamlar1 da hesaba katmak igin sigma gdsterimi kullantyoruz.)
Genelde sistemi dengeye getirmek i¢in destegi nereye koyacagimizi, yani hangi x
noktasina yerlestirirsek torku sifir yapacagini bilmek isteriz.

Xy 0 X x X3

* - *——> X

VAN N s
Denge igin

6zel konum
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Bu 6zel konumda destek civarindaki her kiitlenin torku

x civarmdaki my'lerin torku = mi‘nin x'den )(asagl yonde)

uzakhig1 (isaretiyle) )\ kuvvet
= (v = X)mig

Bu torklarin toplamimin sifir oldugunu sdyleyen denklemi yazarsak, x’yi ¢ozebilecegimiz
bir denklem elde ederiz:

E (xk - f)mkg =0 Torklarmn toplamu sifira esittir.
gz (xk - )?)mk =0 Toplamlar i¢in Sabitle Carpim kuralt
E (mkxk - )?mk) =0 g ile boliinmiis, m;, dagitilmis durumda.
E mpXy — E xmy = 0 Toplamlar i¢in fark kural
E mpxp = X E my Yeniden diizenlemis, yine Sabitle Capim kurali
_ 2 My Xy
X = X ¢oziillmis.

> m

Bu son denklem bize x ’yi sistemin orijin etrafindaki momentini sistemin toplam kiitlesine
bolerek bulmamizi sdyler:

2 MiXk  orijin etrafinda sistem momenti
> my sistemin kiitlesi

_)? =
X noktasina sistemin Kiitle merkezi denir.

Teller ve ince Cubuklar

Cogu uygulamada, bir gubugun veya ince bir metal seridin kiitle merkezini bulmak is-
teriz. Kiitle dagilimini stirekli bir fonksiyon olarak modelleyebilecegimiz bdyle durum-
larda, formiillerimizdeki toplam isaretleri, simdi tanimlayacagimiz sekilde integrallere
donistirler.

x-ekseninde x = a’dan x = b’ye kadar uzanan uzun ince bir serit disiiniin ve [a, b]
araliginin bir bolunisiini kullanarak bunu kiiciik Am, kiitlelerine ayirin. k. alt araliktan
herhangi bir x; noktasi segin.

k.nci parga Ax; birim uzunlugundadir ve orijinden yaklasik x, birim uzaklikta bulunur.
Simdi ii¢ sey gozlemleyin.

ik olarak, seridin kiitle merkezi ¥, her Amy, kiitlesini x; noktasina baglarsak bu-
lacagimiz nokta kiitle sisteminin kiitle merkeziyle neredeyse aynidir:

sistem momenti
sistem Kkiitlesi

X~



Yogunluk

-

Bir malzemenin yogunlugu birim
hacimdeki kiitlesidir. Ancak, pratikte,
6lgebilecegimiz birimler kullanmay1
tercih ederiz. Teller, gubuklar, ince
seritler igin birim uzunlukta kiitle olarak
aliriz. Diiz plakalar ve tabakalar icinse
birim alanda kiitle kullaniriz.

SEKIL 6.30  Sabit yogunluklu diiz, ince bir
cubuk veya seridin kiitle merkezi uglarmin
ortasinda bulunur. (Ornek 1)
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ikinci olarak, orijin etrafinda her serit par¢asinin momenti neredeyse x; Amdir,
dolayistyla sistem momenti yaklasik olarak x; Am;’larin toplamidir:

Sistem momenti = E Xi Amy.

Ugiincii olarak, seridin x; deki yogunlugu, birimi birim uzunluktaki kiitle olarak ifade
edilen 8(x;) ise ve 0 stirekli ise Amy, yaklasik olarak &(x;) Ax,’dir (birim uzunluktaki kiitle
kere uzunluk):

Amk ~ S(Xk) Axk

Bu ii¢ gozlemi birlestirirsek asagidaki ifadeyi buluruz:

sistem momenti _ > xp Amy, _ D x 8(xx) Axy
sistem kiitlesi S Am, > 8(x) Axg

(2)

X~

(2) denkleminin son pay’indaki toplam x6(x) siirekli fonksiyonunun [a, b] kapali araligin-
da bir Riemann toplamidir. Paydadaki toplam ise bu aralikta 6(x) fonksiyonunun bir Ri-
eman toplamudir. Serit daha ince boliindiigiinde, (2) denklemindeki yaklagimlarin iyiles-
mesini bekleriz ve bunun sonucu olarak
b
/ x6(x) dx

b
/ 8(x) dx

denklemini elde ederiz. x’yi bulmak igin kullanacagimiz formiil budur.

X =

x- Ekseni Boyunca &(x) Yogunluk Fonksiyonlu ince Bir Cubuk veya Seridin
Momenti, Kiitlesi ve Kiitle Merkezi

b

Orijin etrafinda moment: Mo = / x8(x) dx (3a)
b

Kiitle: M= / 5(x) dx (3b)

Kiitle merkezi: X = ﬁo (3¢)

ORNEK 1 Sabit Yogunluklu Seritler ve Cubuklar

Sabit yogunluklu diiz, ince bir serit veya ¢ubugun agirlik merkezinin tam orta noktasinda
oldugunu gosterin.

Cozim  Seridi x-ekseninin x = a’dan x = b’ye kadar ki kismi olarak modelleriz (Sekil
6.30). Amacimiz x = (a + b)/2, yani a ile b arasindaki orta nokta oldugunu gostermek-
tir.
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|
%
| L
X (m)
“0
SEKIL6.31  Degisken kalinlikli bir gubuga

degisken yogunluklu bir gubuk gibi
davranabiliriz (Ornek 2).

y
Yk N
Ko,
% V)
0 Yk

Xk

X
SEKIL6.32  Her my kiitlesinin her eksen

etrafinda bir momenti vardir.

Anahtar yogunlugun degerinin sabit olmasidir. Bu, (3) denklemlerindeki integrallerde
0(x) fonksiyonuna bir sabit olarak bakmamizi (6 adin1 verin) saglar ve

[’ L L8 2
My = Sxdx =6 xdx—62x —2(b—a)
b b ,
M=/8dx=8/ dx = 8[x]" = 8(b — a)
a a

012 2
% E(b_a)

)? = = -
M 8(b — a)
_a+b x formiiliinde 8’lar
- 2 sadelesir.
sonucunu buluruz. [ |

ORNEK 2

Sekil 6.31°'de 10 m uzunlugundaki gubuk soldan saga dogru, yogunlugu sabit olmak yerine
8(x) =1+ (x/10) kg/m olacak sekilde kalinlasmaktadir. Cubugun kiitle merkezini bulun.

Degisken Yogunluklu Cubuk

Cozim  Orijin etrafinda gubugun momenti (3a denklemi)
10 10 . 10 2
M0=Ax5(x)dx=lx<l+10>dx=l (x-l—lo)dx
5 3710 100 250 Moment birimi
— X X — VU 2IY . kiitle X uzunluktur.
2 + 30 ]0 50 + 3 3 kg-m.

olarak bulunur. Cubugun kiitlesi ise (3b denklemi)

10 10 X L2
le 6(x)dx=£ (1+10)dx= {x+2OL =10 + 5 = 15kg.

olarak elde edilir. Kiitle merkezi (3¢ denklemi)

My 250 1 _ 50 _
= 5 =9 ~556m. .

YTMT 315
noktasinda bulunmaktadir.
Diizlemdeki Bir Bolgeye Dagilmis Kiitleler

Kiitleleri my olan ve (x;, y;) noktalarina yerlestirilmis sonlu bir kiitle dizisi bulundugunu
varsayalim (Sekil 6.32). Sistemin kiitlesi

Sistem kiitlesi: M = E my,

ile verilir. Her my;, kiitlesinin her eksen etrafinda bir momenti vardir. x-ekseni etrafindaki
momenti my;, y-ekseni etrafindaki momenti m,x; dir. Iki eksen etrafinda tiim sistemin
momenti g0yledir:

x-ekseni etrafinda moment:
y-ekseni etrafinda moment: M, = E X

Sistemin kiitle merkezinin x-koordinati

X =

(4)



SEKIL 6.33  iki boyutlu bir kiitle dizisi kiitle
merkezi iizerinde dengelenir.

Am kiitleli serit

SEKIL 6.34  y-eksenine paralel seritlere
ayrilmis bir plaka. Tipik bir seridin her
eksen boyunca uyguladigi moment, kiitlesi
Am seridin kiitle merkezi (X, y)da
toplanmis olsayd: uygulayacagi momenttir.

6.4 Momentler ve Agirlik Merkezi 429

olarak tanimlanir. X’nin, tek boyutlu durumda oldugu gibi, bu sekilde secimiyle sistem
x = X dogrusu etrafinda dengelenir (Sekil 6.33).
Sistemin kiitle merkezinin y koordinati
_ M, E Mgk 6)
y = ——= —
M E my

ile tanimlanir. y’nin bu sekilde segimiyle sistem y = y dogrusu etrafinda da dengelenir.
Kiitlelerin y = y dogrusu etrafinda uyguladiklar1 torklar birbirini gétiiriir. Yani, denge s6z
konusu oldugu siirece, sistem biitiin kiitlesi tek bir (¥, y) noktasinda gibi davranir. Bu nok-
taya sistemin kiitle merkezi deriz.

ince, Diiz Plakalar

Cogu uygulamada, ince, diiz bir plakanin kiitle merkezini bulmamiz gerekir: 6rnegin bir
aliminyum disk veya tiggen bir gelik plakasi. Bu gibi durumlarda, kiitle dagiliminin
siirekli oldugunu varsayariz ve X ile y’yi hesaplamada kullandigimiz formiillerde sonlu
toplamlar yerine integraller bulunur. Integraller asagidaki sekilde ortaya gikarlar.
xy-diizleminde bir yer kaplayan ve eksenlerden birine paralel inge seritlere ayrilmisg
bir plaka diistiniin (Sekil 6.34’teki y-ekseni). Tipik bir seridin kiitle merkezi (X , y)'dadur.
Seridin kiitlesi Am’ye sanki (X, y)’da yogunlasmis gibi bakariz. Bu durumda seridin y-ek-
seni etrafindaki momenti X Am olur. Seridin x-ekseni etrafindaki momenti y Am’dir. (4) ve

(5) denklemleri
M, D % Am M, XV Am
M amt M Sam
halini alir. Tek boyutlu durumda oldugu gibi, toplamlar integrallerin Riemann

toplamlaridir ve plakanimn ayrildig: seritler darlastikga limit deger olarak bu integrallere
yaklasirlar. Bu integralleri sembolik olarak soyle yazariz:

[ % dm [ ydm
fdm ve 7 fdm

X =

E:

xy-Diizleminde Bir Bolge Kaplayan Ince bir Plakanin Momentleri, Kiitlesi ve
Kiitle Merkezi

x-ekseni etrafinda moment: M, = / ¥ dm

N
Il
28t~

y-ekseni etrafinda moment: M, X dm (6)

Kiitle: dm

=
I
SE

Kiitle merkezi:

Bu integralleri hesaplamak i¢in, plakay1 koordinat diizleminde diisiiniir ve koordinat eksen-
lerinden birine paralel bir kiitle seridi ¢izeriz. Sonra, seridin kiitlesi dm ve seridin kiitle
merkezinin (X, y) koordinatlarini x veya y cinsinden ifade ederiz. Son olarak, y dm, X dm ve
dm’yi plakanin diizlemdeki konumunun belirledigi integrasyon simirlari arasinda integre ed-
eriz.
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y (km.) ORNEK3  Sahit-Yogunluklu Plaka
2+ (1,2)

Sekil 6.35°te gosterilen tiggen plakanin & = 3 g/cm?’lik sabit bir yogunlugu vardur.

(a) Plakanin y-ekseni etrafindaki momenti M,’yi,

y =2x . .
(b) plakanin kiitlesi M’yi ve

(¢) plakanin kiitle merkezinin (k.m.) x-koordinatini bulun.

Coziim
Yontem 1: Dikey seritler  (Sekil 6.36)

0 y=0 1 x (km.) (a) M, momenti: Tipik dikey seridin 6zellikleri sunlardir:

kiitle merkezi (k.m.) : (%,5) = (x,x)
SEKIL6.35  Ornek 3’teki plaka. uzunluk: 2x

genislik: gy
alan: dA = 2x dx
kitle: dm = 6dA = 3+2xdx = 6xdx

k.m.’nin y-ekseninden uzakligi: X = x

2+ »(1,2)
y =2
(x, 2x)

Serigif:ik-m- Seridin y-ekseni etrafindaki momenti sudur:
ortadadir.

&) = (x,%) Xdm = x-6xdx = 6x>dx.
< X 1 2.X

Dolayisiyla plakanin y-ekseni etrafindaki momenti soyle bulunur:

1 1
_ ~ _ 2 5. ~3| .
—>|dx|<—1 X My—/xdm—A@c dx—2xL—2g cm

Birimler santimetredir

S

(b) Plakanin kiitlesi:
SEKIL6.36  Ornek 3’teki plakay: dikey 1 1
seritlerle modellemek. M= / dm = / 6x dx = 3x2} =3g
0 0

(¢) Plakanin kiitle merkezinin x-koordinati:

__ M, 2g-em 2
y (km.) YTM T 3g 3™
2r y p(1-2) Benzer bir hesapla, M, ve y = M,/M’yi bulabiliriz.
FT2 Seridin k.m. .
(% .y ortadir. Yontem 2: Yatay seritler ~ (Sekil 6.37)
2
y &y = (% ,Y) (a) M, momenti: Tipik bir yatay seridin kiitle merkezinin y-koordinati y’dir (sekle bakin),
-3 | dolayistyla
yi-—#— d ~
3 T i
3 2 (- olur. x-koordinati tiggenin ortasindaki noktanin x-koordinatidir. Bu onu y/2 (seridin
5 | x (k.m.) soldaki x-degeri) ile 1’in (seridin sagdaki x-degeri) ortalamasi yapar:
) . /2 +1 +2
SEKIL6.37  Ornek 3’teki plakayi yatay X = % = % + % . 7

seritlerle modellemek.



Bir Tabanin Kiitle Merkezi Nasil
Bulunur?

1.

2.

Plakanin xy-diizleminde
resmini ¢izin.
Koordinat eksenlerinden
birine  paralel bir kiitle
seridi ¢izin ve boyutlarini
bulun.

Seridin kiitlesi dm’yi ve
kiitle merkezi (X, 7)’yi
bulun.

Y dm, X dm ve dm’yi
integre ederek, M., M,,
ve M’yi bulun.
Momentleri kitleye
bolerek x ve y’yi bulun.

6.4 Momentler ve Agirlik Merkezi 431

Ayrica elimizde sunlar vardir:

. _r_2—y
uzunluk: 1 R
genislik: dy
22—y
alan: d4 = Tdy
2=y
kiitle: dm = 6dA = 3-Tdy
. . ~_ VT2

k.m.’nin y-ekseninden uzakligi: ¥ = 4
Seridin y-ekseni etrafindaki momenti goyledir:

- oyt 2 2—y 3.

X dm = 7 3 5 dy—8(4 yo)dy

Plakanin y-ekseni etrafindaki momenti ise sudur:

2 372
N 342y, 3 Y _3(1e)_, .
My—/xdm—/)g(4 y7)dy 8{4 3}0 8<3> 2g-cm

(b) Plakanin kiitlesi:
2 272
_ _[3,_ 3, 23y
M_/dm_Az(z y)dy—2[2y 2:|0 2(4 2) 3g

(¢) Plakanin kiitle merkezinin x-koordinati:

_ My 2g-em
YT M T 3g 3

Benzer bir hesaplamayla, M,’i ve y’yi bulabiliriz. [

ince, diiz bir plakanin kiitle dagiliminin bir simetri ekseni varsa, kiitle merkezi bu ek-
sen iizerinde olacaktir. iki simetri ekseni bulunuyorsa, kiitle merkezi ikisinin kesigiminde-
dir. Bunlar igimizi basitlestiren bilgilerdir.

ORNEK 4 Sabit-Yogunluklu Plaka

Sabit & yogunluklu, iistten y = 4 — x? parabolii ve alttan x-ekseniyle smirli bolgeyi
kaplayan ince bir plakanin kiitle merkezini bulun (Sekil 6.38).

Cozim  Plaka y-ekseni etrafinda simetrik ve yogunlugu sabit oldugu igin, kiitle dagilim1
y-ekseni etrafinda simetriktir ve kiitle merkezi y-ekseninde bulunur. Bu x = 0 anlamina
gelir. Geriye y =M,/M’yi bulmak kalir.

Yatay seritlerlerle bir deneme hesabi (Sekil 6.38a) asagidaki elverissiz integrali verir:

4
M, =/ 26yV4 — ydy.
0

Bundan dolayt, kiitle dagilimini dikey seritlerle modelleriz (Sekil 6.38b).
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Y Tipik bir yatay seridin 6zellikleri goyledir:
.. . ~ o~ 4 — x?2

kiitle merkezi (k.m.) : x,7) = |x,—5—

uzunluk: 4 — x?2

genislik: gy

alan: dA = (4 — x¥) dx
(a)
kiitle: dm = 8dA = 6(4 — x?) dx
y
s . o~ 4—x°
k.m.’nin x-ekseninden uzakligr: y = >

y=4-— x2
Kiitle merkezi . . . o .
Seridin x-ekseni etrafindaki momenti goyledir:

2
jfdm=4 2x -8(4—x2)dx=g(4—x2)2dx

X 2

—lda— Dolayisiyla plakanin x-ekseni etrafindaki momenti soyle bulunur:
(b)
5
SEKIL6.38 Ornek 4’teki plakay: dikey M, = / ¥ dm = / 54— x?)dx
seritlerle (a) modellemek zahmetli bir -2
integrasyona neden olur, dolayisiyla yatay ) 2 ) 4 256
seritlerle (b) modelleriz. T2 - (16 — 8x™ +x%) dx = ﬁS 4
Plakanin kiitlesi sudur:
? 32
M=/dm=/8(4—x2)dx=36 (8)
-2

Dolayisiyla,

M, (256/15)8 g
YT M T (32/3)8 5

olur. Plakanin kiitle merkezi

(%.5) = (o, §> n
noktasindadir.

ORNEK5  Degisken Yogunluklu Plaka

Ornek 4’teki plakamin kiitle merkezini (v, y)'deki yogunluk & = 2x* yani noktanin
y-eksenine uzakliginin karesinin iki kat1 olmasi durumunda bulun.



Tipik bir kiigiik tel
parcasinin kiitlesi
> dm = 3 ds = dadf’dir.

) =
b~ (a cosb, a sinf)

(b)

SEKIL6.39  Ornek 6’teki yarim gember
seklindeki tel. (a) Kiitle merkezini
bulmakta kullanilan boyut ve degiskenler.
(b) Kiitle merkezi tel tizerinde degildir.
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Cozim  Kiitle dagilimi hala y-ekseni etrafinda simetriktir, dolayisiyla X = 0 olur. 8 = 2x?
ile, (7) ve (8) denklemleri

2 2
M, = /ydm = / g(4 — x)dx = / x2(4 — x?)*dx
) -

2
_ 2 o4 6 _ 2048 .
—[2(16x 8x* + x°) dx 105 (7)

2 2

M=/dm=/5(4—x2)dx=/2x2(4—x2)dx

-2 -2
: 256
= / (8x2 — 2xM) dx = 15 (87
, 5

halini alirlar. Dolayistyla,
M, 2048 15 _ 8

Y= M T 105 T256 7
olur. Plakanin yeni kiitle merkezi
x.y) = (0, g) n

noktasindadir.

ORNEK 6 Sahit Yogunluklu Tel

Sabit 6 yogunluklu « yarigapli bir yarim ¢ember seklindeki telin kiitle merkezini bulun.

Cozim  Teli y = Va? — x? yarim ¢emberiyle modelleriz (Sekil 6.39). Kiitle dagilimi
y-ekseni etrafinda simetriktir, dolayisiyla x = 0 olur. y’yi bulmak igin, teli kisa parcalara
boldiigimiizt diistiniiriiz. Tipik bir parcanin 6zellikleri soyledir (Sekil 6.39a):
uzunluk:  ds = a df birim uzunluktaki
kiitle: dm =8ds = Sa db kiitle kere uzunluk
k.m.’nin x-eksenine uzaklii: 7 = asin#.

Dolay1siyla,
[Fdm  [lasin6-8ads 8a’[—cos6]]

=—a

YT Jdm 7 da db dam i

buluruz. Kiitle merkezi simetri ekseni tizerinde (0, 2a/7r), noktasinda, orijinden tele olan
uzakligin yaklasik ticte ikisinde bulunmaktadir (Sekil 6.39b).

Merkezler

Yogunluk fonksiyonu sabitken, x ve y formiillerinin pay ve paydalarindan sadelesir. Bu
boliimdeki neredeyse tiim orneklerde durum boyleydi. X ve y s6z konusu oldugu siirece,
6 = 1 bile olabilirdi. Yani, yogunluk sabitken, kiitle merkezinin konumu cismin yapildigi
malzemenin degil, cismin geometrisinin bir 6zelligidir. Boyle durumlarda, mithendisler
kiitle merkezine, “Bir iiggenin veya kati koninin merkezini bulun” derken oldugu gibi,
seklin merkezi diyebilirler. Bunun igin 6’y1 bire esitleyin ve X ve y’yi daha 6nceki gibi,
momentleri kiitleye bolerek, hesaplayin.
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ALISTIRMALAR 6.4

ince Cubuklar

1. 80 Ib’lik bir gocukla 100 1b’lik bir ¢ocuk bir tahtiravellide denge-
de durmaktadirlar. 80 1b’lik ¢ocuk destekten 5 ft uzakliktadir. 100
Ib’lik cocugun destekten uzakligi nedir?

2. Bir kiitiiglin uglan iki teraziye konulmustur. Bir terazi 100 kg, di-
geri 200 kg okumaktadir. Kiitiiglin kiitle merkezi nerededir?

3. Uzunluklart esit iki ince ¢elik ¢ubugun uglar1 kaynakla birlestiri-
lerek, dik acili bir gergeve yapilmistir. Cercevenin kiitle merkezi-
nin yerini bulun. (/pucu: Her gubugun kiitle merkezi nerededir?)

—> <

Dik acih kaynak
0
\)x

4. Iki gelik gubugun ugalarim kaynaklayarak dik acili bir gerceve
yaptyorsunuz. Cubuklardan birinin uzunlugu digerinin iki katidir.
Cergevenin kiitle merkezi nerededir? (Ipucu: Her gubugun kiitle
merkezi nerededir?)

5-12 alistirmalarinda x-ekseninde degisik araliklarda bulunan ince gu-
buklarin yogunluk fonksiyonlari verilmektedir. (3a-c) denklemlerini
kullanarak, her ¢ubugun orijin etrafindaki momentini, kiitlesini ve
kiitle merkezini bulun.

5.8) =4, 0=x=2

.ox) =4, 1=x=3

LX) =1+ (x/3), 0=x=3

LX) =2—(x/4), 0=x=4

Co) =1+ (1/Va), 1=x=4
10. 5(x) =3(x 2 +x?), 025=x=1

2 — =x<1
11. 8(x) = { % 0=x
x,

o 0 I &

l=x=2
x+1, 0=x<1
12.8(x):{2 | =<2

Sabit Yogunluklu ince Plakalar

13-24 alistirmalarinda, verilen bolgede bulunan sabit 6 yogunluklu
ince plakanin kiitle merkezini bulun.

13. y = x? parabalii ve y = 4 dogrusu ile smirlanmis bolge.
14. y = 25 — x? parabolii ve x-ekseni ile simrlanmus bolge.
15. y = x — x? parabolii ve y = —x dogrusu ile sinirlanmis bolge.

16. y = x> — 3 ve y = —2x? parabolleriyle smirlanmis bolge.

17. y-eksenive x = y — y3, 0 =< y = 1 egrisiyle smirlanmis bolge.
18. x = y% — y egrisi ve y = x dogrusuyla smirlanmis bélge.
19. x-ekseni ve y = cosx, —m/2 =x = /2 parabolleriyle

sinirlanmis bolge.

20. x-ckseni ve y = sec’

bolge.

x, —mw/4 = x = /4 egrisiyle smirlanmug

21. y = 2x? — 4xve y = 2x — x° parabolleriyle sinirlanmis bélge.
22. a. Birinci dortte bir bolgeden x> +y? = 9 cemberi ile kesilmis
bolge.
b. x-ekseni ve y = V9 — x? yarim gemberiyle smirlanmis
bolge.
Yanitinizi (a) sikkindaki yanitla karsilastirin.

23. Birinci dortte bir dolgede x> + y* = 9 ¢emberi ve x = 3 ve
y = 3 dogrular1 arasinda kalan “iiggen” seklindeki bolge. (Ipucu:
Alan1 bulmak igin geometri kullanin.)

24, Ustten y = 1/x” egrisi, alttan y = —1 /x* egrisi ve soldan ve sagdan
x =1 ve x = a > 1 dogrulariyla siirlanmis bolge. Ayrica
lim,_,., x’yi de bulun.

Degisken Yogunluklu ince Plakalar

25. Plakanmn (x, y) noktasindaki yogunlugu 8(x) = x* ise, x-ekseni ile
y =2/x% 1 = x =< 2, egrisi arasinda kalan ince plakanm kiitle
merkezini bulun.

26. Plakanmn (x, y) noktasindaki yogunlugu &8(x) = 12x ise, alttan
y = x? parabolii ve iistten y = x dogrusuyla smrli bolgeyi
kaplayan ince plakanin kiitle merkezini bulun.

27. y = +4/ Vi egrileri ve x = 1 ve x = 4 dogrulariyla sinirli bolge
y-ekseni etrafinda dondiiriilerek bir donel cisim iretiliyor.

a. Donel cismin hacmini bulun.

b. Bolgeyi kaplayan ince plakanin (x, y) noktasindaki yogunlugu
8(x) = 1/x ise plakann kiitle merkezini bulun.

c¢. Plakayi ¢izin ve ¢iziminizde kiitle merkezini belirtin.

28. y = 2/xegrisi ve x = 1'den x = 4’e kadar x-ekseni ile sinirli bolge
x-ekseni etrafinda dondiiriilerek bir donel cisim iretiliyor.
a. Donel cismin hacmini bulun.

b. Bélgeyil\(;playan ince plakanin (x, y) noktasindaki yogunlugu
8(x) = Vx ise plakanin kiitle merkezini bulun.

c. Plakayi ¢izin ve ¢iziminizde kiitle merkezini belirtin.

Ucgenlerin Merkezleri

29. Bir ii¢genin merkezi iicgenin kenar ortaylarinin kesisim nok-
tasindadir (Seki/ 6.40a) Bir iiggenin her kenarindan karsisin-
daki koseye olan uzakligin tigte birinde bulunan noktanin iiggenin
ii¢ kenarortayinin kesistigi nokta oldugunu hatirlayabilirsiniz. Ug-
genin merkezinin de kenar ortaylarin kesisim noktasinda oldugu-



nu, merkezin de kenarlardan koselere olan uzakligin iigte birinde
oldugunu gostererek ispatlaymn. Bunu yapmak icin, asagidaki
adimlart izleyin.

i. Uggenin bir kenarm Sekil 6.40b’deki gibi x-eksenine
yerlestirin. dm’yi L ve dy cimsinden ifade edin.

ii. Benzer tiggenler kullanarak L = (b/h)(h — ») oldugunu
gosterin. L’nin bu ifadesini dm formiiliinde yerine koyun.

iii. y=h/3 oldugunu gosterin.
iv. Diger kenarlar i¢in de aynisini uygulayin.
y

| ——>

dy hoy
h£_l
T |
L,
L, |
(a) (b)

SEKIL 6.40  Alistirma 29°daki tiggen. (a) Kiitle merkezi. (b) Kiitle
merkezini bulmak i¢in kullanilacak boyut ve degiskenler.

Alistirma  29’un  sonuglarin1  kullanarak 30-34 alistirmalarinda
koseleri verilen iiggenlerin kiitle merkezlerini bulun. (pucu: Once her
ticgeni ¢izin.)

30. (_1, 0)’ (1’ 0)’ (0’ 3)
32. (0,0), (a,0),(0, a)
34. (0,0), (a,0), (a/2, b)

31. (0,0),(1,0),(0, 1)
33. (0, 0), (a, 0), (0, D)

ince Teller

35. Sabit yogunluk x = 0'dan x = 2’ye kadar y = Vi egrisi lize-
rinde bulunan sabit yogunluklu telin x-ekseni etrafindaki momen-
tini bulun.

36. Sabit yogunluk x=0’dan x = 1’e kadar y = x> egrisi iizerinde bu-
lunan sabit yogunluklu telin x-ekseni etrafindaki momentini bu-
lun.

37. Degisken yogunluk Ornek 6’daki telin  yogunlugunun
0 = ksin 0 oldugunu varsayin (k sabit). Kiitle merkezini bulun.

38. Degisken yogunluk Omek 6daki telin  yogunlugunun
8 =1 + k|cos 0| oldugunu varsaymn (k sabit). Kiitle merkezini
bulun.

Miihendislik Formiilleri
39-42 alistirmalarindaki ifadeleri ve formiilleri dogrulayin.

39. Diizlemde tiirevlenebilir bir egrinin merkezinin koordinatlar sun-

lardur:
[ xds [ yds
uzunluk’ Y = Uzunluk

X =
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0

40. y=x?/(4p) denkleminde p > 0’1n degeri ne olursa olsun, asagida

gosterilen  parabolik  parganin  merkezinin  y-koordinati
y=(3/5)adm.
y
2
X
\ a / Y=
S_3,
[ ] 5
0 X

41. Merkezleri orijinde bulunan ve y-ekseni etrafinda simetrik olan
¢embersel yaylar seklindeki sabit yogunluklu teller ve ince gu-
buklarn kiitle merkezlerinin y-koordinat1 soyledir:

_ _asina _ ac
Yy = o .

\
\
\
[
|
|
| i
42. (Alistirma 41’in devamr)
a. « kiiglik oldugunda, merkezden AB kirisine olan d uzakliginin

yaklagik olarak 2//3 oldugunu (sekildeki gosterimle) agagida-
ki adimlar izleyerek gosterin.

i.
d _ sina — acosa o)
h o~ acosa

oldugunu gosterin.
il .
sina — acosa
@) = = =acosa

fonksiyonunun grafigini ¢izin ve trace 6zelligini kullanarak
lim,_,* f(a) = 2/3 oldugunu gésterin.

b. Hata (d ile 2A/3 arasindaki fark) 45°'den biiyiik agilar i¢in bile
kiigiiktiir. Bunu (9) denkleminin sag tarafint « = 0.2, 0.4, 0.6,
0.8 ve 1.0 radyan i¢in hesaplayarak kendiniz goriin.
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Donel Yiizeylerin Alanlari ve Pappus Teoremleri

SEKIL6.41 Merkezi orijinde olan a
yaricaph y = Va? — x? yar gemberini
déndiirmek alan1 477a® olan kiiresel bir

yiizey iretir.

ip atlarken, ip gevrenizde bir yiizey tarar, donel yiizey olarak adlandirilan bir yiizey. Tah-
min edebileceginiz gibi, bu yiizeyin alan1 ipin uzunluguna ve ipin her par¢asinin dénme
ekseninden ne kadar uzaga gittigine baglidir. Bu boéliimde donel yiizeylerin alanlarini
tanimliyoruz. Daha karmasik yiizeylerin alanlar1 B6liim 16°da verilecektir.

Yiizey Alan1 Tanimlamak

Donel ylizeyin alani taniminin klasik geometrideki kiirelerin, dairesel silindirlerin ve koni-
lerin yiizey alanlar1 i¢in bilinen sonuglarla uyumlu olmasini isteriz. Dolayisiyla, yukarida-
ki atlama ipi, x-ekseni etrafinda dondiiriilen a yarigapli bir yari1 gember seklini alirsa (Sekil
6.41), yiizey alan1 47a* olan bir kiire tiretir.

Genel egrileri ele almadan Once, yatay ve egimli dogru pargalarinin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmeleri ile basliyoruz. Uzunlugu Ax olan 4B dogru pargasini (Sekil 6.42a) x-ek-
seni etrafinda dondiirlirsek yiizey alant 277yAx olan bir silindir {iretiriz. Bu alan, kenar
uzunluklar1 Ax ve 27ry olan bir dikdortgenin alani ile aynidir ( Sekil 6.42b). 27y uzunlugu
AB dogrusu tizerindeki (x, y) noktasinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile iiretilen y
yarigapli gemberin gevresidir.

Ax

[~ Ax—l
A B oy

-
I

OLCEKLI DEGIL

(a) (b)

SEKIL6.42  (a) Uzunlugu Ax olan yatay 4B
dogru parcasinin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile tiretilen silindirik yiizeyin
alan1 27ryAx dir. (b) Silindirik yiizeyin kesilip
acilmis hali, bir dikdortgen.

AB dogru pargasinin uzunlugunun As oldugunu ve yatay olmak yerine egimli
oldugunu varsayin. Bu defa 4B dogru pargasi x-ekseni etrafinda dondiiriildiigiinde bir ke-
sik koni elde edilir Sekil (6.43a). Klasik geometriden, bu kesik koninin yiizey alani, egimli
AB dogru pargasimin x-ekseninden ortalama yiiksekligi y* = (y; + »,)/2 olmak iizere,
27ry" As’dir. Bu yiizey alani, kenar uzunluklar1 As ve 277y olan bir dikdortgenin alani ile
aynidir ( Sekil 6.43b).

Daha genel egrilerin x-ekseni etrafinda dondiiriilmeleri ile siipiiriilen yiizeylerin alan-
larini tanimlamak igin bu geometrik prensipleri kullanalim. Negatif olmayan ve siirekli bir
y = f(x), a = x = b fonksiyonunun grafiginin x-ekseni etrafinda doéndiiriilmesi ile
siiptiriilen yiizeyin alanin1 bulmak istedigimizi varsayalim. Her zamanki gibi, [a, b] kapali
araliginin bir boliiniisiinii aliriz ve boliiniis noktalart yardimiyla grafigi kisa yaylara
ayiririz. Sekil 6.44’te tipik bir PQ yay1 ve f’nin grafiginin bir pargast olarak sliplirdiigii
bant goriilmektedir.



SEKIL 6.46  Negatif olmayan bir
v = f(x),a = x = b, fonksiyonunun

grafiginin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile tiretilen yiizey. Yiizey,
PQ yayinin siiplirdiigii bant gibi bantlarin
bir birlegimidir.

S

SEKIL 6.45 P ve Q noktalarii birlestiren
dogru pargasi bir kesik koni siipiiriir.
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As

2y

OLCEKLI DEGIL

(b)

SEKIL 6.43 (a) Uzunlugu
x-ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile {iiretilen kesik koninin alani
2ary*As dir. (b) AB dogru pargasinin x-ekseninden ortalama yiiksek-

As olan egimli AB dogru pargasinin

+
ligi y* = 7 2 yz’ i¢in, dikdortgenin alani.

PQ yay1 x-ekseni etrafinda donerken, P ve O noktalarin birlestiren dogru parcasi ek-
seni x-ekseninde bulunan bir kesik koni siiptiriir (Sekil 6.45). Bu kesik koninin ylizey ala-
n1, PQ yay1 tarafindan siipiiriilen bant’in yiizey alanina yaklasir. Sekil 6.45°te gosterilen
kesik koninin yiizey alani, P ve Q noktalarini birlestiren dogru pargasinin x-ekseninden
ortalama yiiksekligi y* ve uzunlugu L (énceki gibi ) olmak iizere, 27y L'dir. f = 0
oldugundan,  Sekil  6.46dan, dogru  parcasmmin _ ortalama tiksekliginin
y* = (f( ) + f(xp)/2 oldugunu ve uzunlugun L = V(Axp)? + (Ay)?  oldugunu

goriiriz. Bu nedenle,
) +
Kesik koni yiizey alani = 27 - M - V(Axp)? + (Ayy)?

= 7(f(xe-1) + f()V(Axp)? + (Ayp)?
dir.

PQ yay1 gibi yaylarin siiptirdiikleri bantlarin alanlarinin toplami olan orijinal yiizey
alanina, kesik konilerin alanlarinin toplami olan

éﬂf(xk_l) 1)V A + (A )

ile yaklasimda bulunulur. [@¢, A]’nin boliniisiiniin noktalar1 arttikga yaklasimin
iyilesmesini bekleriz. Ustelik, f fonksiyonu tiirevlenebilir ise, Ortalama Deger Teoremine
gore egri lizerinde P ve Q noktalari arasinda tegetin PQ dogru pargasina paralel oldugu
bir (cx, f(ck)) noktasi vardir (Sekil 6.47). Bu noktada

, _ Ayy
fle) = 3o

Ay = f'(cr) Axy
dir.
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Dogru pargasinin uzunlugu:

L=V (A_Xk)z + (Ayk)z

P

1 = fw)
Ay, y=flx
1
rn=f_y | }
: : "Z:f(xk)
\ \
| |
Y1 Ak
Ay

SEKIL 6.46  PQ yay1 ve dogru pargast ile
eslenen boyutlar.

(cp> fer))

T Kirise paralel
Ay
4
[
\
| Iy =f(x)
[
\
Xk -1 Ck Xk
Ay —

SEKIL 6.47 1 diizgiin ise, Ortalama Deger
Teoremi, tegetin PQ dogru pargasina
paralel oldugu bir ¢; noktasinin varligini
garanti eder.

y= 2Vx
(2,2V2)
(1,2)

\i\‘z\
X

</

SEKIL 6.48  Ornek 1'de bu yiizeyin alanmi
hesapliyoruz

Ayy, yerine bu doniistimii yapmakla (1) Denklemi

éw(f(xkﬂ) + Fa)) V(Axp)? + (F'(cr) Axy)?

- éwmxk_l) GV T (F(c0) Axe o

halini alir. Bu toplamlar herhangi bir fonksiyonun Riemann toplamlar1 degildir ¢iinkii,
Xj_1, X; ve ¢, noktalar1 ayni degildir. Ancak, ileri analizden bir teorem sunu garanti eder:
[a, b]’nin boliinlistiniin normu sifira giderken (2) Denklemindeki toplamlar

/bZTrf(x) V1 + (f'(x))? dx.

integraline yakinsarlar. Bu nedenle bu integrali, f fonksiyonunun a’dan b’ye kadar
grafiginin siiplirdiigli yiizeyin alan1 olarak tanimlariz.

TANIM x-Ekseni Etrafinda Dénme icin Yiizey Alami

f(x) = 0 fonksiyonu [a, b]'de siirekli olarak tiirevlenebilirse, y = f(x) egrisini
x-ekseni etrafinda dondiirerek iretilen ylizeyin alan

b
S =/ 2y, |1 + (Zﬁ)z dx = /b27'rf(x)\/1 + (f'(x))? dx (3)
dir. ’ ’

(3) Denklemindeki karekok, Boliim 6.3 Denklem (2)’de, yiizeyi iireten egrinin uzunlugu
formiiliinde goziiken karekokle aynidir.

ORNEK 1

y = 2\/;, 1 = x = 2, egrisinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle iretilen yiizeyin
alanini bulun (Sekil 6.48).

b dyz
S=[27Ty 1+<dx) dx

Yiizey Alani Formiilind Uygulamak

Coziim

Denk. (3)

w

formulini

@_ 1

S

. 1+l_ x+1 _ Vx+1
IR RV

alarak hesaplariz. Bu degerlerle, alan su sekilde bulunur:
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S= [ 2m- 2\/\/XTd it [V T
R v |

a2 2] <22 (5V3 - 2v3). :

1

y-Ekseni Etrafinda Donme

y-ekseni etrafinda donme igin, (3) denkleminde x yerine y yazariz.

y-Ekseni Etrafinda Dénme I¢in Yiizey Alam
x = g(y) = 0, [c, d]’de siirekli olarak tiirevlenebilirse, x = g(y) egrisini y-ek-
seni etrafinda dondiirerek iiretilen ylizeyin alani

_ / dzmw dy = / D NVTF @O W

dir.

ORNEK2  y-Ekseni Etrafinda Dénme icin Alan Bulmak

x=1-y,0=y =1, dogru parcas1 y-ekseni etrafinda dondiiriilerek Sekil 6.49°daki
koni iiretiliyor. Yanal yilizey alanin1 bulun (taban alani harig).

Cozim  Bu bir geometri formiiliiyle kontrol edebilecegimiz bir hesaptir.

taban gevresi

Yanal yiizey alan1 = 2

X yanal ayirt uzunlugu = 77\/2.

(4) denkleminin nasil ayni sonucu verdigini gérmek igin

SEKIL6.49 4B dogru pargasim y-ekseni _ dx
etrafinda dondiirmek yanal ylizey alanini

iki farkli sekilde hesaplayabilecegimiz bir
koni olugturur (Ornek 2). N V1 + (—1)? = V2

alir ve denklemi hesaplariz:

d d 2 1
=/ 2mx 41 + (x) dy =/ 27(1 —y)\ﬁdy
c dy 0

2mV2 {y - y;]; =27V2 (1 - ;)
=7V2

Sonuglar, olmasi gerektigi gibi, birbirini tutmaktadir. [

I
|I
=
I
—_
|
=
Il
|
—_
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Cember y
X =cost

y=1+sint
0=r=2

SEKIL6.50  Ornek 3’te bu parametrize egri
tarafindan siipiiriilen donel yiizeyin alanin
hesapliyoruz.

Parametrize Egriler

Doéndiirme hangi koordinat ekseni etrafinda yapilirsa yapilsin, (3) ve (4) denklemlerinde
goziiken karekokler, Bolim 6.3’te yay uzunlugu formiillerinde goziikenlerle aynidir. f ve g
[a, D] tizerinde siirekli olarak tiirevlenebilir fonksiyonlar olmak iizere, egri x = f(f) ve
y=g(f), a =t = b denklemleri ile parametrelenmisse yay uzunlugu formiiliinde kars1 gelen

karekok
2 d 2
i - (8] ()

dir. Bu gozlem, diizgiin parametrize egrilerin dondiiriilmesi ile elde edilen yiizey alanlari
icin asagidaki formiillere yol agar.

Parametrize Egriler icin Donel Yiizey Alam

Diizgiin birx = f(¢),y = g(t),a =t = b, egrisi, ¢ a'dan b’ye dogru artarken
sadece bir defa katediliyorsa, egriyi koordinat eksenleri etrafinda dondiirerek
iiretilecek donel yiizeylerin alanlari agagidaki gibidir.

1. x-ekseni etrafinda donme (y = 0):
b 2 2
_ dx 4
S—Z 2y <dt) + ( t) dt (5)

2. y-ekseni etrafinda donme (x = 0):

b 2 2
_ dx 04
5= [(amny[(5) < (&Y a 0

Uzunlukta oldugu gibi, belirtilen kriteri karsilayan herhangi uygun bir parametrizasyonla
ylizey alanin1 hesaplayabiliriz.

ORNEK3  VYiizey Alani Formilliinii Uygulamak
xy-diizleminde merkezi (0, 1) noktasinda olan 1 yarigapli cemberin standart parametrizas-
yonu

X = cost, y =1+ sint, 0=t=2w

ile verilir. Bu parametrizasyonu kullanarak, gemberin x-ekseni etrafinda dondiriilmesiyle
siipiiriilen yiizeyin alanini bulun (Sekil 6.50).

Cozim  Formiilii hesaplariz:
x-ekseni etrafinda donme

b 2 2 o 4
dx dy icin (5) denklemi
oo Lo @+ (BFa O
[ Y dt dt y=1+sint>0
2w
= / 2m(1 + sin t)\/(—sin 1)? + (cost)* dt
0

1
2
= 277/ (1 + sinz) dt
0

= 277[t — cos t](z)w = 4777 E
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Kisa Diferansiyel Form

b dy 2 d d 2
S=l 27y, [1 + (dx) dx ve S=L 27Tx1/<d;> dy

denklemleri gogunlukla ds = Vdx* + dy? yay uzunluk diferansiyeli cinsinden

b d
S=/ 27y ds ve S=/ 27 x ds

seklinde yazilir. Bunlarin birincisinde, y x-ekseninden ds yay uzunlugu elemanina olan
uzakliktir. Ikincisinde ise, x y-ekseninden ds yay uzunlugu elemanina olan uzakliktir Tki
integral de, p donme ekseninden bir ds yay uzunlugu elemanina kadar yaricap olmak tizere

S = / 27r(yarigap)(bant genisligi) = / 2mp ds (7)

seklindedir (Sekil 6.51).
Herhangi belirli bir problemde, p yarigap fonksiyonunu ve ds yay uzunlugu diferan-
siyelini ortak bir degisken cinsinden ifade eder ve bu degisken igin integrasyon sinirlarini

bulursunuz.

Donme
ekseni

SEKIL6.51 4B yaymn burada gsterilen eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle taranan yiizeyin alan1 f ab 27rp ds ’tir.
Kesin ifade p’nun ve ds’nin formiillerine baglidir.

y
% L ORNEK 4 Diferansiyel Formu Yiizey Alani icin Kullanmak
11
- y=ux3 (i’ g) y=x° 0 = x = 1/2 egrisinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile iiretilen yiizeyin alanin
0 bulun (Sekil 6.52).
—% ~ Cizim  Ise kisa diferansiyel formla baslariz:

X
S=/27Tpds

OLGCEKLI DEGIL x-ekseni etrafinda dénme igin,
_ 0 = x = 1/2 lizerinde yarigap
: . = [ 2myds Y
SEKIL6.52 =X, 0=x< 1/2 egrisini / my fonksiyonup =y > 0on0 = x =< 1/2.
x-ekseni etrafinda dondiirerek iiretilen
yiizey bir sampanya kadehi tasarimi = / 2myV dx? + dy2 .
ds = Vx> + dy?

olabilir (Ornek 4).
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SEKIL6.53  Yiizey alanina yaklasimda
bulunmak i¢in (b) konik bantlar yerine
neden (a) silindirik bantlar kullanilmasin?

Simdi dy’yi mi dx cinsinden, yoksa dx’i mi dy cinsinden ifade edecegimize karar veririz.

Denklemin orijinal hali, y = x, dy’yi dx cinsinden ifade etmemizi kolaylastirir,
dolayistyla hesabimiza
y = x3, dy = 3x?% dx, ve Vidx* + dy? = Vdx? + (3x2 dx)>

= V1 + 9x*dx.

ile devam ederiz. Bu degisiklikleri yaptigimizda, x integrasyon degiskeni olur ve

x=1/2
S = / 2ayVdx? + dy?

=0

12
= / 23 V1 + 9x* dx
0 u=1++ 9x4,
1/2 du/36 = x3 dx;
=27 (316> (g)(l + 9x4)3/2} aIn/L integre edin
0 ve degerleri
32
o

_om [(2s\ - (12s
27 |\ 16 27 \ 64

_ 6olw
1728"

yerine koyun.

|
SE
—
/'_‘\
+
e

bulunur.

Konik Bantlara Karsi Silindirik Bantlar

Sekil 6.53’te onerildigi gibi, yilizey alanint neden konik bantlar yerine silindirik bantlarla
yaklagim yaparak bulmayalim? Bu sekilde elde edecegimiz Riemann toplamlari da konik
bantlardan elde edilenler kadar iyi yakinsarlar ve ortaya ¢ikan integral daha basittir. Bu
durumda x-ekseni etrafinda donme i¢in, (7) denkleminde yaricap p = y ve bant genisligi
ds = dx’dir. Bu, (3) tanim denklemi yerine

b
S=/ 27 f(x) dx (8)

integral formiiliine yol agar. Bu yeni formiildeki problem, klasik geometrinin yiizey alani
formiilleri ile ve baslangigta belirttigimiz amaglarimizla uyumlu sonuglar vermemesidir.
Sadece hog goriiniislii bir integral bulmamiz bunun istedigimizi yapacagi anlamina gelmez
(Bkz. Aligtirma 40).

UYARI

Yiizey alani hesaplamak igin (8) denklemini kullanmayin. Dogru sonucu vermez.

Pappus Teoremleri

Ugiincii asirda, Pappus isminde Iskenderiyeli bir Yunan kiitle merkezlerini dénel yiizeyler
ve donel cisimler ile iliskilendiren iki formiil kesfetti. Bu formiiller bagka tiirlii ok uzun
siirecek hesaplamalar i¢in kestirme yollar saglar.



SEKIL 6.54 R bolgesi x-ekseni etrafinda
(bir defa) dondiiriilerek bir donel cisim
iiretilecektir. 1700 yasindaki bir teorem
donel cismin hacminin, bélgenin alanryla
kiitle merkezinin doniis sirasinda aldig1 yol
carpilarak hesaplanabilecegini soyler.

Donme ekseninden
merkeze olan uzaklik

2

Alan: ma
Cevre: 2ma

SEKIL 6.55 Pappus’un birinci teoremiyle,
bir torusun hacmini integral almamiz
gerekmeden bulabiliriz (Ornek 5).

6.5 Dinel Yiizeylerin Alanlan ve Pappus Teoremleri 443

TEOREM 1 Hacimler icin Pappus Teoremi

Diizlemdeki bir bolge diizlemdeki bolgenin iciyle kesigsmeyen bir dogru etrafinda
bir kere dondiiriiliirse, tiretecegi donel cismin hacmi bdlgenin alani kere donme
sirasinda bdlgenin merkezinin aldig1 yola esittir. p donme ekseninden merkeze
olan uzakliksa, hacim su sekilde ifade edilir.

V = 2mpA. 9)

ispat R bolgesi birinci dortte bir bolgede olmak itizere, dénme eksenini x-ekseni olarak
seceriz (Sekil 6.54). y noktasinda R’nin y-eksenine dik olan kesitinin uzunlugu L (y) olsun.
L(y)’nin siirekli oldugunu varsayiyoruz.

Silindirik kabuklar yontemiyle, bolgeyi x-eksen etrafinda dondiirerek iiretilen donel
cismin hacmi §dyle bulunur:

d d
kabuk kabuk
V:Z o (yarlcapl) (yﬁksekligi) dy = 2m / yL(y)dy. (10)

R’nin merkezinin y-koordinati

d d
/W /yL<y>dy

y=T—g— = y ¥ = y,dd = L(y)dy

olarak bulunur, dolayisiyla

d
/ yL(y)dy = Ay.

olur. (10) denklemindeki son integral yerine Ay yazmak V = 2wyA verir. p yarigapi
y’ye esit oldugundan, V' =2mpA buluruz. [

ORNEK5  Bir Torus'un Hacmi

a yarigapl dairesel bir diski, merkezinden b = a kadar uzakta bir eksen etrafinda
dondirtilmesiyle tiretilen bir torusun (simit) hacmi

V = 2mw(b)(wa?) = 2m’ba’® [

ORNEK 6 Yarim Daire Seklinde Bir Bolgenin Merkezini Bulun

Cozim  Bolgeyi, y = Va? — x? yarim dairesi (Sekil 6.56) ile x-ekseni arasindaki bolge
olarak aliriz ve bolgeyi x-ekseni etrafinda dondiirerek igi dolu bir kiire irettigimizi varsa-
yariz. Simetriden dolay1, merkezin x koordinati x = 0’dir. (9) denkleminde p yerine y ko-
yarak

v (4/3)ma’ 4

YT 2mA T 27(1/2)ma? “ 3 -

buluruz.
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3i a 9 Merkez

@—>x

—a 0] a

SEKIL 6.56  Pappus’un birinci teoremiyle,
yarim daire seklinde bir bolgenin
merkezini integral almadan bulabiliriz
(Ornek 6).

SEKIL 6.57 Pappus’un alan teoreminin

ispati i¢in sekil

ALISTIRMALAR 6.5

TEOREM 2
Bir diizgilin diizlemsel egri yay1, ayn1 diizlemde yayin igiyle kesismeyen bir dogru
etrafinda bir kere dondiiriiliirse, yayin iirettigi ylizeyin alani yayin uzunlugu kere
yaym merkezinin dénme sirasinda aldig1 yoldur. p donme ekseninden merkeze
olan uzakliksa, yiizey su sekilde bulunur:

S=2mpL (1)

Yiizey Alanlari icin Pappus Teoremi

Verecegimiz ispat donme eksenini x-ekseni olarak ve yayr x’in diizglin bir fonksiyonu
olarak modelleyebilecegimiz varsayimina dayanmaktadir.

ispat  Yay, birinci dortte bir bolgede x = a’dan x = b’ye kadar uzanmak iizere, dénme ek-
senini x-eksenini olarak segeriz (Sekil 6.57). Yayin iirettigi yilizeyin alan1 soyle verilir:

x=b x=b
S = / 2@y ds = 277/ yds (12)
X=a X=a

Yayin merkezinin y-koordinati

L= / " ds yay uzunlugudur
ve y = yXdir,

olarak bulunur, dolayisiyla

x=b
/ yds = yL

olur. (12) denklemindeki son integral yerine yL yazmak S = 27 yL verir. p yarigapt y.ye

esit oldugundan, S = 2wpL buluruz. [
ORNEK 7 Bir Torusun Yiizey Alani
Ornek 5’teki torusun yiizey alani

S =2m(b)2ma) = 47°ba m

olarak bulunur.

Yiizey Alani icin integral Bulma

1-8 alistirmalarinda

a. Verilen egrinin belirtilen eksen etrafinda dondiiriilmesiyle
retilen yiizeyin alani igin bir integral kurun.

b. Egriyi gizerek neye benzedigine bakin. Yapabiliyorsaniz,

ylizeyi de ¢izin

i ..

.y =x%, 0 =x=2; x-ckseni etrafinda

xy=1, 1 =y =2 y-ckseni etrafinda

x=siny, 0 =y = y-ekseni etrafinda

X2+ yl""’2 =3,(4, 1)den (1, 4)’e, x-ekseni etrafinda
.y + 2\/y =x, 1=y =2; y-eksenietrafinda

EE S

N

¥
x = / tantd:, 0 <y = m/3; y-ekseni etrafinda
0

Grafik programinizin veya bilgisayarinizin integral hesap-
layicistyla yiizeyin alanini sayisal olarak bulun.

1. y=tanx, 0 =x = 7r/ 4 x-ekseni etrafinda

®

y =/ V2 —1dr, 1=x= \/g; x-ekseni etrafinda
1



Yiizey Alanlarini Bulmak

9.

10.

11.

12.

13-22 alistirmalarindaki

y=x/2,0 =x =4, dogru pargasimin x-ekseni etrafinda
dondiirilmesiyle elde edilen koninin yanal yiizey alanin1 bulun.
Yanitinizi su geometri formiiliiyle karsilagtirin:

Yanal yiizey alan1 = 17 taban gevresi X yanal ayrit uzunlugu
y=1x/2,0 =x =4 dogru pargasinin y-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle elde edilen koninin yanal yiizey alanini bulun.
Yanitinizi su geometri formiiliiyle karsilagtirin:

Yanal yiizey alan1 = ; taban gevresi X yanal ayrit uzunlugu
y=(x/2) +(1/2),1 =x =3, dogru pargasinin x-ekseni

etrafinda dondiiriilmesi ile iretilen kesik koninin yiizey alanin
bulun. Yanitiniz1 agagidaki formiille karsilastirin:

Kesik koni yiizey alan1 = 7 (7] + r,) X yanal ayrit uzunlugu

y=(x/2) +(1/2),1 =x =3, dogru pargasinin y-ekseni
etrafinda dondiiriilmesi ile iiretilen kesik koninin yiizey alanini
bulun. Yanitiniz1 agagidaki formiille karsilastirin:

Kesik koni yiizey alan1 = 7 (7| + r,) X yanal ayrit uzunlugu

egrilerin belirtilen eksenler etrafinda

dondiiriilmeleriyle elde edilen ylizeylerin alanlarini bulun. Bir grafik
programiniz varsa, egrileri gizebilirsiniz.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

y =x%/9, 0 =x =2; x-ckseni etrafinda
y =\ 3/4=x=15/4;
y=V2x —x% 05=x=15, x-eksenietrafinda
y=Vx+1, 1=x=25; x-eksenietrafinda

x=y3 0=y=1
x= (132 =y 1=y=3;
x=2V4 -y 0=y=15/4; y-cksenietrafinda

()

x-ekseni etrafinda

y-ekseni etrafinda
y-ekseni etrafinda

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

445
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x =044+ 1/(8%, 1= y = 2; x-ekseni etrafinda (Ipucu:
ds = Vdx* + dy?’yi dy cinsinden ifade edin ve S = /27y ds in-
tegralini uygun sinirlarla hesaplayin.)

y=(1/3)2+2)*? 0= x =2; y-ekseni etrafinda (Ipucu

ds = \Vdx* + dy®yi dx cinsinden ifade edin ve S = f 27x ds
integralini uygun sinirlarla hesaplayin.)

Yeni tamimi test etmek y = Va?> —x% —a=x<a,
egrisinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle iiretilen yiizeyin
alanin1 (3) denklemiyle hesaplayarak a yarigaplt bir kiirenin
yiizey alammn hala 47ra” oldugunu gosterin.

Yeni tanim test etmek Yiiksekligi /4 ve yarigap1 » olan bir
koninin yanal yiizey alam 77V r? + h?, taban yarigevresi kere
yanal ayrit uzunlugu, olmalidir. y = (r/h)x, 0 = x = h, egrisinin
x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle tretilen yiizeyin alanini bu-
larak bunun hala béyle oldugunu gdsterin.

y =cosx,—m/2 = x = mw/2, egrisinin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan yiizeyin alani i¢in bir integral bulun. Bu
tip inegrallerin nasil hesaplanacagini Béliim 8.5°te gorecegiz.

Bir astroidin yiizeyi x?° + y?3 = 1 astroidinin asagida veri-

len kismu x-ekseni etrafinda dondiirtilerek iiretilen yiizeyin alanini
bulun.  (Jpucu:  Once  birinci  bolgedeki  kismuni,
y=(1-x3%2% 0= x = 1, x-ekseni etrafinda dondiiriin ve
sonra sonucunuzu iki ile ¢arpin.)

-1

Tavalar1 minelemek Sirketiniz B6lim 6.1, Alistirma 55” te tasar-
ladigimniz tavanin lilks seklini piyasaya siirmeye karar vermistir.
Planlar1 tavanin i¢ini beyaz mineyle, disin1 kahverengi mineyle
kaplamaktir. Her mine firinlanmadan 6nce 0.5 mm kalinhiginda ka-
planacaktir (asagidaki diyagrama bakm). Uretim béliimiiniiz 5000
tava icin ellerinde ne kadar mine bulunmasi gerektigini merak
ediyor. Onlara ne dersiniz? (Atiklar1 ve kullanilmayan malzemeyi
ihmal edin ve yamtiuzi litre olarak verin. 1cm® = 1 mL,
dolayistyla 1 L= 1000 cm?® oldugun hatirlaym.)

y (cm)

- X2+ yr =167 =256

x (cm)

T—
I Derinlik 9 cm
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28.

29.

30.

31.
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Ekmek kesmek Eger kiiresel bir ekmek somununu esit
genislikli pargalara bélerseniz, her dilimde ayni miktarda kabuk
bulunacagini biliyor muydunuz? Nedenini anlamak igin, asagida
gosterilen y = Vr~ — x° yaricamberini bir kiire olusturacak
sekilde x-ekseni etrafinda dondiirdiiglimiizii varsayin. 4B, x-ekse-
ninde / uzunluklu bir araligin karsisindaki yay olsun. 4B yayinin
taradig1 alanin, araligin bulundugu yere bagli olmadigini gosterin.
(Araligin uzunluguna bagldir.)

)

a a+h B_}}
_)l h |(_

Asagida gosterilen golgeli bant 4 birim aralikli paralel diizlem-

lerle R yarigcaph bir kiireden kesiliyor. Bandin yiizey alaninin
21rRh oldugunu gosterin

= 0 |

o
;e E=

R

Asagida U.S. Ulusal Hava Servisi tarafindan Bozeman, Mont’taki
radar1 gevrelemek i¢in kullanilan 90 ft’lik bir kubbenin semasi
verilmektedir.

a. Boyanacak dis yiizey ne kadardir (tabani saymadan)?

b. Yanitinizi bir ft* hassashiginda ifade edin.

Eksen

45 Merkez
b Yarigap
¢ 45 ft
25t /

Dénme eksenini kesen egrilerle iiretilen yiizeyler (3) denkle-
mindeki ylizey alan1 formiildi, grafigi ylizeyi olusturan f fonksiyonu-
nun [a, b] araliginda negatif olmadig1 varsaymm altinda gelistirilmis-
tir. Donme eksenini kesen egriler igin (3) denklemini

32.

S=/27Tpds =/27T|f(x)|ds. (13)

mutlak deger formiilityle degistiririz. (13) denklemini kullanarak
y =x,—1 = x = 2, dogrusunun x-ekseni etrafinda dondiiriilme-
siyle tiretilen cifte koninin ylizey alanini bulun.

(Ahstirma 31’in devami) y = x°/9, ~-V3=x= \/g, egri-
sinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle {iretilen yiizeyin alanini
bulun. (13) denkleminden mutlak deger isaretlerini atip alani
S = f 27 f(x)ds ile hesaplamaya kalkarsaniz, sizce ne olur?
Deneyin.

Parametrizasyonlar

33-35 alistirmalarindaki egrilerin belirtilen eksenler etrafinda dondii-
riilmeleriyle tiretilen ylizeylerin alanlarmi bulun.

33.
34.
35.

36.

37.

38.

39.

x =cost, y=2+sint, 0=1t= 2m; . x-ckseni etrafinda

x=(2/3)32 y=2V1 0=rt=\3; y-cksenietrafinda
x=1t+ \/5, y = (}2) + \/Zt, V2=t= \/2; y-ek-
seni etrafinda

x=ua(t—sint), y=a(l —cost), 0=t = 2w, egrisinin

x-ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile {iretilen yiizeyin alanini tem-
sil eden bir integral yazin fakat hesaplamaym.

Kesik koni (0, 1) ve (2, 2) nokalarini birlestiren dogru

pargasi x-ekseni etrafinda dondiiriilerek bir kesik koni iiretiliyor.
x=2t,y=1t+ 1,0 =t =1, parametrizasyonunu kullanarak
kesik koninin ylizey alanini bulun. Sonucunuzu su geometri for-
miilityle kontrol edin: Alan = 7 (r; + r,)(yanal ayrit uzunlugu).
Bir koni Orijini (%, ) noktasina baglayan dogru pargasi x-ek-
seni etrafinda dondiiriilerek h yiikseklikli ve » yarigaplt bir koni
retiliyor. x = ht,y = rt,0 = t = 1, parametrizasyonunu kulla-
narak koninin yiizey alanini bulun. Sonucunuzu su geometri for-
miililyle karsilastirin: Alan = 77 (yanal ayrit uzunlugu).

Yiizey Alam1 Formiiliiniin Alternatif Elde Edilisi f’nin [a, b]
iizerinde diizgilin oldugunu kabul edelim ve [a, b]’yi her zamanki gi-
bi alt araliklara bolelim. Sekilde gosterildigi gibi, [x;—1, x] alt arali-
gmin my = (x;_, +my)/2 orta noktasindan egriye bir teget ¢izin.

Ax Ax
a. r = f(m) — f'(mk)Tk ve 1y = f(my) + f'(mk)Tk
oldugunu gosterin.

b. k. alt araliktaki teget dogru pargasinin L; uzunlugunun
L, = \/(Axk)2 + (f'(my) Axp)?*  oldugunu gosterin.
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c. Teget dogru pargasinin x-ekseni etrafinda donerken taradigi
kesik koninin yanal yiizey alanimin
27 f(m) V1 + (f'(my))? Axy oldugunu gosterin.

d. y = f(x) egrisini [a¢, b] boyunca x-ekseni etrafinda don-
diiriilmesiyle tiretilen yilizeyin alaninin

lim E (k,inci kesik koninin) _ /” 2 f VT F () d

n—oo = \ yanal yiizey alani

oldugunu gosterin.

Yiizey alami modelleme y = x/ \/37, 0=x= \/g, dogru
parcasini x-ekseni gevresinde dondiiriirek taranan koninin yanal
yiizey alam (1/2) (taban gevresi)(yanal ayrit uzunlugu)
(1/2)(27)(2) = 27 .olmalidir. f(x) = x/\/?;?alarak (8) denkle-
mini kullanirsaniz ne bulursunuz?

Pappus Teoremleri

41.

42.

Koseleri (0, 2), (2, 0), (4, 2) ve (2, 4)’te olan kare seklindeki
bolge x-ekseni etrafinda dondiiriilerek bir donel cisim firetiliyor.
Dénel cismin hacmini ve yiizey alanini bulun.

Pappus’un bir teoremini kullanarak, koordinat eksenleri ve

2x + y = 6 dogrusuyla siirlanan tiggen bdlgenin x = 5 dogrusu
etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen hacmi bulun. (Béliim 6.4’teki

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

6.6.1s L&T

Alistirma 29°da gordiigliniiz gibi, bir liggenin merkezi kenar or-
taylarin kesim noktasinda, yani her kenarin orta noktasindan karst
koseye olan uzakligin iigte birinde bulunur.)

(x —2)*> + y> =1 cemberinin y-ekseni etrafinda dondiiriil-
mesiyle iiretilen torusun hacmini bulun.

Pappus teoremlerini kullanarak bir dairesel dik koninin yanal
ylizey alanini ve hacmini bulun.

Pappus’un ikinci teoremini ve a yarigapll bir kiirenin ylizey
alanmin 47ra® oldugunu kullanarak, y = Va? — x? yarim ¢em-
berinin merkezini bulun.

Alistirma 45°ten, y = Va? — x> yanm ¢emberinin merkezi
(0, 2a/m)’de bulunur. Yarim ¢emberin y = a dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle taranin yiizeyin alanini bulun.

y = (b/a)\Va* — x* yarim elipsi ile x-ekseni arasinda kalan R
bolgesinin alan1 (1/2)mab ve R bolgesini x-ekseni etrafinda
dondiirerek iiretilen elipsoidin hacmi (4/3)wab*dir. R’nin
merkezini bulun. Konumun @’dan bagimsiz olduguna dikkat edin.
Ornek 6’da bulundugu gibi, x-ekseni ve y = Va? — x? yarim
gemberi ile sinirlanan bdlgenin merkezi (0, 4a/37)dir. Bu bol-
genin y = —a dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle iiretilen donel
cismin hacmini bulun.

Alistirma 48°deki bolge y = x — a dogrusu etrafinda dondiiriilerek
bir donel cisim iiretiliyor. Dénel cismin hacmini bulun.

Aligtirma 45°ten, y = Va? — x? yarim g¢emberinin merkezi
(0, 2a/m)dedir. Yarim g¢emberin y = x — a dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle tiretilen Donel cismin hacmini bulun.

Ornek 6’daki yarim ¢embersel bolgenin x-ekseni etrafindaki mo-

mentini bulun. Bildiginiz sonuglar1 kullanirsaniz, integre etmeniz
gerekmez.

Giinliik yasamda is, kas veya zihin giicii gerektiren faaliyetler anlamina gelir. Bilimde ise,
bu terim 6zel olarak bir cisme etki eden kuvveti ve cismin buna karsi gelen yerdegistirme-
sini belitmektedir. Bu boliim isin nasil hesaplanacagini gostermektedir. Uygulamalar va-
gon yaylarimi gikistirmak ve yeralt1 tanklarini bosaltmaktan elektronlar: bir araya getirmek
ve uydular1 yoriingeye tagimaya kadar gider.

Sabit Bir Kuvvet Tarafindan Yapilan s

Bir cisim sabit F biiyiikliiklii bir kuvvetin etkisi sonucunda bir dogru boyunca d mesafesi

kadar ilerlemigse, cisme etki eden kuvvetin yaptigi isi
W=Fd  (Is igin sabit kuvvet formiilii) (1)

formiiliiyle hesaplariz.
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Jul

J olarak kisaltilan jul, adin1 Ingiliz fizikgi
James Prescott Joule’den (1818-1889)
alir. Jull tanimlayan denklem

1 jul = (1 Newton) (1 metre)

olarak verilir. Sembolik olarak
1J=1N-mdir

(1) denkleminden, herhangi bir sistemdeki i biriminin birim uzunlukla garpilan birim
kuvvet oldugunu gorebiliriz. SI birimleriyle (SI Systéme International veya Uluslarasi Sis-
temin kisaltilmasidir), kuvvet birimi bir newton, uzaklik birimi ise bir metre ve is birimi
newton metredir (N-m). Bu kombinasyonla o kadar sik karsilasilir ki, 6zel bir ismi vardir:
jul. Ingiliz birim sisteminde is birimi miihendisler tarafindan ¢ok sik kullanilan ft-Ib’dir.

ORNEK1  Bir Otomobili Kaldirmak

Lastik degistirmek icin 2000 Ib’luk bir otomobilin bir tarafin1 1.25 ft kaldirirsaniz
(yaklagik 1000 1b’luk dikey bir kuvvet uygulamaniz gerekir), otomobil {izerinde
1000 x 1.25 = 1259 ft-1b is yapmus olursunuz. SI birimleriyle, 0.381 m’lik yol boyunca
4448 N’luk bir kuvvet uygulayarak 4448 X 0.381 ~ 1695 J’liik is yaparsiniz. [

Degisken Bir Kuvvetin Bir Dogru Boyunca Yaptigi is

Bir yay sikistirirken oldugu gibi, uyguladiginiz kuvvet yol boyunca degisiyorsa, W = Fd
formiili F'deki degismeyi de goz Oniine alacak bir inetgral formiiliiyle degistirilmelidir.

Isi gergeklestiren kuvvetin x-ekseni olarak aldigimiz bir dogru iizerinde etkidigini ve
kuvvetin F biiytkliglnin, konumun siirekli bir fonksiyonu oldugunu varsayalim.
x = a’dan x = b’ye kadar olan aralik iizerinde yapilan isi bulmak istiyoruz. [a, b] araligini
her zamanki gibi boler ve her [x;_;, x;] alt araligindan herhangi bir ¢; noktasi segeriz. Alt
aralik yeterince kisaysa, F' siirekli oldugundan, x,_;den x;’ye kadar fazla degismeyecektir.
Aralik boyunca yapilan is yaklasik olarak, F sabit olsaydi ve (1) denklemini uygulasaydik
bulacagimiz is olan, F(c;) kere Ax; uzaklig1 kadar olurdu. Dolayisiyla, a’dan b’ye kadar
yapilacak toplam is’e

IS ~ E F(Ck) Axy
k=1
Riemann toplamui ile yaklasimda bulunulur. B6liiniisiin normu sifira giderken, yaklagimin

iyilesmesini bekleriz, bundan dolay1 kuvvetin a’dan b’ye kadar yaptig1 isi F” nin a’dan b’ye
kadar integrali olarak tanimlariz.

TANIM s

Degisken bir F(x) kuvveti tarafindan x-ekseni boyunca x = a’dan x = b’ye kadar
yapilan is

b
W = / F(x) dx. (2)

dir.

F newton ve x metre olarak verilirse, integralin birimi jul, ' Ib ve x ft olarak verilirse, in-
tegralin birimi ft-Ib olacaktir. Dolayistyla, F(x) = 1/x? N’luk bir kuvvet tarafindan x-ek-
seni boyunca x = 1 m’den x = 10 m’ye kadar yapilan is

104 17t 1
W= dx=—} =—-=+1=091J.
[ 2 x|, 10

dir.
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Sikistirilan miktar

(b)

SEKIL 6.58  Bir yay sikistirilirken, yay
sikisma altinda tutmak i¢in gereken F
kuvveti lineer olarak artar. (Ornek 2)

=
x=0r ? 5
08F———-
1+ 24N
x (m)

SEKIL6.59 24 N’luk bir agirlik bu yay
gerilmemis uzunlugundan 0.8 m
uzatir(Ornek 3).
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Yaylar icin Hooke Yasasi: F = kx

Hooke yasasi, bir yay1 dogal (gerilmemis) konumundan x birim uzunlukta agmak veya
sikistirmak igin gereken kuvvetin x ile orantili oldugunu soyler:

F=kx (3)

Birim uzunluk basina kuvvet birimiyle 6lgiilen & sabiti, yayin kuvvet sabiti (veya yay
sabiti) ad1 verilen bir 6zelligidir. Hooke yasast (3 denklemi), kuvvet yaydaki metali boz-
madikga, oldukga iyi sonug verir. Bu bdliimdeki kuvvetlerin bunu yapamayacak kadar
kiigiik olduklarini varsayacagiz.

ORNEK2  Bir Yay Sikistirmak

Kuvvet sabiti £ = 16 1b/ft ise, bir yay1 dogal uzunlugu 1 ft’ten 0.75 ft uzunluguna
sikistirmak igin gereken isi bulun.

Coziim Sikistirtlmamis yayi, serbest ucu orijinde ve sabit ucu x = 1 ft’te olacak sekilde, x-
ekseni boyunca ¢izeriz (Sekil 6.58). Bu yay1 0’'dan x’e kadar sikistirmak igin gereken kuv-
veti F'= 16x formiiliiyle tanimlamamizi saglar. Yay1 0°’dan 0.25 ft’e sikistirmak igin, kuvvet

F(0)=16-0=01Ibden F(0.25)=16-0.25=41b’ye
bu aralikta yaptigi is kadar artmalidir. F’nin

0.25 0.25
W=/ wa:&ﬂ = 0.5 ft-Ib
0

0 a=0,b=025,
ve F(x) = l6xile
(2) denklemi.

olarak bulunur.

ORNEK3  Bir Yay Germek
Bir yayin dogal uzunlugu 1 m’dir. 24 N’luk bir kuvvet yay1 1.8 m’ye germektedir.

(a) Kuvvet sabiti £’yi bulun.
(b) Yay1 dogal uzunlugundan 2 m agmak i¢in ne kadar is gerekir?
(¢) 45 N’luk bir kuvvet yay1 ne kadar gerecektir?
Coziim
(a) Kuvvet sabiti. Kuvvet sabitini (3) denkleminden buluruz. 24 N’luk bir kuvvet yay1
0.8 m gerdigine gore
24 = k(0.8)
k= 24/0.8 =30 N/m Eq. (3) with

bulunur. F=24x=08

(b) Yayir 2 m germek i¢in yapilan is Gerilmemis yay1 serbest ucu x = 0’da olacak sekil-
de x-ekseninde asiliymis gibi diisiiniiriiz (Sekil 6.59). Yay1 dogal uzunlugundan x m
germek i¢in gereken kuvvet, yayin serbest ucunu orijinden x birim ¢ekmek igin ge-
reken kuvvettir. £ = 30 ile Hooke Yasasi bu kuvvetin

F(x)=30x

oldugunu soyler.
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F’nin yay iizerinde x = 0 m'den x = 2 m’ye kadar yaptig1 is

2 2
W=/ 30x dx = 15x2] =607
olarak bulunur. 0 0

(¢) 45 N'luk bir kuvvet yayr ne kadar gerecektir? F = 30x denkleminde F' = 45 koyarak
45=30x veya x=15m
olarak bulunur.

buluruz. 45 N’luk bir kuvvet yaytr 1.5 m gerecektir. Bunu bulmak igin analize gerek
yoktur. [

Is integrali, agirliklar1 yiikseklikleri ile degisen nesnelerin kaldirilmasinda yapilan isi he-
saplamak i¢in kullanighdir.

ORNEK 4 Birip ve Kova Kaldirmak
20

5 Ib’lik bir kova 20 ft’lik bir iple sabit hizla gekilerek yerden kaldiriliyor (Sekil 6.60). ipin
agirligr 0.08 Ib/ft’tir. Kovay ve ipi kaldirmak igin ne kadar is yapilmigtir?
Cozim Kovanin agirli  sabittir, dolayistyla sadece kovayr kaldirirken yapilan

S—— ig agirlik X mesafe 1b-ft dir.

> Ip’in agirlign kovanin yiiksekligi ile degismektedir, ¢iinkii daha az1 serbestge asilidir.
Kova yerden x ft yiiksekte iken, ip’in kalan pargasi hala (0.08) - (20 — x) agirlig1 ile

o A asilidir. Dolayistyla ip’i kaldirirken yapilan is

20 20

_ i Ip tizerinde yapilan is = (0.08)(20 — x) dx = (1.6 — 0.08x) dx
SEKIL6.60  Ornek 4’teki kovay1 kaldirmak . 0 0

= [L6x — 0.04x%]" = 32 — 16 = 16 ft-Ib.
kova ve ip tizerinde yapilan toplam is

100+ 16 =116 ft-1b ]
kadardir.

Kaplardan Sivi Pompalamak

Bir depodan sivinin hepsini veya bir kismint pompalamak igin ne kadar is yapmak gere-
kir? Bunu bulmak igin, siviy1 her bir adimda ince bir tabaka olarak kaldirdigimizi ve her
tabakaya W = Fd denklemini uyguladigimizi diisiiniiriiz. Sonra tabakalarin incelmesi ve
sayilariin artmasinin yarattigi integrali hesaplariz. Elde ettigimiz integral sivinin agirligi-
na ve deponun boyutlaria baglidir, fakat integrali bulma yontemimiz hep aynidir. Asagi-
daki 6rnek neler yapilmasi gerektigini gostermektedir.

y=2xveyax ==y

B |—

ORNEK5  Konik Bir Tanktan Zeytinyagji Pompalamak

Sekil 6.61°deki konik tank agzindan 2 ft asagisina kadar 57 1b/ ft3 agirhginda zeytinyagiyla
doldurulmustur. Zeytinyagini tankin agzina kadar pompalamak icin yapilmasi gereken is
ne kadardir?

Cozim  Zeytinyagin, [0, 8] araliginin bir boliiniisiiniin noktalarindan y-eksenine paralel
diizlemlerle ince tabakalara boliindiigiinii disiinelim.
yile y + Aydeki diizlemler arasinda kalan tipik bir tabakanin hacmi yaklasik olarak

SEKIL6.61  Ornek 5’teki zeytinyag: ve 1 2 -
tank. AV = m(yarigap)? (kalinlik) = 7 <2 y) Ay =7 yrAy ft?

olur.



389 ft

[«—120 ft —{ 375 ft barajin

N ~ tabanindan yiikseklik

325 ft, barajin
tabanindan yiikseklik

—> |« Boru 20 ft
genislikte

(a)

/

[
\
[
50 ft I
yarigapinda }
¢eyrek gember| - — — :" =
I

(b)

SEKIL6.62 (a) Bir barajin tahliye
borusunun dik-kesiti ve (b) tahliye
borusunun iistii (Ornek 6)
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Tabakay1 kaldirmak igin gereken F(y) kuvveti tabakanin agirligina esittir:

agirlik = birim hacim

F(y) =57 AV = S?T’Fyz Ay 1b basina agirlik X hacim

Bu tabakay1 tankin agzina kadar kaldirmak i¢in F(y)’nin etkimesi gereken mesafe
yaklagik (10 — y) ft'dir, dolayisiyla tabakay1 kaldirmak i¢in yapilmasi gereken is yaklagik

57w

4
civarindadir. [0, 8] araliginin bir boliniisiine karsi gelen n tabaka bulundugunu ve Ay
kalinligindaki . tabakaya karsi gelen diizlemin y = y, oldugunu kabul ederek, biitiin
tabakalar1 kaldirirken yapilan ise

AW = (10 — y)y*Ay ft-Ib

< 57
W = kZl Tﬂ- (10 — yk)ykz Ayk ft-1b
Riemann toplamu ile yaklasimda bulunabiliriz. Zeytinyagini tankin agzina kadar pompala-
mak icin yapilmasi gereken is, boliiniisiin normu sifira giderken bu toplamlarin limitidir:
8
57
W= /0 2710 — y)y? dy

577 [*
= 477/ (10y* = y*) dy
0

 57x [loy3 y“r

4 | 3 4

~ 30,561 ft-Ib .
0

ORNEK 6 Bir Tahliye Borusunda Su Pompalamak

Bir barajin tahliye borusu, su seviyesinin gok fazla yiikselmesini 6nleyen dikey bir bosalt-
ma borusudur. Bir barajin tahliye borusunun iistii, baraj seviyesinden 14 ft asagida ve ba-
raj tabanindan 375 ft yukaridadir (Sekil 6.62). Mevsimlik birikimleri zaman zaman pom-
palamak igin bu boru gereklidir.

Sekil 6.62a'daki dik-kesitten, tahliye borusunun huni seklinde bir kanal oldugunu gorii-
yoruz. Huninin bogazi 20 ft genisliginde ve agzi 120 ft capindadir. Sekil 6.62b de gosterildi-
gi gibi, tist kismin dik-kesitinin dis sinir1 50 ft yarigapinda geyrek gemberler seklindedir.
Tahliye borusu, bir dik-kesitin, merkezi etrafinda dondiiriilmesi ile olusturulmustur. Sonug
olarak, tahliye borusunun tamami boyunca biitiin yatay dik-kesitler dairesel disklerdir.

(a) borunun bogazindan
(b) huni kismindan

Su pompalamak icin gereken isi hesapliyoruz.
Coziim
(a) Bogazdan pompalamak. y ile y + Ay'deki diizlemler arasinda kalan tipik bir
tabakanin hacmi yaklasik olarak
AV = m(yarigap)® (kalinlik) = 7(10)> Ay ft}

tur.
Tabakay1 kaldirmak i¢in gereken F(y) kuvveti tabakanin agirhigia esittir (su i¢in yaklasik

F(y) = 62.4 AV = 62407 Ay 1b
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y =375

SEKi

Yay
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Bu tabakay1 borunun iistiine kadar kaldirmak i¢in F(y)’nin etkimesi gereken
mesafe yaklasik (375 — y) ft'dir, dolayisiyla tabakay1 kaldirmak i¢in yapilan is

AW = 6240m(375 — y) Ay ft-lb

dir. Borudan su pompalamakla yapilan ise, biitiin tabakalar1 kaldirmak i¢in yapilan
isleri toplayarak ve sonra boliiniisiin normu sifira giderken bu Riemann toplaminin
limitini alarak yaklasimda bulunabiliriz. Bu, asagidaki integrali verir.

Cember yay1 \ / y
325 ——————~

325
W= / 624077 (375 — y) dy
0

2
1,353,869,354 ft-1b

225
624077{375 - }
0

R

(b) Huniden pompalamak. Borunun huni kismindan, y = 325’ten y = 375’¢ kadar, su
N\ / ( pompalamakta gereken isi hesaplamak igin, Sekil 6.63°te gosterildigi gibi, hunideki
A yaklasim elemant i¢in A}”yi hesaplamamiz gerekir. Sekilden goriilecegi gibi,
f tabakalarin yarigaplar1 y yiiksekligi ile degismektedir.

33 ve 34 alistirmalarinda, suyu pompalamak icin gereken toplam isi belirlemenin

L 6.63 Tahliye borusunun huni kism1 : .
giicii istenmektedir.

ALISTIRMALAR 6.6

analizini tamamlamaniz ve tahliye borusundan disartya pompalayabilmek i¢in pompalarin

lar

Yay sabiti Bir yay1 dogal uzunlugu olan 2 m’den 5 m’ye germek
icin 1800 J’liik is yapilmistir. Yayin kuvvet sabitini bulun.

. Bir yay germek Bir yayin dogal uzunlugu 10 ingtir. 800 1b’luk

bir kuvvet yay1 14 inge germektedir.
a. Yayim kuvvet sabitini bulun.
b. Yay1 10 ingten 12 inge germek i¢in ne kadar is yapilir?

c¢. 1600 1b’lik bir kuvvet yay1 dogal uzunlugundan ne kadar gere-
cektir?

. Bir lastik bant germek 2 N’luk bir kuvvet bir lastik bandi 2 cm

(0.02 m) gerer. Hooke yasasinin gegerli oldugunu varsayarsak, 4
N’luk bir kuvvet lastik bandi ne kadar gerer? Lastik bandi bu ka-
dar germek igin ne kadar is yapilir?

. Bir yay germek 90 N’luk bir kuvvet bir yay1 dogal uzunlugun-

dan 1 m geriyorsa, yay1 dogal uzunlugundan 5 m germek igin ne
kadar is yapilmasi gerekir?

. Metro vagonu yaylar1 Bir New York City Transit Authority metro

vagonundaki sarimli yay1 serbest uzunlugu 8 ing-ten tamamen sikis-
mis uzunlugu 5 inge sikigtirmak igin 21.714 Ib’lik kuvvet gerekmek-
tedir.

. Delik kum torbasi

a. Yayin kuvvet sabiti nedir?

b. Yay1 ilk yarim inge ve ikinci yarim inge sikistirmak igin ne
kadar is yapmak gerekir? En hassas sekilde Ib olarak bulun.

(New York City Transit Authority’ye 1985°ten 1987 ye kadar tes-
lim edilen metro vagonu yaylar1 i¢in Bombardier, Inc., Toplu
Tasima Boliimii tarafindan derlenen veriler.)

. Banyo tartis1 Bir banyo tartist lizerine 150 Ib’luk birisi

ciktiginda 1/16 ing sikismaktadir. Tartinin Hooke yasasina uyan
bir yay gibi davrandigimi varsayarsak, tartiy1 1/8 ing sikistiran
birisinin agirlig: ne kadardir? Tartiyr 1/8 ing sikigtirmak igin ne
kadar is yapilir?

Degisken Bir Kuvvetin Yaptii is

7. Bir ipi kaldirmak Bir dagci 50 m uzunlugunda bir tirmanma ip-

ini yukar1 cekmek iizeredir. Ip 0.624 N/m agirligindaysa, dagci ne
kadar is yapacaktir?

Baslangicta 144 Ib agirhiginda olan bir
torba kum sabit hizla kaldirilmaktadir. Yukari kalkarken, kum da
sabit hizla sizmaktadir. Torba 18 ft yukar cekildiginde, igindeki
kumun yaris1 gitmistir. Kumu bu yiikseklige ¢ekmek i¢in ne kadar



10.

11.

12.

13.

14.

. Bir asansor kablosunu kaldirmal

is yaptlmistir? (Torbanin ve kaldirma aletlerinin agirliklarini ih-
mal edin.)

Tepede bir motoru olan
elektrikli bir asansoriin 4.5 1b/ft agirhigimda sariml bir ipi vadir.
Asansor birinci kattayken, 180 ft kablo agilmistir ve asansér en
ust kata vardiginda 0 ft kablo agiktadir. Asansorii birinci kattan en
ist kata cikarirken, motor sadece ipi tasiyarak ne kadar is
yapmistir?

Cekme kuvveti m kiitleli bir pargacik (x, 0)'dayken, biyiikligi
k/x* olan bir kuvvetle orijine dogru ekilir. Pargacik harekete x =
b’den durgun olarak baglarsa ve tizerine baska bir kuvvet etkimiy-
orsa, x = a, 0 < a < b noktasina vardiginda pargacik iizerinde ne
kadar is yapilmis oldugunu bulun.

Gaz sikistirmak A kesit alanli bir silindirdeki gazin bir pis-
tonla sikistirildigini varsaym. p gazin Ib/ing? olarak basinci ve
V ing® olarak hacmiyse, gazi (py, V1) durumundan (p,, V) du-
rumuna sikistirmak igin yapilmasi gereken isin

. (p2, V2)
Is= / pdV
(p1, 1)
oldugunu gésterin.  (Ipucu: Sekilde verilen koordinatlarla

dV = A dx olur. Pistona kars1 koyan kuvvet pA4’dir.)

y

[

(Alistirma 11 'nin devami) Alistirma 11°deki integrali kullanarak,
p1 =50 Ib/ing> ise ve p ve V, pV''* = sabit gaz yasasma uyuyor-
larsa, gazi V, = 243 in¢g’’ten ¥, = 32 ing>’e sikistirmak igin
yapilan isi bulun.

Delik kova Ornek 4’teki kovanin sizdirdigini varsayin. 2 galon
(16 1b) su ile baslar ve sabit bir hizla sizdirmaktadir. Tepeye
vardigi anda, kova bosalir. Sadece suyu kaldirmak igin ne
kadar is yapilmistir? (Ipucu: Ip ve kovay1 dahil etmeyin ve yiik-
seklik x ft iken su miktarini bulun. )

(Alistrma 13’iin devami) Ornek 4’teki ve Alistrma 13’°teki
isciler, ellerindeki kovay1 5 galon (40 Ib) su alan daha biiyiik bir
kovayla degistirdiler, fakat bu kovada daha biiyiik bir delik vardi,
Oyle ki yeni kova da yukart ¢iktig1 anda bosalmisti. Suyun sabit
bir hizla sizdigin1 varsayarsak, sadece suyu yukari gekerken ne
kadar is yapilmistir? (Ipi ve kovay1 hesaba katmaymn.)
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Kaplardan Sivi Pompalamak

Suyun Agirhgi

Diinyanin dénmesi ve yergekimi alanindaki degisimlerden
dolay1, deniz seviyesinde 1 ft* suyun agirhgi, %0.5°lik bir
degisimle ekvatorda 62.26 lb’den kutuplarda 62.59 Ib’a
kadar degisebilir. Melbourne ve New York Sehri’nde 62.4 1b
agirhigimdaki 1 ft* su Juneau ve Stockholmde 62.5 Ib
agirliginda olacaktir. 62.4 tipik ve kitaplarda kullanilan bir
deger olsa bile, onemli bir degisim sézkonusudur.

15.

16.

Su Pompalamak Asagida gosterilen, agzi toprak seviyesinde
olan dikdortgenler prizmasi seklindeki tank yagmur suyu topla-
makta kullanilmaktadir. Suyun 62.4 Ib/ft> agirhginda oldugunu
varsay1n.

a. Tank tamamen doldugunda, suyu yeniden disari pom-palaya-
rak tanki bosaltmak i¢in ne kadar is yapilmasi gerekir?

b. Su disar1 (5/11) beygir giiciinde (is ¢ikigt 250 ft-Ib/sn) bir mo-
torla pompalanirsa, dolu tanki bosaltmak ne kadar siirecektir
(dakika olarak)?

c¢. (b) sikkindaki pompanin, pompalamanin ilk 25 dakikasinda su
seviyesini 10 ft (yaris1) azaltacagini gosterin.

d. Suyun agirhgr (a) ve (b) siklarindaki yanitlar suyun
agirhigimin 62.26 1b/ft ve 62.59 1b/ft® oldugu yerlerde ne olur?

12 ft
10 ft /7
Yer i e
seviyesi \0 1
) S
20~

Bir sarnic1 bosaltmak Asagida gosterilen dikdortgenler prizmasi
seklindeki sarnicin (yagmur suyu toplamakta kullanilan tank) ag-
z1 yer seviyesinden 10 ft asagidadir. Su anda dolu olan sarnig de-
netleme igin ic¢indekiler yer seviyesine pompalanarak bosaltila-
caktir.

a. Sarnici bosaltmak i¢in ne kadar is yapilmasi gerekir?

b. Suyun (1/2) beygir giiciinde, 275 ft-b/sn hizinda bir motorla
disar1 pompalanmasi ne kadar stirer?

c. (b) sikkindaki pompanin, sarnict yartya kadar bosaltmas: ne
kadar siirer? (Sarnict tamamen bosaltmak igin gereken zama-
nin yarisindan daha az siirecektir.)

d. Suyun agirh@ (a)-(c) siklarindaki yanitlar suyun agirligimin
62.26 1b/ft ve 62.59 Ib/ft® oldugu yerlerde ne olur?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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Yer seviyesi
/

0
10
10 ft
20
206 120t
y

Yag pompalamak Ornek 5’teki tank tamamen dolu ise tankta
bulunan yagi tankin agzina kadar pompalamak i¢in ne kadar is
yapilmasi gerekir?

Yari-dolu tanktan pompalamak  Ornek 5’teki tankin, dolu ol-
mak yerine, yart dolu oldugunu varsayin. Kalan suyu tankin agzin-
dan 4 m yukariya pompalamak igin ne kadar ig yapilmasi gerekir?

Bir tanki bosaltmak Dikey bir dairesel dik silindirik tank 30 ft
yiiksekliginde ve 20 ft gapindadir. 51.2 1b/ft® agirhgindaki kero-
senle doludur. Keroseni tankin agzina kadar pompalamak igin ne
kadar is yapilmasi gerekir?

Asagida gosterilen silindirik tank, tankin tabaninin 15 ft asagisin-
daki bir gdlden su pompalanarak doldurulabilmektedir. Bunu
yapmanin iki yolu vardir. Birisi, suyu tankin tabanindaki bir mus-
luga takili bir hortumla pompalamaktir. Digeri ise hortumu tankin
agzina baglamak ve suyu akitmaktir. Hangi yol daha hizlidir? Ya-

nitin1z1 agiklayin.
Acik ag1z
=N

Tabandaki musluk

a. Siit pompalamak Ornek 5’teki konik tankta zeytinyagi yeri-
ne, 64.5 Ib/ft> agirliginda siit bulundugunu varsaym. Igindekileri
tankin agzina kadar pompalamak i¢in ne kadar is yapmak gere-
kir?

b. Pumping oil Ornek 5°teki zeytinyagim tankin agzinin 3 ft
yukarisinda bir seviyeye getirmek igin ne kadar is yapmak
gerekir?

Deniz suyu pompalamak Biiyiik bir paslanmaz gelik tankin i¢
yiizeyini tasarlamak igin, y = x?, 0 =< x =< 4 egrisini y-ekseni etra-
finda dondiiriiyorsunuz. Boyutlart metre olan depo 10,000 N/m?
agirhgindaki deniz suyuyla doldurulacaktir. Suyu tankin agzina
pompalayarak bosaltmak i¢in ne kadar is yapmak gerekir?

Depodan su pompalamak Kiiresel depolardan pompalamay1
da diger depolarda oldugu gibi inetgrasyon eksenini kiirenin
dikey ekseninde alarak modelleriz. Asagidaki sekli kullanarak,
yarigapt 5 m olan dolu bir yarikiire seklindeki su deposunu, suyu
deponun 4 m yiiksegine pompalayarak bosaltmak i¢in ne kadar is

yapilacagmi bulun. Suyun agirligi 9800 N/m>’tiir.

24.

Asagida gosterilen depolama tankinin bosaltilmasi ve tamiri ile
gorevlisiniz. Tank 10 ft yarigapinda bir yarikiire seklindedir ve 56
Ib/ft’ agirhginda benzenle doludur. Bagvurdugunuz bir firma
tanki ft-lb basmna 1.2¢’e bosaltabilecegini sdylilyor. Benzeni
tankin iki ft yukarisindaki bir bosaltma musluguna pompalayarak
tanki bosaltmak i¢in ne kadar is yapilmas1 gerektigni hesaplayin.
Is icin biitgeniz 50008 ise, firmay1 tutmaya giiciiniiz yeter mi?

Is ve Kinetik Enerji

25.

Kinetik Enerji  Biiyiikligii F(x) olan degisken bir kuvvet m
kiitleli bir cismi x-ekseni boyunca x,’den x,’ye tasirsa, cismin hizt
v, dx/dt olarak yazilabilir (¢ zaman1 gostermektedir). Newton’ un
Ikinci Hareket Yasas1 F = m(dv/dt)’yi ve
dv _dvdr _ dv
di ~ dxdr ~ Vdx
Zincir Kuralin1 kullanarak, kuvvetin cismi x;'den x,’ye tasiyarak
yaptig1 isin
“ 1 1
W= / F(x)dx = = mvy? — = mv;?
- 2 2
oldugunu gosterin. Burada v; ve v,, cismin x; ve x,deki hizlari-
dur. Fizikte (1/2)mv? ifadesine v hiziyla ilerleyen bir cismin kine-
tik enerjisi denir. Dolayisiyla, kuvvetin yaptig1 is cismin kinetik
enerjisindeki degisime esittir ve isi bu degisimi hesaplayarak bu-
labiliriz.

26-32 Alistirmalarinda, Alistirma 25’in sonucunu kullanin

26.

27.

Tenis 2 onsluk bir tenis topu 160 ft/sn (yaklagik 109 mil/sa)
hizla atilmistir. Topun bu kadar hizli gitmesini saglamak igin ne
kadar is yapilmistir? (Topun agirhgindan kiitlesini bulmak igin,
agithigr Ib olarak ifade edin ve yergekimi ivmesi 32 ft/sn’ ile
boliin.)

Beyzbol Bir beyzbol topunu 90 mil/sa ile firlatmak igin kag
ft-Ib’lik i yapilr? Bir  beyzbol topunun  agirlig
5 ons =0.3125 Ib'dir.



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Golf 1.6 onsluk bir golf topu baslangi¢ yerinden 280 ft/sn (yak-
lagik 191 mil/sa) hizla atilir. Topu havaya firlatmak igin kag ft-
Ib’lik is yapilmigtir?

Tenis Pete Sampras’in 1990 U.S. Acik erkekler tenis sampiyo-
nasini kazandig1 mag sirasinda, Sampras 124 mil/sa ile gittigi 61-
¢glilen bir servis atti. Sampras o hiza ulastirmak igin 2 onsluk top
iizerinde ne kadar is yapmustir?

Futbol Bir futbolcu 14.5 onsluk futbol topunu 88 ft/sn (60
mil/sa) hizla atnustir. Bu hiza erisebilmesi icin top iizerinde ne ka-
dar is yapilmistir?

Softball 132 ft/sn (90 mil/sa) hiza ¢gikmast igin, 6.5 onsluk bir
softball topu iizerinde ne kadar is yapilmalidir?

Giille 2 onsluk gelik bir giille kuvvet sabiti k= 18 Ib/ft olan dikey
bir yaya asilmustir. Yay 3 ing sikistirihir ve birakilir. Giille ne kadar
yiiksege ¢ikar?

Tahliye borusu hunisini bosaltmak (Ornek 6 nin devamu.))

a. Ornek 6°daki bosaltma borusunun (huni kisminm ) dik-kesi-
tinin yarigapini, su seviyesinden yiikseklik olan y cinsinden
bulun (y = 325’ten y = 375’¢ kadar).

b. Tahliye borusunun huni kismmin kesiti igin AV’yi bulun
(y =325ten y = 375’¢ kadar).

¢. Huni kisminin kesitini disar1 pompalamak igin gerekli isi, uy-
gun belirli integrali formiile edip hesaplayarak bulun.

Tahliye borusudan su pompalamak (4/istirma 33 iin devama.)
a. Boru ve huni kisimlarini bosaltmak i¢in gereken isleri topla-
yarak, bosaltma borusunu bosaltmak igin gereken isi bulun.

b. (a) daki cevabiniz ft-Ib cinsindendir. Motorlar beygir giicii ile
derecelendirildiginden, daha kullanisl bir form beygir giicii-
saat tir. ft-Ib den beygir giicii-saat’e doniigiim igin 1.98 x 10°
ile boliin. Motorun tam kapasite ile galistigini1 varsayarsak,
1000 beygir giicindeki bir motorun tahliye borusunu
bosaltmasi kag saat stirer?

Kamistan siit emmek Asagida gosterilen kesik koni seklindeki
bardak 4/9 oz/ing® agirhiginda cilekli siit ile doludur. Gére-
bileceginiz gibi, bardak 7 ing¢ derinliginde, tabani boyunca 2.5 ing
genisliginde ve iist tarafta da 3.5 ing genisligindedir (Boston’daki
Brigham’in standart boyutlart). Kamis bardagin agzindan bir ing
disar1 ¢ikmaktadir. Kamistan siiti emmek i¢in ne kadar is
yapilmasi gerekecektir (siirtiinmeyi ihmal edin)? Ing-ons olarak
yanitlayin.

ing olarak boyutlar

36.

37.

38.
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Su kulesi Kasabaniz su rezervlerini arttirmak igin bir kuyu kaz-
maya karar vermistir. Kasaba miihendisi olarak, dagitima gerekli
basinct saglamak igin bir su kulesinin gerekli oldugunu belirliyor-
sunuz ve burada gosterilen sistemi tasarliyorsunuz. Su, 300 ft’lik
bir kuyudan 4 inglik dikey bir boruyla gap1 20 ft ve yiiksekligi 25
ft olan silindirik bir tankin tabanina pompalanacaktir. Tankin taba-
n1 yerden 60 ft yiiksekte olacaktir. Pompa 3 beygir giictinde, 1659
ft - Ib/sn hizindadir. Saat olarak, ilk defasinda tanki doldurmak ne
kadar siirecektir? (Boruyu doldurmak igin gereken zamani da he-
saba katmn.) Suyun agirhiginin 62.4 Ib/ft> oldugunu varsayin.

300 ft

Su yiizeyi &

- Su alt1 pompast

OLCEKLI DEGIL

Bir uyduyu ydriingeye oturtmak Diinyanin yergekimi alani-
nin kuvveti diinyanin merkezinden uzaklik olan r ile degisir ve m
kiitleli bir uydunun firlatilis1 sirasinda ve firlatildiktan sonra his-
settigi yergekimi kuvvetinin biiyiikligi

mMG

r2

F(r) =

ile verilir. Burada, M = 5.975 X 10**kg Diinyanin kiitlesi,
G = 6.6720 X 107" N - m? kg2 evrensel yercekimi sabitidir ve r
metre olarak 6lgiiliir. 1000 kg’lik bir uyduyu Diinya yiizeyinden,
diinyanin merkezinden 35.780 km uzaktaki dairesel bir yoriingeye
¢ikartmak igin yapilmasi gereken is asagidaki integralle verilir:

Is _ /35,780,000 1000MG
6,

370,000 r 2

Integrali hesaplaym. Integrasyonun alt sinir1 Diinyanin, fir-
latma rampasinda, metre cinsinden yarigapidir. (Bu hesaplama
firlatma aracini kaldirmak igin gereken enerjiyi ya da uyduyu
yoriinge hizina getirmek igin gerekli enerjiyi hesaba katmaz.)

dr jul.

Elektronlar1 bir araya getirmek r metre uzaklikta iki elektron

birbirlerini

_23x107%
2

F newton

kuvvetiyle iterler.

a. Bir elektronun x-ekseni lizerindeki (birimi metre) (0, 1) noktasin-
da sabit tutuldugunu varsaym. Ikinci bir elektronu x-ekseni iize-
rindeki (-1, 0) noktasindan orijine ilerletmek i¢in ne kadar is ya-
pilmast gerekir?

b. (-1, 0) ve (1, 0) noktalarinn her birinde bir elektronun sabit tu-
tuldugunu varsayin. Uglincii bir elektronu x-ekseni boyunca (5,
0)’dan (3, 0)’a ilerletmek i¢in ne kadar is yapilmas1 gerekir?
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6.7

Akiskan Basinclar ve Kuvvetleri

SEKIL 6.64  Artan basinca dayanabilmeleri
icin, barajlarmn alt kisimlart daha kalin
yapilir.

| Agiruk yogunlugu

Bir akiskanin agirlik yogunlugu birim
hacimdeki agirligidir. Bazi degerler
(Ib/ft’) asagida verilmistir.

Mazot 42
Civar 849
Stit 64.5
Melas 100

Zeytinyagi 57
Deniz suyu 64
Su 62.4

SEKIL 6.65 Bu kaplarin iginde ayni
derinlikte su vardir ve taban alanlari
aynidir. Dolayisiyla her kabin dibindeki
toplam kuvvet aynidir. Burada kaplarin
seklinin 6nemi yoktur.

Barajlarin alti1 Gstlerinden daha kalin yapariz (Sekil 6.64), cilinkii iizerlerindeki
basing derinlikle artar. Bir barajda, herhangi bir noktadaki basincin barajin o noktada nasil
egimlendirildigine degil de o noktanin derinligine bagli olmasi 6nemli bir gergektir.
Basing, yiizeyin /4 ft altinda Ib/ft> olarak, her zaman 62.4 A’dir. 62.4 sayis1 suyun Ib/ft®
olarak agirlik yogunlugudur. Herhangi bir akiskanin yiizeyinden /4 ft asagidaki basinci,
akiskanin agirlik yogunlugu kere h’'dir.

Basin¢-Derinlik Denklemi
Hareketsiz duran bir akigkanda, 4 derinligindeki p basinci akigkanin agirlik
yogunlugu w kere A’dir:

p=wh Q)

Bu boliimde p = wh denklemini kullanarak bir akigkanin dikey veya yatay bir kap du-
varinin bir kismina veya tamamina uyguladigi toplam kuvvet igin bir formiil tiiretecegiz.

Akiskan Kuvveti icin Sabit-Derinlik Formiilii

Yatay tabanli bir akiskan kabinda, akiskanin tabana uyguladigi toplam kuvvet, taban
alanin1 tabandaki basingla carparak hesaplanabilir. Bunu yapabiliriz, ¢linkii toplam
kuvvet, birim alandaki kuvvet (basing) kere alandir (Sekil 6.65’e bakin). £ p ve 4 sirast ile
toplam kuvvet, basing ve alansa,

F = toplam kuvvet = birim alandaki kuvvet X alan
= basing X alan = p4
=whA

(1) denkleminden
p = wh

bulunur.

Sabit-Derinlikte Bir Yiizey Uzerindeki Toplam Kuvvet
F = pA = whA (2)

Ornegin, suyun agirlik-yogunlugu 62.4 Ib/ft’’tiir. Dolayisiyla, 3 ft derinliginde ve
10 ft x 20 ft dlgiilerinde dikdortgen seklindeki bir havuzun tabanindaki akigkan kuvveti

F =whA = (62.4 1b/ft*)(3 ft) (10 - 20 %)
=37,440 1b

dir.

Yukarida incelemis oldugumuz yiizme havuzunun tabani gibi, yatay olarak batirilmig
diiz bir levha igin, s1v1 basincindan dolay1 st ylizeyine asagiya dogru etki eden kuvvet (2)
denklemi ile verilir. Halbuki, levha dikey olarak batirilirsa, farkli derinliklerdeki basing
farkli olacaktir ve artik (2) Denklemi kullanilamaz (# degistiginden). Levhay1 bir ¢ok ince
yatay bant’a veya serite bolerek, limiti dikey olarak batirilmis levhanin yiizeyine etki eden
kuvvet olan, bir Riemann toplami olusturabiliriz. Prosediir asagidadir.



Akiskanin yiizeyi

Batirilmis
[y dikey plaka Sferi't '
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y seviyesindeki serit uzunlugu

SEKIL 6.66  Bir akigkanin ince yatay bir
seridin bir tarafina uyguladig: kuvvet
yaklagik AF = basing X alan = w X (serit

derinligi) X L(y) Ay’dir.
y ({0
Havuz yiizeyi Yo rveyar= 3)’ /y =
LI
Derinlik: A d
5—y )‘é ’ o I=3
1 Y (3,3
;E" () = (3,9
Ay
x (ft)
// g 0

SEKIL6.67  Ornek 1'de bulunan su altindaki
plakanin bir tarafina uygulanan kuvveti
bulmak igin, buradaki gibi bir koordinat
sistemi kullanabiliriz.
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Dedisken Derinlik Formiilii

Agirlik yogunlugu w olan bir akigkanin igine batirilmig dikey bir plakanin bir tarafina
akiskanin uyguladigi kuvveti bulmak istedigimizi varsayalim. Bunu bulmak ig¢in, plakay1
xy-diizleminde y = a'dan y = b’ye kadar uzanan bir bdlge olarak modelleyelim (Sekil
6.66). [a, b] araligimi her zamanki gibi bdler ve bdlgenin, boliiniis noktalarindan y-ekse-
nine dik diizlemlerle ince yatay seritlere ayrildigini varsayariz. y’den y + Ay’ye kadar olan
tipik bir serit Ay birim genisliginde ve L(y) birim uzunlugundadir. L(y)’nin y’nin siirekli
bir fonksiyonu oldugunu varsayariz.

Basing serit boyunca yukaridan asagtya degisir. Fakat serit yeterince ince ise basing,
alt kenar degeri olan w X (serit derinligi) ne yakin kalacaktir. Akiskanin seridin bir tarafina
uyguladigi kuvvet

AF = (taban kenar1 boyunca basing) X (alan)
=w - (serit derinligi) - L(y) Ay

civarinda olacaktir. a = y = b boliiniisiine karsi gelen n tane serit bulundugunu ve
v nin, uzunlugu L(y;) ve genisligi Ay, olan k. seridin alt kenar1 oldugunu varsayalim.
Tim plakaya karsi uygulanan kuvvete, her seride etki eden kuvvetleri toplayarak
yaklagimda bulunulur. Bu toplam bir Riemann yoplami verir:

F~ > (w-(serit derinligi); - L(v)) Avy 3)
=
(3)’teki toplam siirekli bir fonksiyonun [a, b] aralifindaki Riemann toplamidir ve

boliiniisiin normu sifira giderken yaklasimlarin iyilesmesini bekleriz. Plakaya kars1 uygu-
lanan kuvvet bu toplamlarin limitidir.

n—eo

n b
lim E (w - (serit derinligi); - L(yy)) Ayy = / w - (serit derinligi) - L(y) Ay
k=1 a

TANIM Dikey Bir Levhaya Etki Eden Akiskan Basinci i¢in Integral
Agirlik yogunlugu w olan bir akiskanin igine batirilmis bir plakanin y-ekseninde
y =a’dan y = b’ye kadar uzandigin1 varsayin. L(y), y seviyesinde plakanin yiizeyi
boyunca soldan saga dogru 6dlciilen yatay seridin uzunlugi olsun. Bu durumda,
plakanin bir tarafina akiskanin uyguladigi basing su sekildedir:

b
F= / w - (serit derinligi) - L(y) Ay (4)

ORNEK1  Akiskan Basinci integralini Uygulamak

Tabam 6 ft ve yiiksekligi 3 ft olan bir ikizkenar dik {iggen plaka dikey ve tabani yukarida
olacak sekilde, bir yiizme havuzunun ylizeyinin 2 ft altina yerlestiriliyor. Plakanin bir
tarafina suyun uyguladig: kuvveti bulun.

Cozim  Orijini plakanin alt kosesine koyup, y-eksenini plakanin simetri ekseni boyunca
yukar1 dogru alarak caligsacak bir koordinat sistemi olustururuz (Sekil 6.67). Havuzun yiizeyi
y =5 dogrusu ve plakanin iist taban1 y = 3 dogrusu iizerindedir. Plakanin sag kenari, sag
kosesi (3, 3) noktasinda olmak {iizere, y = x dogrusu iizerindedir. y seviyesindeki ince bir
seridin uzunlugu sudur:

Ly)=2x=2y
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Yiizeyin altindaki seridin uzunlugu (5 — y)’dir. Dolayistyla, plakanin bir tarafina suyun
uyguladigi kuvvet

b
F = / w - (serit derinligi) - L(y) Ay Denk. (4)

3
/ 62.4(5 — y)2ydy
0

3
124.8/ (5y — yH) dy
0

- 124.8By2 - y;I) = 16848 1b. u
olarak bulunur.
Akiskan Kuvvetleri ve Merkezler
Akiskanin yuzey seviyesi Siviya batirilmis dikey bir plakanin merkezinin yerini biliyorsak (Sekil 6.68), plakanin bir

Plakanin merkezi

tarafina uygulanan kuvveti bulmak igin kestirme bir yol kullanabiliriz. Bu yol (4) denkle-

h = merkez derinligi minden gikar:

b
F= / w X (serit derinligi) x L(y) dy

b
w / (serit derinligi) X L(y) dy

SEKIL 6.68  Plakanin bir tarafina uygulanan

kuvvet w - h - plaka alamidir.

= w X (plakanin kapladig1 alanin yiizey seviye ¢izgisi etrafinda moment)

= w X (plakanin merkezinin derinligi) x (plakanin alant)

Akiskan Kuvvetleri ve Merkezler

Agirlik yogunlugu w olan bir akiskanin sivi altindaki dikey bir tabakaya uygu-
ladigi kuvvet w, plakanin merkezinden akigkan yiizeyine olan uzaklik 4 ve
plakanin alaninin ¢arpimidir:

F = whA. (5)

ORNEK 2  (5) Denklemini Kullanarak Akiskan Kuweti Bulmak

(5) denklemini kullanarak Ornek 1°deki kuvveti bulun.

Cozim  Uggenin merkezi (Sekil 6,67) y-ekseni tizerinde, tabandan kdseye olan uzakligin
ligte birindedir, dolayistyla # = 3 olur. Uggenin alan1

A= %(taban) (yiikseklik)
1
- Lom =9

olarak bulunur. Dolayistyla,

F = whd = (62.4)(3)(9)
1684.8 b n

buluruz.
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Asagidaki alistirmalar i¢in akiskanlarin agirlik-yogunluklar1 sayfa
456°daki tablodan bulunabilir.

1. Ucgensel plaka  Ornek 1°deki plakanin bir tarafina uygulanan
akiskan kuvvetini buradaki koordinat sistemiyle bulun.

y (ft)

e
/
7/
7

Havuzun yiizeyi |~

(ft)
T X

Derinlik | y|

2. Uggensel plaka Ornek 1°deki plakanm bir tarafina uygulanan
akiskan kuvvetini buradaki koordinat sistemiyle bulun.

y (ft)
Havuz yiizeyi | y =2’de

| '3 x (ft)

3. Alcaltilms iicgensel plaka Ornek 1°’deki plaka suyun 2 ft daha
i¢ine indiriliyor. Plakanin bir tarafindaki akiskan kuvveti simdi
nedir?

4. Yiikseltilmis iicgensel plaka Ornek 1°’deki plaka, iist kenar1 ha-
vuzun ylzeyine gelecek sekilde kaldiriliyor. Bir tarafindaki akis-
kan kuvveti nedir?

5. Ucgensel plaka Burada gosterilen ikizkenar iiggen seklindeki
plaka dikey olarak bir gdliin yiizeyinin 1 ft altina koyuluyor.

a. Plakanin bir tarafindaki akiskan kuvvetini bulun.
b. Su, temiz su yerine deniz suyu olsaydi, plakanin bir tarafinda-
ki akigkan basinci ne olurdu?

Yiizey seviyesi

fe—4 ft— 1 ft
A B —

6. Dondiiriilmiis iiggensel plaka Alistrma 5’teki plaka, AB
dogrusu etrafinda plakanin bir kismi1 géliin disina gikacak sekilde
180° dondiiriilityor. Artik akigkan plakanin bir tarafina ne kadar
kuvvet uygular?

Yiizey
seviyesi

1ft

A B
|<—4 ft—>|

7. New England Akvaryumu Boston’daki New England Akvar-
yumundaki tipik bir balik tankinin dikdértgen cam penceresinin
gozlem kismi 63 ing genisligindedir ve su ylizeyinin 0.5 ing altin-
dan yiizeyin 33.5 ing agagisina kadar uzanir. Pencerenin bu kismi-
na uygulanan akiskan basicini bulun. Deniz suyunun agirlik-yo-
gunlugu 64 Ib/ft’tir. (Merak ediyorsamz, cam 3/4 ing
kalinhigindadir ve baliklarin disar1 atlamasini engellemek igin
tank duvarlari suyun 4 in¢ yukarisina kadar ¢ikar.)

8. Balik tanki Tabani 2 x 4 ft ve yiiksekligi 2 ft olan (i¢ boyutlar)
yatay, dikdortgen seklinde bir tatli su balik tanki tepesinden 2 ft
asagiya kadar su ile doludur.

a. Tankin yanlarindaki ve uglarindaki akiskan kuvvetini bulun.

b. Tank miihiirlenir ve kare ylizeylerinden biri taban olacak se-
kilde iizerine kaldirilirsa (dokiilmeden), dikdortgen yiizeyler-
deki akiskan basincina ne olur?

9. Yarmm daire seklinde bir plaka Cap1 2 ft olan yarim daire sek-
linde bir plaka ¢ap1 ylizeyde olacak sekilde temiz suya daldirilryor.
Plakanin bir tarafina suyun uyguladigi akiskan basincini bulun.

10. Siit tankeri Bir tanker 6 ft gapinda yatay bir silindirik tankla
stit tasimaktadir. Tank yar1 doluyken, siit tankin uclarma ne ka-
dar kuvvet uygular?

11. Burada gosterilen kiibik metal tankin vidalarla yerinde tutulan ve
akitmadan 169 1b’lik akiskan basincina dayanabilecek parabolik
bir kapist vardir. Depolamay1 diisiindiigiiniiz sivinin agirlik yo-
gunlugu 50 1b/ft* tiir.

a. Siv1 2 ft derinligindeyken, kapiya uygulanan akiskan kuvveti
nedir?

b. Bu kabin tasarim sinirlarii ge¢meden doldurulabilecegi
maksimum yiikseklik nedir?

4ft
y (ft)

-1, 1) (1, 1)

w ' L X (ft)

4 ft 1 0 1

Parabolik kapimmn
buyiitiilmis goriintiist

Parabolik kap1
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12. Burada gosterilen dikdortgen tankin tabandan 1 ft yiikseklikte
1 ft X 1 ft’'lik kare bir penceresi vardir. Pencere catlamadan
312 Ib’lik bir akiskan basincina dayanacak sekilde yapilmistir.

a. Tank 3 ft derinliginde suyla doluyken, pencerenin karsi
koyacag akiskan kuvveti ne kadardir?

b. Pencerenin tasarim sinirlar1 asilmadan tank hangi seviyeye
kadar doldurulabilir?

13. Burada gosterilen olugun ug plakalart 6667 1b’lik akiskan kuvve-
tine dayanacak sekilde tasarlanmigtir. Bu sinirlar1 agmadan, tank
kag ft* su alabilir? Yanitiniz1 yuvarlayin.

y (fo) <8 fi
(-4, 10) 4, 10) | tﬁ

©.n .
y=12x

/\

0 ft

3
‘/)lugun boyutsal
\

gorintiisii

0 x (ft)

Olugun ug goriintiisti

14. Burada gsterilen dikddrtgen havuza 1000 ft*/sa hizla su akmak-
tadir.
a. 9 saatlik dolumdan sonra tiggen bosaltma plakasindaki akis-
kan basmcini bulun.
b. Bosaltma plakasi 20 Ib’lik bir akigskan kuvvetine dayanacak sekil-
de tasarlanmustir. Bu limiti asmadan, havuzu hangi yiikseklige ka-
dar doldurabilirsiniz?

Uggen bosaltma plakasi
y ()
1 1) (1,1
I I
7 0 1 ()

Bosaltma plakasinin bityiitiilmiis gériintiisti

15. Uzunlugu a birim, genisligi b birim olan dikey dikddrtgen bir
plaka uzun kenarlar1 akiskanin yiizeyine paralel olacak sekilde
agirlik yogunlugu w olan bir akigkanin i¢ine konuluyor. Plakanin
dikey boyutundaki basincin ortalama degerini bulun. Yanitinizi
aciklayim.

16. (Alstirma 15°in devami) Akiskanin plakanin bir tarafina uygu-
ladig1 kuvvetin, basincin ortalama degeri (Alistirma 15°te bu-
lunmustur) kere plakanin alani oldugunu gosterin.

17. Asagidaki tanka 4 ft*/dak hizla su dolmaktadir. Tankin dik-kesit-
leri 4 ft gapli yarim dairelerdir. Tankin bir ucu hareketlidir, fakat
hacimi arttirmak i¢in ucu hareket ettirmek bir yay1 sikistirir. Yay
sabiti £ = 100 Ib/ft’tir. Tankin ucu yay1 5 ft sikistirirsa, su dipteki
bir glivenlik deliginden 5 ft*/dak hizla bosalacaktir. Hareketli ug,
tank tagmadan delige varabilir mi?

Hareketli ug Icerideki su

——

Icerideki
= w
5 ft . =
Bosaltma Hareketli ug \/\
deligi

Yandan gériiniim

\x2+y2:4

0
Bosath
deligi

Bir sulama olugunun dikey uglari, bir kenari 3 ft

18. Sulama olugu
olan karelerdir.

a. Oluk doluyken, uglarindaki akigkan kuvvetini bulun.

b. Akiskan kuvvetini %25 azaltmak i¢in, oluktaki su seviyesini
kag ing azaltmalisiniz?

19. Siit kartonu Dikdortgen bir siit kartonunun tabani 3.75 x 3.75
ing ve ytiksekligi 7.75 ingtir. Karton doluyken, siitlin bir kenara
uyguladig1 akiskan basincini bulun.

20. Yag tenekesi Standart bir yag tenekesinin taban1 5.75 x 3.5 ing
ve yuksekligi 10 inctir. Teneke doluyken, tabana ve her kenara
uygulanan akiskan basincini bulun.

21. Sulama olugu Bir sulama olugunun dikey uglar1 asagida gos-
terildigi sekilde ikizkenar tiggenlerdir (ft olarak).

y (ft)

[e—2—<—2 2.3)

T

3

0 '2 x (ft)

a. Oluk doluyken, uclardaki akigskan kuvvetini bulun.



22. Bir barajin set’i

b. Uclardaki akigkan kuvvetini yariya indirmek icin oluktaki su
seviyesini kag¢ in¢ azaltmalisiniz? (Yarim ing hassaslikta
yanitlayin.)

¢. Olugun ne kadar uzun oldugunun énemi var midir? Yanitinizi
aciklayin.

bir dikdortgendir, ABCD ve boyutlar

AB = CD =100 ft, AD = BC = 26 ft dir. ABCD diizlemi dikey ol-

mak yerine sekilde gosterildigi gibi egimlidir. Dolayisiyla setin

iist kismi tabandan 24 ft yiiksektedir.
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Su seviyesi set seviyesinde iken su basmcindan dolay1 sete etki
eden kuvveti bulun.

Boliim

Tekrar Sorulan

. Dilimleme yo6ntemiyle cisimlerin hacimlerini nasil tanimlar ve
hesaplarsiniz? Bir 6rnek verin.

. Hacim hesaplamak igin disk ve pul yontemleri dilimleme yonte-
minden nasil iretilir? Bu yontemlerle hacim hesaplanmasina
ornekler verin.

3. Silindirik kabuk yontemini agiklaym. Bir 6rnek verin.

4. Diizgiin bir x = f(1), y = g(t), a = t = b, parametrize egrisinin

uzunlugunu nasil tanimlarsiniz? Diizglinliigiin uzunlukla ne ilgisi
vardir? Egrinin uzunlugunu bulmak igin parametrizasyonla ilgili
baska ne bilmek gerekir?

. Kapali bir aralikta diizgiin bir fonksiyonun grafiginin uzunlugunu
nasil bulursunuz? Bir 6rnek verin. Peki ya siirekli bir birinci
tiirevi olmayan fonksiyonlar i¢in ne diyebilirsiniz?

6. Kiitle Merkezi nedir?

7. Ince bir gubugun veya bir malzeme seridinin kiitle merkezini na-

s1l bulursunuz? Ornek verin. Bir malzemenin yogunlugu sabitse,
kiitle merkezinin nerede oldugunu hemen séyleyebilirsiniz. Nere-
dedir?

10.

11.

12.

13.

. Ince diiz bir malzeme tabakasmm kiitle merkezini nasil bulur-

sunuz? Ornek verin.

. Diizgiin bir y = f(x), a = x = b fonksiyonunun grafiginin x-ek-

seni etrafinda dondiiriilmesi ile siipiiriilen ylizeyin alanini nasil
tanimlar ve hesaplarsiniz? Bir drnek verin.

Hangi kosullar altinda bir x = f(¢), y = g(¢), a = t = b egrisinin
a. x-ckseni b. y-ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile iiretilen
ylizeyin alanini bulabilirsiniz? Ornekler verin.

Pappus’un iki teoremi ne der? Yiizey alanlari ile hacimleri hesap-
lamada ve merkezlerin yerini bulmada nasil kullanildiklarina dair
ornek verin.

x-ekseninin bir bolimii lizerinde degisken bir kuvvetin yaptig1 isi
nasil tanimlar ve hesaplarsiniz? Bir siviy1 bir tanktan pompala-
mak igin yapilan isi nasil hesaplarsiniz? Ornekler verin.

Dikey bir duvarin bir kismi {izerine bir sivinin uyguladigi kuvveti
nasil hesaplarsiniz? Bir 6rnek verin.

Boliim Problemler

kesitleri, ¢aplari y = x* paraboliinden y = Vx paraboliine kadar
giden dairesel disklerdir.

Hacimler

1-16 alistirmalarindaki cisimlerin hacimlerini bulun.

2. Cismin tabani birinci bdlgede y = x dogrusu ile y = 2\x parabolil
arasinda kalan bolgedir. Cismin x-eksenine dikey olan dik-kesitleri,
tabanlar1 dogrudan egriye uzanan eskenar tiggenlerdir.

1. Cisim, x =0 ve x = 1'de x eksenine dik diizlemler arasinda bu-
lunmaktadir. Bu diizlemler arasinda x-eksenine dikey olan dik-
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10.

11.

12.

13.

14.

Biliim 6: Belirli Integrallerin Uygulamalar

. Cisim, x = w/4 ve x = 5m/4’te x-eksenine dik olan diizlemler

arasinda bulunmaktadir. Bu diizlemler arasindaki dik-kesitler
caplar1 y = 2 sin x egrisinden y = 2 cos x egrisine giden dairesel
disklerdir.

. Cisim, x = 0 ve x = 6’da x-eksenine dik diizlemler arasinda bulun-

maktadir. Bu diizlemler arasindaki dik-kesitler tabanlar1 x-ekse-
ninden x'/% + y'/? = \6 egrisine kadar giden karelerdir.

W2 4 12 /g

. Cisim, x = 0 ve x = 4’te x-eksenine dik diizlemler arasinda bulun-

maktadir. Cismin bu diizlemler arasinda x-eksenine dikey olan
dik-kesitleri gaplar1 x*> = 4y egrisinden y* = 4x egrisine giden
dairesel disklerdir.

. Cismin taban1 xy-diizlemindeki y* = 4x parabolii ile x = 1 dogrusu

arasinda kalan bolgedir. x-eksenine dikey her dik-kesit bir kenar1
diizlemde olan bir eskenar iicgendir (Uggenlerin hepsi diizlemin
ayni tarafindadir).

. x-ekseni, y = 3x* egrisi, x = 1 ve x = —1 dogrular ile smirlanan

bolgenin (a) x-ekseni, (b) y-ekseni, (¢) x =1 dogrusu ve (d) y =3
dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle {iretilen cisimlerin hacim-
lerini bulun.

. x =)+ 1 egrisi ile x = 1 ve y = 1/2 dogrular arasindaki “tiggen”

bolgenin (a) x-ekseni, (b) y-ekseni, (¢) x = 2 dogrusu ve
(d) y = 4 dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen cisimlerin
hacimlerini bulun.

. Soldan x = y* + 1 ve sagdan x = 5 dogrusuyla sinirlanan bélgenin

(a) x-ekseni, (b) y-ekseni ve (¢) x = 5 dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle tiretilen cisimlerin hacimlerini bulun.

y* = 4x parabolii ve y = x dogrusu ile sinirlanan bdlgenin (a) x-ek-
seni, (b) y-ekseni, (¢) x =4 dogrusu ve (d) y =4 dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle tiretilen cisimlerin hacimlerini bulun.

Birinci bolgede x-ekseni, x = 7r/3 dogrusu ve y tan x egrisi ile
siirlanan “liggen” bolgenin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
iretilen cismin hacmini bulun.

y = sin x egrisi ile x = 0, x = 77 ve y = 2 dogrulari ile sinirlanan
bolgenin, y = 2 dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle tiretilen cis-
min hacmini bulun.

x-ckseni ile y = x> — 2x egrisi arasindaki bolgenin (a) x-ekseni, (b)
y=-1 dogrusu, (¢) x =2 dogrusu ve (d) y = 2 dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle tiretilen cisimlerin hacimlerini bulun.
y=2tanx, y=0,x=—m/4 ve x = 7/4 ile smirlanan bdlgenin x-
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle iiretilen cismin hacmini bulun.
(Bolge birinci ve ligiincii bolgelerde bulunur ve egri bir papyona
benzer.)

15. Bir Kkiire deliginin hacmi

merkezinden gecen V3 fe yarigaplt

2 ft yarigapl i¢i dolu bir kiirenin
yuvarlak  bir

delik

oyulmustur. Kiireden ¢ikarilan malzemenin hacmini bulun.

16. Bir futbol topunun hacmi
elipse benzer. Topun hacmini ing’ olarak bulun.

RN

1 0 11
2 2

Egrilerin Uzunluklan

Bir futbol topunun profili asagidaki

17-23 Alistirmalarindaki egrilerin uzunluklarini bulun

17. y=x"2 = (13 1=x=4
18. x=y"3 1=y=8

19. y = (5/12)x%° — (5/8)x*°, 1 =x =32

20. x = (3/12) + (1fy), 1=y=2
21. x = 5cost — cos5t, y = S5sint — sin5t,
2. x=0-6t2, y=r+6r>, 0=1r=1

23. x =3cosf, y=3sinh, 0=0= 3777

24. Sekilde gosterilen x = 12,y = (£/3) — ¢
uzunlugunu bulun. Halka, ¢ = —
mektedir.

_
T
-
\
o

0=t=m/2

kapali halkanin

3 te baslayp r = V3 bit-

Merkezler ve Kiitle Merkezleri

25. y = 2x* ve y = 3 — x? parabolleriyle gevrelenen bdlgeyi kaplayan

ince, diiz bir tabakanin merkezini bulun.

26. x-ckseni, x =2 ve x = —2 dogrular1 ve y = x’ parabolii ile ¢evrele-
nen bolgeyi kaplayan ince, diiz tabakanin merkezini bulun.



27. Birinci bolgede bulunan ve y-ekseni, y = x?/4 parabolii ve y = 4
dogrusuyla c¢evrelenen “liggen” bdlgeyi kaplayan ince, diiz
tabakanin merkezini bulun.

28. 17 = x parabolii ve x = 2y dogrusu ile gevrelenen bdlgeyi kaplayan
ince, diiz tabakanin merkezini bulun.

29. Yogunluk fonksiyonu 8(y) = 1 + y ise, y* = x parabolii ve x = 2y
ile cevrelenen bolgeyi kaplayan ince, diiz plakanm kiitle
merkezini bulun. (Yatay seritler kullanin.)

30. a. x=1'den x = 9’a kadar y = 3/x*/? egrisi ile x-ekseni arasindaki

bolgeyi kaplayan sabit yogunluklu ince bir plakanin agirlik
merkezini bulun.

b. Yogunlugu sabit olmak yerine, 6(x) = x ise, plakanin kiitle
merkezini bulun. (Dikey seritler kullanin.)

Donel Yiizeylerin Alanlari

31-36 Problemlerinde, egrilerin verilen eksenler etrafinda doén-
diiriilmesiyle iiretilen yiizeylerin alanlarini bulun.

3.y =V2r+ 1, 0=x=3;x-ckseni
32. y=x%/3, 0=x=1; x-ckseni

33. x = \/W, l=y=2 X—ekseni

34, x = \/);, 2 =y = 6; y-ekseni

35. x =132, y=2t, 0=t=\/5 x-ekseni

36. x =2 + 1/(20), y=4\/l;, 1/\ﬁszs 1; y-ekseni
Is

37. Donamim kaldirmak Bir dagci, arkasindan sarkan ve her met-
resi 0.8 newton agirligindaki 40 metrelik bir ipte asili olan
100 N’luk (yaklasik 22.5 1Ib) donanimi yukari ¢cekmek tizeredir.
Ne kadar is yapar? ([pucu: Yiik ve ip igin ayr1 ayr1 ¢dziin ve topla-
yin.)

38. Sizdiran tanker 800 galonluk bir tankeri Washington Dagi’nin
eteginden zirvesine kadar ¢ikardiniz ve zirveye vardiginizda tan-
kin sadece yartya kadar dolu oldugunu farkettiniz. Dolu bir tankla
yola ¢ikmis, sabit hizla gitmis ve 4750 ft’lik yiikseklik farkini 50
dakikada almistiniz. Suyun sabit bir hizla sizdign1 varsayarsaniz,
suyu tepeye kadar ¢ikartmak igin ne kadar is yapmigsinizdir?
Kendinizi ve tankeri yukar1 ¢ikarmak i¢in yapilan isi saymayin.
Suyun agirlig 8 Ib/Amerikan galonudur.

39. Bir yay1 germek Bir yay!1 normal uzunlugundan 1 ft germek
igin 20 1b’ lik bir kuvvet gerekiyorsa, yay1 bu kadar germek igin
ne kadar is yapmak gerekir? Peki ya 1 ft daha?

40. Garaj kapis1 yay1 200 N’luk bir kuvvet bir garaj kapisi yayini
normal uzunlugundan 0.8 m uzatacaktir? 300 Nt’luk bir kuvvet
yay1 ne kadar gerer? Yay1 bu kadar germek i¢in ne kadar is yap-
mak gerekir?

41. Bir rezervuardan su pompalamak Ustii 20 ft genisliginde ve
derinligi 8 ft olan tepesi asagida dik bir koni seklindeki bir rez-
ervuar su doludur. Suyu rezervuarin 6 ft yukarisina pompala-
mak i¢in ne kadar is yapmak gerekir?
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42. Bir rezervuardan su pompalamak (Problem 41’in devamr)
Rezervuar 5 ft derinliginde doludur ve su rezervuarin iistiiyle ayni
seviyeye pompalanacaktir. Ne kadar is yapilir?

43. Konik bir tanktan sivi pompalamak 5 ft yaricapl ve 10 ft yiik-
sekliginde tepesi agagiya dogru olan bir dairesel dik koni seklin-
deki bir depo agirlik yogunlugu 60 Ib/ft* olan bir siviyla doludur.
Swviyt tankin 2 ft yukarisina pompalamak icin ne kadar is
yapilmasi gerekir? Pompa 275 ft-1b/sn hizli (1/2 bg) bir motorla
calistyorsa, depoyu bosaltmak ne kadar siirer?

44. Silindirik bir tanktan sivi pompalamak Bir depolama tanki
ekseni yatay olan 20 ft uzunlugunda ve 8 ft ¢apinda bir silindirdir.
Tank yanisina kadar agirligi 57 1b/ft® olan zeytinyagiyla doluysa,
tankin dibinden tankin 6 ft yukarisina kadar ¢ikan bir boruyla yag
bosaltilirken ne kadar is yapilacagini bulun.

Akiskan Kuvveti

45. Su olugu Asagida goriilen dikey liggen tabaka suyla dolu bir
olugun ug kismidir (w = 62.4). Plakaya kars1 olan akiskan kuvveti

nedir?
y
X
2 YT 2.
1 Ly x
-4 -0 4
BIRIMI FIT

46. Akcgaagac surubu olugu Asagida gosterilen dikey yamuk sek-
lindeki tabaka agirlig1 75 1b/ft> olan akgaagag surubuyla dolu bir
olugun u¢ kismidir. Surup 10 ft derinligindeyken, olugun ug
tabakasina uygulanan akigkan basinci nedir?

AN /

-2 0 2
7

BIRIMI FIT

47. Parabolik kapak iizerindeki kuvvet Bir barajdaki dikey diiz
bir kapagi sekli, birimler fit olmak tizere, y = 4x> parabolii ile
y =4 dogrusu arasinda kalan bolgenin sekli gibidir. Kapinin te-
pesi suyun ylizeyinin 5ft altindadir. Suyun kapaga uyguladigi
kuvveti bulun (w = 62.4).

3 48. Taban kenar1 1 ft olan ve i¢ duvarlari 40.000 1b’lik akiskan kuvve-
tine dayanabilecek dikey bir kare tankta civa (w = 849 Ib/ft’) de-
polamak istiyorsunuz. Herhangi bir zamanda tankta kag ft> civa
depolayabilirsiniz?
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49. Sekilde yandan goriilen depo, agirlik yogunluklar: w; ve w;.olan
karismayan iki siviyla doludur. Dikey ABCD kare plakasinin bir
tarafindaki akigkan kuvvetini bulun. B ve D noktalar1 sinirda bu-
lunurlar ve karenin bir kenart 6\/2 ft'tir.

A %

T Sivi 1:

6V2 _—1 yogunlugu = w,
B D

Siv1 2:

—— 1 yogunlugu = w,
C

50. Asagida gosterilen yamuk palaka iist kosesi yiizeyin 4 ft altinda

olacak sekilde su (w = 62.4) altina konuluyor. Plakanm bir
tarafindaki akigkan kuvvetini iki yoldan bulun:

a. Bir integral hesaplayarak.

b. Plakay: bir paralelkenar ve bir ikizkenar li¢gene boliip,
merkezlerini hesaplayarak ve Bolim 6.7°deki /' = whA
denklemini kullanarak.

I—ﬁﬁl

Merkezler / ‘
’ 6

Boyutlarl fit

Biiliim Ek ve ileri Austirmalar

Hacim ve Uzunluk

1. y = f(x) stirekli fonksiyonun grafigi, x-ekseni, x = a sabit dogrusu
vex = b, b > a, degisken dogrusu ile gevrelenen bdlgenin x-ek-
seni etrafinda dondiiriilmesiyle bir cisim iiretiliyor. Hacim her b
degeri i¢in b*> — ab'dir. f(x)’i bulun.

2. y = f(x) siirekli fonksiyonun grafigi, x-ekseni, x = 0 ve x = a
dogrulariyla siirlanan bolgenin x-ekseni etrafinda dondiiriilme-
siyle bir cisim iiretiliyor. Hacim her a > 0,degeri igin ¢ + a’dur.
f(x)’1 bulun.

3. Artan f(x) fonksiyonunun x = 0 igin diizgiin oldugunu ve
f(0) = a oldugunu varsayn. s(x), (0, a)’'dan (x, f(x))’e kadar,
x > 0, f’nin grafigini gostersin. Bir C sabiti i¢in, s(x) = Cx ise
f(x)’1 bulun. C’nin alabilecegi degerler nedir?

4. a. 0 < a = 7/2,igin

/ \/1 + cos?0 do > \/a2 + sin*a.
0

oldugunu gosterin.

b. (a)daki sonucu genellestirin.

Moment ve Kiitle Merkezleri

5. Alttan x-ekseni ve Ustten y = 1 — x”, n bir pozitif ¢ift tamsayi,
egrisiyle smirlanan bolgenin merkezini bulun. n — OO iken,
merkezin limit konumu nedir?

6. Bir kamyonun arkasindaki iki tekerlekli bir romorkla bir telefon
diregi tasirsaniz, uygun bir “dil” agirhg: saglamak icin tekerlek-
lerin diregin kiitle merkezinin 3 ft kadar arkasinda olmasim is-

tersiniz. NYNEX’ in sinif 1.40 ft’lik tahta direklerinin ¢evresi
ustte 27 ing ve tabanda 43.5 ingtir. Kiitle merkezi tstten ne kadar
uzaktadir?

7. Alan1 4 ve yogunlugu sabit 6 olan ince metal bir tabakanin xy-
diizleminde bir R bdlgesini kapladigini varsayin ve M, tabakanin
y-ekseni etrafindaki momenti olsun. Tabakanin x = b etrafindaki
momentinin asagidaki sekilde oldugunu gosterin:

a. Tabaka dogrunun sagindaysa, M, — 54
b. Tabaka dogrunun solundaysa, b64 — M,

8. y* =4dax egrisi ve x = a, a = pozitif sabit, dogrusu ile smirlanan bol-
geyi kaplayan ince bir tabakanin (x, y)'deki yogunlugu dogrudan
(a) x ile ve (b) |y | ile orantil1 ise, tabakanin kiitle merkezini bulun.

9. a. Birinci bolgede, yarigaplari @ ve b olan ve merkezleri orijinde
bulunan iki esmerkezli gember ve koordinat eksenleri arasinda
kalan bolgenin merkezini bulun.

b. a, b’ye yaklasirken merkezin koordinatlarmm limitini bulun
ve sonucun anlamini tartigin.

10. Kenar1 1 ft olan bir kareden tiggen bir kose kesilmektedir.
Cikarilan {iggenin alami 36 ing”dir. Kalan bolgenin merkezi oriji-
nal karenin bir kenarindan 7 in¢ uzaktaysa, diger kenarlardan ne
kadar uzaktadir?

Yiizey Alam

11. y = 2V egrisinin iizerindeki noktalarda, uzunluklart # = y
olan dogru pargalari xy-diizlemine dik olarak ¢izilmektedir (Sekle
bakin). Bu dik dogrularin (0, 0)dan (3, 2\/?% .’e kadar olustur-
duklart yiizeyin alanini bulun.
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13. m Kkiitleli bir pargacik # = 0 aninda durgun konumdan harekete
baslamakta ve x-ckseni boyunca biiyiikliigii F(f) = £ olan
degisken bir kuvvete karsi x = 0’dan x = 4’ye kadar sabit ivmeyle
gotlirlilmektedir. Yapilan isi bulun.

14. is ve kinetik enerji 16 onsluk bir golf topunun kuvvet sabiti
k=2 Ib/ing olan dikey bir yaya yerlestirildigini varsayin. Yay 6
ing sikistirtlir ve serbest birakilir. Top (yaym denge konumundan)

ne kadar yiiksege ¢tkar?
Akiskan Kuvveti
15. Uggen bir ABC tabakasi diizlemi dikey olacak sekilde suya batiri-
12. a yarigapli bir gemberin iizerindeki noktalarda, gemberin diizlem- lir. 4ft uzunlugundaki 4B kenar1 suyun 6 ft altindayken, C kdsesi
ine dik dogru parcalari ¢izilmektedir. Her P noktasindaki dik suyun 2 ft altindadir. Suyun, tabakanin bir tarafina uyguladig
dogrunun uzunlugu ks'dir. s ¢cemberin (@, 0)'dan P’ye kadar saat akiskan basincini bulun.

yoniiniin tersine radyan olarak Olglilen yay uzunlugu ve k de 16
asagida gosterildigi gibi bir sabittir. (a, 0)’dan baslayip cemberi

bir kere donen yay {iizerindeki dik dogrularin olusturduklart
ylizeyin alanini bulun.

. Dikey bir dikdortgen tabaka, iist kenar1 akiskanin yiizeyine para-
lel olacak sekilde bir akiskanin igine batirilmistir. Akiskanin, ta-
bakanin bir tarafina uyguladigi kuvvetin tabakanimn altindaki ve
ustiindeki basincin ortalama degeri kere tabakanin alanini oldu-

merkezi akigkanin uyguladigi toplam kuvvetin diizlemdeki her-
hangi bir eksen etrafindaki momenti degistirmeyecek sekilde
uygulanabildigi nokta olarak tanimlanir. (a) 4 yiikseklikli ve b
genislikli dikey bir tabakanin {ist kenar1 akiskanin yiizeyindeyse
ve (b) & yiikseklikli ve b tabanli dikey bir iicgenin b kenarinin
karsisindaki kose akiskanin yilizeyinin a ft ve b tabani akiskanin
ylizeyinin (a + &) ft altindaysa basing merkezlerini bulun.

| gunu gosterin.
‘ | | ‘ | H 17. Bir akigkan igine batirilmis bir tabakanin bir tarafindaki basing
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Mathematica/Maple Module

Alanlari, Hacimleri ve Egrilerin Uzunluklarini Kestirmek icin Riemann Toplamlarini Kullanmak

Alanlar1 ve hacimleri goziiniizde canlandirin ve yaklasimda bulunun Kisim I ve Kisim II: Donel Cisim Hacimleri; ve Kisim III: Egrilerin
Uzunluklari.

Mathematica/Maple Module
Bir Bungee Atlayisini Modellemek

Bir bungee atlayicisinin harcadigi kuvveti modellemek icin veri toplayimn (veya 6nceden toplanmis veri kullanin ). Verilen bir atlayici ve verilen
bir bungee ipi uzunlugu igin atlayicinin diismiis oldugu mesafeyi hesaplamak i¢in is-enerji teoremini kullanin.



