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m Ters Tiirevler

Bir fonksiyonun tiirevinin nasil bulunacagimi 6grendik. Ancak, bir ¢ok problem, bilinen
tiirevinden (bilinen degisim oranindan) fonksiyonun bulunmasini gerektirir. Ornegin, belli
bir baslangic yiiksekliginden diismekte olan bir cismin hiz fonksiyonunu biliyor olabiliriz
ve belirli bir periyot i¢cinde herhangi bir anda cismin yiiksekligini bilmeye ihtiyacimiz ola-
bilir. Daha genel olarak, bir F' fonksiyonunu tiirevi olan f’den bulmak istiyoruz. Boyle bir
F fonksiyonu varsa, buna f’nin ters tiirevi denir.

Ters Tiirevleri Bulmak

TANIM  Ters Tiirev
Bir 7 araligindaki her x igin F'(x) = f(x) ise F’ye [ aralig1 iizerinde f’nin bir ters
tiirevi denir.

F(x) fonksiyonunu, tiirevi olan f(x)’ten bulma islemine ters tiirev alma denir. Bir f fonk-
siyonunun ters tlirevini gdstermek igin F, bir g fonksiyonunun ters tiirevini géstermek igin
G vs. gibi biiytik harfler kullaniriz.

ORNEK1  Ters Tiirevleri Bulmak

Asagidaki fonksiyonlarin her biri igin bir ters tiirev bulunuz

(@) f(x) =2x
(b) g(x) = cosx
(¢) h(x) = 2x + cosx

Coziim

(@) F(x) = x?
(b) G(x) = sinx
(¢) H(x) = x* + sinx

Her cevap, tiirev alarak kontrol edilebilir. F(x) = x*’nin tiirevi 2x’dir. G(x) = sin x’in
tiirevi cos x ve H(x) =x° + sin x’in tiirevi de 2x + cos x'dir. [

Tiirevi 2x olan tek fonksiyon F(x) = x* degildir. x> + 1 fonksiyonunun tiirevi de
aymdir. Herhangi bir C igin x> = C’nin de 6yle. Baska var midir?

Boliim 4.2 deki Ortalama Deger Teoreminin 2. Sonucu cevabi verir: Bir fonksiyonun
herhangi iki ters tiirevi bir sabit kadar fark eder. Bu nedele, C keyfi bir sabit olmak iizere
x* + C fonksiyonlari, f(x) = 2x’in biitiin ters tiirevlerini olusturur. Daha genel olarak,
asagidaki sonug gegerlidir.
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F fonksiyonu bir 7/ aralig1 lizerinde f’nin bir ters tiirevi ise f’nin [ aralig1 lizerin-
deki en genel Ters Tiirevi, C keyfi bir sabit olmak tizere

Fx)+ C
dir.

Boylece, f’nin [ aralig1 iizerindeki en genel ters tiirevi, grafikleri dikey olarak bir-
birinin 6telenmesi olan bir F(x) + C fonksiyon ailesidir. Bu aileden 6zel bir ters tiirevi,
C’ye belirli bir deger atayarak segebiliriz. Boyle bir atamanin nasil yapilabilecegini
gosteren bir 6rnek asagidadir.

ORNEK 2 Ozel Bir Ters Tiirev Bulmak

f(x) =sin x’in F(0) = 3 esitligini saglayan bir ters tiirevini bulun

Cozim —cos x’in tiirevi sin x oldugundan,
F(x) = —cosx + C

genel ters tiirevi f(x)’in biitlin ters tiirevlerini verir. F(0) = 3 kosulu C igin belirli bir deger
tanimlar. F(x) = —cosx + C de x = 0 yazmak

F(0)=-—cos0+C=-1+C
verir. F(0) = 3 oldugundan, C’yi ¢ozersek C = 4 buluruz. Boylece,
F(x)=-cosx+4
F(0) = 3 esitligini saglayan ters tiirevdir. [

Degisik tiirev alma kurallarindan geriye dogru galisirken, ters tiirevler igin formiiller
ve kurallar gelistirebiliriz. Her bir durumda, verilen bir fonksiyonun biitiin ters tiirevlerini
gosteren genel ifadede keyfi bir C sabiti vardir. Tablo 4.2, 6nemli birkag fonksiyonun ters
tiirevlerini gostermektedir.

TABLO 4.2 Ters Tiirev Formiilleri
Fonksiyon Genel ters tiirev
" xn+1
1. X P + C, n # —1, nrasyonel
2. sin kx - % + C, kbirsabit, k#0
sin kx . .
3. cos kx s C, kbirsabit, k#0
4. sec? x tanx + C
5. csc x —cotx + C
6. sec x tan x secx + C
7. csc x cot x —cscx + C
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Tablo 4.2 deki kurallar, soldaki fonksiyonu elde etmek {izere, genel ters tlirev’in, tiirevi
alinarak kolaylikla gergeklenebilir. Ornegin, C sabitinin degeri ne olursa olsun,
tan x + C’nin tiirevi sec” x dir ve bu, sec’ x’in en genel ters tiirevi formiiliinii saptar.

ORNEK3  Tablo 4.2'yi Kullanarak Ters Tiirev Bulmak

Asagidaki fonksiyonlarin her birinin genel ters tiirevlerini bulunuz.

@ fx)=x
1
M) glx) = —~
Vx
(¢) h(x) = sin2x
(d) i(x) = cos %
Coziim
x6 n=5ile
(a) F(x) = Z + C Formiil 1
(b) g(x) = x2, bu yiizden
12 - 1/
_x/ _ n=—1/2 ile
G(x) - 1/2 +C= 2\/;6 +C Formiil 1
—cos 2x k=2 ile
(c) H(x) = R +C Formiil 2
sin (x/2) x k=1/2 ile
d I(x) = 1/2 + C = 2sin 2 +C Formiil 3 =

Diger tiirev kurallarina karsilik da ters tiirev kurallart vardir. Ters tiirevleri toplayip
¢ikarabilir, bir sabitle carpabiliriz.

Tablo 4.3’teki formiiller, ters tiirevlerin tiirevleri aliarak ve sonucun orijinal fonksi-
yonla uyustugu gergeklenerek, kolaylikla ispatlanabilir. Formiil 2, £ = —1 ile Formiil 1’in
6zel halidir.

TABLO 4.3 Ters Tiirevlerin Lineerlik Kurallar

Fonksiyon Genel ters tiirev
1. Sabit Carpan Kurali: kf(x) kF(x)+ C, k bir sabit
Negatif Kurali: —f(x) —F(x) + C,

Toplam veya Fark Kurali:  f(x) + g(x) F(x) £ G(x) + C

ORNEK 4 Ters Tiirevler icin Lineerlik Kurallarini Kullanmak

flx) = 3 + sin 2x

Vi

Fonksiyonunun genel ters tiirevini bulun.
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Cizim  Ornek 3’teki g ve & fonksiyonlar: ile, elimizde f(x) = 3g(x) + A(x) vardir.
Ornek 3b’den g(x)’in bir ters tiirevi G(x) = 2V oldugundan, ters tiirevler igin Sabit
Carpan Kuralindan, 3g(x) = 3/ Vx ’in bir ters tiirevi 3G(x) = 3.2Vx = 6Vx dir.
Benzer sekilde, Ornek 3c’den /(x) = sin 2x ’in bir ters tiirevinin H(x) = (—1/2) cos 2x
oldugunu biliyoruz. Ters tiirevler igin Toplam Kuralindan, f(x)’in genel ters tiirev for-
miiliinti, C keyfi bir sabit olmak {izere

F(x) = 3G(x) + Hx) + C

= 6\/ - %cost + C

olarak elde ederiz. [
Ters tiirevler birkag 6nemli rol oynar. Bunlar1 bulmanin yontem ve teknikleri analizin
baglica boliimlerinden biridir (Bu, Béliim 8’in konusudur).

Baslangic Deger Problemleri ve Diferansiyel Denklemler

Bir f(x) fonksiyonu igin bir ters tiirev bulma problemi,

dy
e AC))

denklemini saglayan bir y(x) fonksiyonu bulmakla aynidir. Bilinmeyen bir y fonksiyonu-
nun tiirevini igeren bir denklem oldugundan, boyle bir denkleme diferansiyel denklem
denir. Bunu ¢6zmek igin, denklemi saglayan bir y(x) fonksiyonu bulmamiz gerekir. Bu
fonksiyon, f(x)’in ters tiirevi alinarak bulunur. Ters tiirev alma iglemi sirasinda ortaya ¢i-
kan keyfi sabiti, bir

¥(x) = ¥o

baslangic kosulu belirleyerek saptariz. Bu kosul, x = x,iken y(x)’in degeri y,’dir demektir.
Bir diferansiyel denklem ve bir baslangi¢ kosulu kombinasyonu baglangic deger prob-
lemi adini alir. Boyle denklemler biitiin bilim kollarinda dnemli roller oynarlar. Asagida
baslangi¢ deger problemi ¢oziimiine bir 6rnek verilmistir.

ORNEK5  Egim Fonksiyonundan ve Bir Noktasindan Bir Egriyi Bulmak
(1, 1) noktasindan gegmesi gereken ve (x, y) noktasindaki egimi 3x olan egrinin denkle-

mini bulun.

Cozim  Matematiksel lisanla, asagidakilerden olusan baslangi¢c deger problemini ¢6zme-
miz istenmektedir:

. . d
Diferansiyel denklem: d—i = 3y2 Egrinin egimi 3x2dir
Baslangi¢ kosulu: y(1) = -1

1. Diferansiyel denklemi ¢éziin: y fonksiyonu f(x) = 3x*’nin bir ters tiirevidir, su halde
y=x*+C

dir. Bu sonug bize, y’nin bir C degeri i¢in x> + C’ye esit oldugunu séyler. Bu degeri,
¥(1) =—1 baslangi¢ kosulundan buluruz.
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SEKIL 4.54 y = x>+ C egrileri koordinat
diizlemini st tiste gelmeden doldururlar.
Ornek 5°te, verilen (1, —1) noktasindan

gecen egriyi y = x> — 2 olarak tanimlariz.
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2. C'yi hesaplaymn.

y = x4+ C
-1 = (1)3 + C ¥(1) = —1 baslangic kosulu
C=-2.
Aradigimiz egri, y = x> — 2 dir (Sekil 4.54.) [

f(x) fonksiyonunun en genel ters tiirevi F(x) + C (Ornek 5te x> + C), dy/dx = f (x) di-
feransiyel denkleminin y = F(x) + C genel ¢6ziimiinii verir. Genel ¢6ziim, denklemin bii-
tiin ¢oztimlerini (sonsuz tane vardir, her C ici bir tane) verir. Diferansiyel denklemi genel
¢Oziimiinli bularak ¢ézeriz. Sonra, y(xy) = y, kosulunu saglayan bir 6zel ¢6ziim bularak
baslangi¢ deger problemini ¢ozeriz.

Ters Tiirev ve Hareket

Sunu 6grendik: bir cismin konumunun tiirevi, cismin hizini1 ve hizinin tiirevi de cismin
ivmesini verir. Bir cismin ivmesini bilirsek, bir ters tiirev bulmakla cismin hizini ve hizinin
ters tiirevinden de cismin konum fonksiyonunu ortaya ¢ikarabiliriz. Bu islem, Bolim 4.2
Sonug 2 de bir uygulama olarak kullanilmigtir. Simdi, ters tiirevler cinsinden bir termi-
nolojimiz ve kavramsal bir yapimiz bulunduguna gore, problemi, diferansiyel denklemler
acgisindan bir kere daha ele alalim.

ORNEK 6 Yiikselen Bir Balondan Bir Paket Birakmak
Bir balon, 80 ft yiikseklikten bir paket biraktiginda 12 ft/sn hizla yiikselmektedir. Paketin

yere ulagsmasi ne kadar siirer.

Coziim v (#) paketin ¢ anindaki hizin1 ve s(f) de yerden yiiksekligini gostersin. Diinyanin
yiizeyi civarinda yergekimi ivmesi 32 ft/sn*dir. Birakilan pakete baska kuvvetlerin etki
etmedigini kabul ederek

dv yercekimi ivmesi algalma yoniinde
dr = —32 etki ettiginden negatiftir.
buluruz. Bu bizi, paketin hareketi i¢gin matematik modelimiz olan, asagidaki baslangic

deger problemine gotiirtir:

Diferansiyel denklem: % = —-32

Baslangi¢ kosulu: v(0) = 12
Paketin hizini elde etmek icin, baglangic deger problemini ¢ozeriz.
1. Diferansiyel denklemi ¢oziin: —32’nin ters tiirevi ic¢in genel bir formiil
v=-32t+C

dir. Diferansiyel denklemin genel ¢oziimiinii buldugumuza gore, problemimizin
¢6ziimil olan 6zel bir ¢6ziim bulmak i¢in baslangi¢ kosulunu kullaniriz.
2. C’yi hesaplayin:
12 = =32(0) + C v(0) = 12 baglangig kosulu
C=12.
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Baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii
v=-32t+12

dir. Hiz, yiiksekligin tiirevi oldugundan ve paketin birakildig: # = 0 aninda paketin ytik-
sekligi 80 ft oldugundan, ikinci bir baslangi¢ deger problemi elde ederiz:

. . o ds _ Son denklemde
Diferansiyel denklem: o= —32¢t + 12 v = ds/dt yazm
Basglangi¢ kosulu: s(0) = 80

Yiksekligi, zamanin bir fonksiyonu olarak bulmak igin bu baslangi¢ deger problemini
¢ozeriz.

1. Diferansiyel denklemi ¢éoziin: —32t + 12°nin genel ters tiirevi asagidaki gibidir.
s=-167+12t+C
2. C'yi hesaplayn:
80 = —16(0)> + 12(0) + C 5(0) = 80 baslangi¢ kosulu
C =280
Paketin, ¢ aninda yerden yiiksekligi
s=-16£+ 12t + 80
dir.

Coziimii kullamin : Paketin ne kadar zamanda yere ulagacagini bulmak igin s yerine
sifir yazar ve #’yi ¢Ozeriz:

—16t2 4+ 12t + 80 = 0
—42 +3t+20=0

-3 £ V329
—8

t = Kuadratik formiil

t = —1.89, t =~ 2.64.

Paket, balondan birakildiktan yaklasik 2.64 sn sonra yere garpar (Negatif kokiin fiziksel
anlami yoktur). [

Belirsiz integraller

Bir f fonksiyonun biitiin ters tiirevlerini gostermek icin 6zel bir sembol kullanilir.

TANIM  Belirsiz integraller, integrant
/’nin biitiin ters tiirevlerinin kiimesine, f’nin x’e gore belirsiz integrali denir ve

/f(x) dx

ile gosterilir. f sembolii bir integral isaretidir. f fonksiyonu integralin inte-
grandi, x ise integrasyon degiskenidir.
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Bu notasyonu kullanarak, Ornek 1’in ¢dziimiinii asagidaki gibi tekrar ifade ederiz:
/ 2xdy =x*+ C
/cosxdx =sinx + C,

/ (2x + cosx)dx = x> + sinx + C

Bu notasyon, Boliim 5’te incelenecek olan, ters tiirevlerin baslica uygulamasiyla ilgilidir.
Ters tiirevler, sonsuz toplamlarin limitlerini hesaplamada anahtar rol oynar. Bolim 5’in,
Analizin Temel Teoremi, denen ana sonucunda tanimlanan beklenmedik ve harika bir sek-
ilde faydali bir rol.

ORNEK7  Terim - Terime Yapilan Belirsiz Integrasyon ve integrasyon Sabitini Yeniden Yazmak

Hesaplayiniz:

/(x2—2x+5)dx

Cozim x* — 2x + 5’in bir ters tiirevinin (x3/3) — x? + 5x oldugunu hatirlarsak, integrali

Ters tiirev

3
/(x2—2x+5)dx=x3—x2+5x+c

N
keyfi sabit

olarak hesaplayabiliriz. Ters tiirevi hatirlamazsak, Toplam, Fark ve Sabit Carpan kurallar
ile terim-terim ortaya ¢ikarabiliriz:

/(x2—2x+5)dx=/x2dx—/2xdx+/5dx
=/x2dx—2/xdx+5/1dx

3 2
<x3 +C1>—2();+C2)+5(x+C3)

x
3

+C —x? =20, + 5x + 5C;
Bu formiil olmast gerektiginden karmasiktir. C;, -2C, ve 5C3’i tek bir
C=C; —2C, + 5C; keyfi sabitinde birlestirirsek, formiil

3
%—x2+5x+C

basit haline sadelesir.
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Ters Tiirevleri Bulmak

ALISTIRMALAR 4.8

Bolim 4: Tiirev Uygulamalarn

ve hala biitiin ters tiirevleri verir. Bu nedenle, terim terim integre etmeyi segseniz bile
dogrudan son hale gitmenizi tavsiye ederiz.

/(x2—2x+5)dx

/x dx—/2xdx+/5dx

I?—x +5x+C

yazin. Her bir kisim i¢in bulabildiginiz en basit ters tiirevi bulun ve integrasyonun so-
nunda bir keyfi sabit ekleyin.

1-16 alistirmalarinda her bir fonksiyon i¢in bir ters tiirev bulun. Yapa-
bildiklerinizi akildan yapin. Yanitlariniz tiirev alarak kontrol edin.

1.
2.
3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a.

a.

a.

2x
6x

—3x~*

L2

3
.5 Vax
Vs
"3

2 -

"3

1 —ip
X

. —ar sinTx

. T COS TTX

2

. SeCT X

. CSC™ X

. CSCx cotx

. sec x tan x

b.
b.
b.

-3
X 2
7 + x
S

2

1

3

1

2Vx

1
3V

1 5
3 X

N
=

32

3sinx

w mX

—csc 5x cot Sx

4 sec 3x tan 3x

C.

C.

C.

C.

x2—=2x +1
x’ —6x + 8
x4+ 2x+3

x4+ x-1

3 -5

. sin7rx — 3sin 3x

X
. CosS—~ + mcosx

2

.1 — 8csc?2x

—r csc - cot ES
2 2
sec X —~tan L
2 2

Belirsiz integralleri Bulmak

17-54 alistirmalarindaki en genel ters tiirevleri veya belirsiz integral-
leri bulun. Yanitlarinizi tiirev alarak kontrol edin.

17. / (x + 1)dx 18. /(5 — 6x) dx
19. 302 + = | dt 20 2 + 4¢3 ) dr
2 : 2
21. /(2x3 — 5x + 7)dx 22. /(1 — x? = 3x%) dx
1,1 1_2
23. /(xz X 3)dx 24. /(5 2 + 2x) dx
25. /x*l/3 dx 26. /x75/4 dx
27. /(\/§+\3/£)dx 28./(\?;+2)dx
Vi

2 1 1
29. /(8)/ - 7) dy 30. /(f - 7) dy
plA 754

31. /2x(1 —x ) dx 32. /x*(x + 1) dx
3. /’\/+\/ 34./4+t3wdt

35. /( 2 cost) dt

37. /7 sing de

39, /(—3 csc? x) dx

36. /(—5 sin ¢) dt
38. /3 cos 56 db

2
40. /(— 3 x) dx

41. /Cscezﬂde 2. /%sec&tanf)dﬂ




43. /(4secxtanx — 2sec’x)dx 44. /%(csczx — cscxcotx) dx

45, / (sin 2x — csc?x) dx 46. / (2 cos 2x — 3'sin 3x) dx
47, /1 + cos4tdt 48. / 1 — C056tdt

2 2
49, / (1 + tan® ) do 50. / (2 + tan® 0) db

(Ipucu: 1 + tan® @ = sec?0)

51. /cotzxdx 52. /(1 — cot’x) dx

(Ipucu: 1 + cot?x = csc?x)
csc 6
S4. /cscB - sinede

Ters Tiirev Formiillerini Kontrol Etmek

55-60 alistirmalarindaki formiilleri tiirev alarak dogrulayin.

53. / cos 6 (tan @ + sec 6) do

_ 4
55. /(7x — 2P dx (7x 2) yC
-1
56. /(3x 45 2ax = —w v C

57. /secZ(Sx —1)dx = %tan(Sx -H+C

a(x—1 _ _ x—1
/csc( 3 )dx 3c0t( 3 )+C
1 _ 1
59./(x+1)2dx— x+1+C

1 X
60'/(x+1)2dx_x+l+c

61. Her formiiliin dogru mu yanlis mi1 oldugunu sdyleyin ve yanitinizi
kisaca agiklayin.

58.

=]

2
a. /xsinxdx = x?sinx +C

b. /xsinxdx = —xcosx + C

c. /xsinxdx = —xcosx + sinx + C

62. Her formiiliin dogru mu yanlig m1 oldugunu sdyleyin ve yanitinizt
kisaca agiklayin.

3
a. /tanGsecZGd(?:y-i-C
b. /tan()seczﬂd():%tanz(?-i-C
c. /tanﬂsec 6do = 2sec 0+ C
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63. Her formiiliin dogru mu yanlis mi1 oldugunu sdyleyin ve yanitinizi
kisaca agiklayin.

3
/(2x+1)2d ‘@JFC

b. /3(2x +1)Pdc=02x+ 1P+ C

c. /6(2x +1)P2dx=02x+ 1P+ C

64. Her formiiliin dogru mu yanlig m1 oldugunu sdyleyin ve yanitinizt
kisaca agiklayin.

a./\/2x+ldx= Vxl+x+C
b./\/2x+1dx= Vxl+x+C
c./\/2x+1dx

%(\/Zx +1)P +C
Baslangic Deger Problemleri
65. Asagidaki grafiklerden hangisi

Q =2x, x=1likeny=4
dx

baslangi¢ deger probleminin ¢dzlimiinii gosterir?

Y Y y
AF (14 a- Aa.a a- A9
3 3 3+
2f 21 2
1- 1+ /—

| | | | |

S0 1 So] 1 Ao 1 7

(2) (b) (©

Yanitinizi agiklayin.
66. Asagidaki grafiklerden hangisi

dy
dx
baslangi¢ deger probleminin ¢dzliimiinii gosterir?

y y y
LD
X X X
/o0 N\ 0

0

= —x, x=-likeny=1

(a) (b) ©

Yanitinizi agiklaym.
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67—-86 alistirmalarindaki baslangic deger problemlerini ¢6ziin.

dy
67. - =2x-7, »(2)=0
dy
68. ol 10 —x, y(0)=—1
0. YL a0 y2) =1
. dx xz 9 9
d
0. 2= 97 —dx+5, y(=1) =0
d
71. d% =3B, p(-1)=-5
dy 1
72. — = , y(4)=0
AV
73. % =1+ cost, s(0)=4
74. % =cost + sint, s(w) =1
75. % = —msin7h, r(0) =0
76. % =cosmh, r(0)=1
dv _ 1 .
77. o 2secttant, v(0) =1
dv _ 2 Ty _
78. g 8¢ + csct, v(z) = -7
d2
Y ,
9.5 =2-65 y0) =4 p(0) =1
dy _
80. E—o; y'(0) =2, y(0)=0
d _ 2 dr| _ _
BLOT =% g T =
s _ 3 ds| _ _
2.0 =% w|, "> W4
d’y ) ,
83. $=6; y"(0) = =8, »'(0)=0, y(0)=>5
0 1
84. T2 =0; 07(0)=-2, 6(0)=—>, 6(0)=V2
dr’ 2
85. y® = —sint + cosr;

y

y"(0) =17, y"(0) =y'(0) = =1, y(0)=0
86. y(4) = —cosx + 8sin2x;

»"(0) =0, y"(0) =y'(0) =1, y(0)=13

Egriler Bulmak

87. xy-diizleminde, (9, 4) noktasindan gegen ve her noktadaki egimi
3Vx olan y = f(x) egrisini bulun.

88. a. Asagidaki 6zelliklere sahip bir y = f(x) egrisi bulun.
dYy
l) E = 6x
ii) Grafigi (0, 1) noktasindan geger ve o noktada yatay bir
tegeti vardir.

b. Boyle kag tane egri vardir? Nereden biliyorsunuz?

Coziim (integral) Egrileri

89-92 aligtirmalarinda diferansiyel denklemlerin ¢6ziim egrileri veril-
mektedir. Her durumda, belirtilen noktadan gegen egrinin denklemini
bulun.

89.

dy 4 13
y @2
P

N/

N
Uygulamalar

93. Hizin bir ters tiirevinden yer degistirmeyi bulmak.

(=]

[\S)

a. s-ekseninde hareket eden bir cismin hizinin
ds

E=v=9.8t—3.

oldugunu varsayin.

i) 7=0 iken s =5 alarak, = 1'den ¢ = 3’¢ kadar olan zaman
araliginda cismin yer degistirmesini bulun.
ii) =0 iken s = -2 alarak, = 1’den ¢ = 3’e kadar cismin yer
degistirmesini bulun.
iii) 7= 0 iken s = 5 alarak, = 1’den ¢ = 3’e kadar cismin yer
degistirmesini bulun.
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b. Bir koordinat dogrusunda ilerleyen bir cismin konumu s’nin, 99. Sabit ivmeli hareket Bir koordinat dogrusu boyunca sabit bir
£'nin tiirevlenebilir bir fonksiyonu oldugunu varsayin. ds/dt a ivmesiyle haraket eden bir cismin s konumunun standart
hiz fonksiyonunun bir ters tiirevini biliyorsaniz, cismin denklemi
t = a’dan t = b’ye kadar yer degistirmesini, bu anlardaki kesin
konumlarini bilmiyorsamz bile, bulabileceginiz dogru mudur? s =242 4wt + 50 M
Yanitinizi agiklaym. 2

94. Diinyadan ayrilmak Bir roket Diinya yiizeyinden 20 m/sn>lik ile verilir. Burada v, ve s, cismin ¢ = 0 anindaki hiz ve konu-
sabit bir ivmeyle ayrilir. 1 dakika sonra roketin hizt nedir? mudur. Asagidaki baslangig deger problemini ¢dzerek, bu denk-

95. Bir arabay1r zamaninda durdurmak Karsmizda bir kaza goriip lemi thiretin.

frenlere bastiginizda, otoyolda 60 mil/sa (88 ft/sn) sabit hiziyla ) ) d2s
gidiyorsunuz. Arabanizi 242 ft sonra durdurmak igin ne kadarlik Diferansiyel denklem: o
bir sabit ivme gerekmektedir? Bunu bulmak icin, asagidaki

adimlar izleyin. Baslangic kosullari: # = 0 iken % =y, V€S =5

1. Asagidaki baslangic deger problemini ¢oziin:

a

) ) d2s ) ) 100. Bir gezegenin yiizeyi yakininda serbest diisme Yer cekimi
Diferansiyel denklem: an = —k  (kbir sabit) ivmesinin g uzunluk birimi/sn> oldugu bir gezegeninin
! ylizeyinin yakinindaki serbest diisme i¢in Alistirma 99°daki (1)

Baslangig kosullarr: 7 = 0 iken ds _ 88 ves=0 denklemi, s cismin yiizeyden yiiksekligi olmak iizere,
Zaman ve uzaklig1 frene § = 7%gt2 + ot + S0 (2)

basilmasindan itibaren dlgerek

halini alir. Denklemde eksi isareti vardir, ¢linkii yergekimi
ivmesi azalan s yoniinde asag1 dogru etki eder. 7= 0 aninda cisim
3. Adim 2°de buldugunuz ¢ degerinde s = 242 olmasini saglayan &k yiikseliyorsa, v pozitif, cisim diisliyorsa negatiftir.

degerini bulun. Alistirma 99’un sonucunu kullanmak yerine, (2) denklemini
uygun baslangic deger problemini ¢ozerek tiiretebilirsiniz. Bu
hangi baslangi¢ deger problemidir? Dogru oldugundan emin ol-
mak i¢in, adimlarinizi agiklayarak denklemi ¢oziin.

2. ds/dt= 0 yapan t degerini bulun (Yanit k’y1 igerecektir).

96. Bir motosikleti durdurmak Illinois Eyaleti Bisiklet Siirticii
Giivenligi Programu siiriiciilerin fren yaptiklarinda 45 ft mesafede
hizlarin1 30 mil/saatten (44 ft/sn) 0 mil/saate diigiirmelerini
gerektirmektedir. Hangi sabit ivme bunu saglar?

97. Bir koordinat dogrusunda hareket Bir pargacik bir koordinat

dogrusunda a = d’s/dt* = 15Ve — (3/\/t> ivmesiyle, ¢ = 1 Teori ve Ornekler

iken ds/dt = 4 ve s = 0 kosullarin1 saglayacak sekilde hareket etmek- 101.
tedir. p J
a. v =ds/dt hizim ¢ cinsinden bulun. fx) = ax (1 - \/;C) ve g(x) = ax (x +2) oldugunu

b. s konumunu ¢ cinsinden bulun. . .
varsayin. Asagidakileri bulun

98. Cekic ve tily. Apollo 15’in astronotu David Scott vakumda bii-
tiin cisimlerin ayni (sabit) ivmeyle diistiiklerini gostermek igin ay- a. / f(x) dx b. / g(x) dx
da yerden 4 ft yiikseklikten bir ¢ekic ve bir tity birakmistir. Olaym
televizyon ¢ekimi, ¢ekig ve tiiyilin diinya iizerinde, vakumda, 4 ft’i
sadece yarim saniyede diiseceklerken, daha yavas diistiiklerini ¢ _/ [=f(x)] dx d. / [g()] dx
gostermektedir. Cekig ve tliylin ayda 4 ft diigmeleri ne kadar siir-

mistiir? Bunu bulmak igin, s’yi #'nin bir fonksiyonu olarak alip, e. /[f(x) + g(x)] dx f. /[f(x) — g(x)] dx
asagidaki baslangi¢ deger problemini ¢6ziin. Sonra s’yi 0 yapan ¢
degerini bulun. 102. Coziimlerin tekligi Tiirevlenebilir y = F(x) ve y = G(x)
e fonksiyonlarimin ikisi de bir / araliginda

Diferansiyel denklem: d—j = —5.2 ft/sn? d

t ) 'y

e f), y(x0) = yo

Baslangic kosullar1: # = 0 iken % =0ves=4

baslangi¢ deger problemini sagliyorlarsa, / ‘daki her x degerinde
F(x) = G(x) olmali midir? Yanitimiz1 agiklayn.
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BILGISAYAR ARASTIRMALARI

103-106 alistirmalarindaki baslangig deger problemlerini ¢6zmek igin
bir BCS kullanin. C6zliim egrilerini gizin.

103. y' = cos’x + sinx, y(w) =1

105. y' =

, y(0) =2

1
V4 — x?

106. y" =2+ Vi, y(1) =0, y(1) =0

104. y' = % +x, (1) =—1
Boliim Tekrar Sorular
1. Kapali bir aralikta siirekli olan bir fonksiyonun degerleri 13. Bir polinomun grafigini ¢izmek icin kullanacaginiz adimlari

10.

11.

12.

hakkinda ne sdylenebilir?

. Bir fonksiyonun tanim kiimesinde bir yerel ekstremum degeri ve

bir mutlak ekstremum degeri olmasi ne demektir? Yerel ve mutlak
ekstremum degerler arasindaki iliski nedir? Ornek verin.

. Siirekli bir fonksiyonun kapali bir araliktaki mutlak ekstremum-

larini nasil bulursunuz? Ornek verin.

. Rolle Teoreminin hipotezleri ve sonuglari nedir? Bu hipotezler

gercekten gerekli midir? Ornek verin.

. Ortalama Deger Teoreminin hipotezleri ve sonuglart nedir? Teo-

remin fiziksel yorumu ne olabilir?

. Ortalama Deger Teoreminin {i¢ sonucunu sdyleyin.

f"’nili ve f’nin bir x = x( noktasindaki degerini bilerek bazen bir
fonksiyonu nasil tanimlarsiniz? Ornek verin.

. Yerel ekstremum degerler i¢in Birinci Tiirev Testi nedir? Nasil

uygulandigina iliskin 6rnekler verin.

. Iki kere tiirevlenebilir bir fonksiyonun grafiginin nerede yukariya

konkav, nerede asagiya konkav oldugunu belirlemek igin nasil
test edersiniz? Ornekler verin.

Bir biikiim noktasi nedir? Bir 6rnek verin. Biikiim noktalarmin
bazen ne gibi fiziksel 6nem vardir?

Yerel Ekstrem Degerler igin Ikinci Tiirev Testi nedir? Nasil uygu-
landigna iliskin 6rnek verin.

Bir fonksiyonun tiirevleri size grafiginin sekli hakkinda ne
sOyler?

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

siralaym. Bir 6rnekle gosterin.

Bir sivri ug nedir? Ornekler verin.

Bir rasyonel fonksiyonun grafigini ¢izmek icin kullanacaginiz
adimlari siralayimn. Bir 6rnekle gosterin.

Maks-min problemlerini ¢ézmek igin genel bir strateji tanimlayn.
Ornekler verin.

L’ Hopital Kuralint agiklaym. Kurali ne zaman kullanip ne zaman
duracaginizi nereden biliyorsunuz? Bir 6rnek verin.

00 /00, 00 - () ve %0 — o belirsiz sekillerine yol agan limitleri bazen
nasil ele alabilirsiniz? Ornekler verin.

Denklem ¢6ziimii igin Newton yontemini tanimlayin. Bir drnek
verin. Yontemin ardindaki teori nedir? Yontemi kullanirken
dikkat etmeniz gereken seyler nedir?

Bir fonksiyonun birden fazla ters tiirevi olabilir mi? Varsa, ters
tiirevler nasil iliskilidir? Aciklayin.

Bir belirsiz integral nedir? Nasil hesaplarsiniz? Belirsiz integral-
leri bulmak i¢in ne gibi genel formiiller biliyorsunuz.

dy/dx = f(x) seklindeki bir diferansiyel denklemi bazen nasil ¢6-
zebilirsiniz?

Bir baslangig deger problemi nedir? Nasil ¢ozersiniz? Bir 6rnek
verin.

Bir koordinat dogrusu boyunca hareket eden bir cismin ivmesini,
zamanin bir fonksiyonu olarak biliyorsaniz, cismin konum fonk-
siyonunu bulmak i¢in daha ne bilmeniz gerekir? Bir 6rnek verin.

Boliim

Problemler

Ekstremum Degerlerin Varligi

1.

2.

f(x) = x> + 2x + tanx fonksiyonunun yerel maksimum veya
minimum degerleri var midir? Yanitinizi agiklayin.

g(x) = cscx + 2 cotx fonksiyonunun yerel maksimum degerleri
var midir? Yanitiniz1 agiklayin.

. f(x) = (7 + x)(11 — 3x)' fonksiyonunun mutlak bir mini-

mum veya maksimumu var midir? Varsa, bunlari bulun ya da ne-
den bulunmadiklarini agiklaym. f’nin biitiin kritik noktalarini lis-
teleyin.
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ekstremum degerinin bulunmasini saglayacak a ve b degerlerini
bulun. Bu ekstremum deger bir minimum mu yoksa bir maksi-
mum mudur? Yanitinizi agiklayin.

fonksiyonunun x = 3’te degeri 1 olan bir yerel

. Her x degerinde tammli f(x) = |x| en bilyilk tamsay1 fonksiyo-
nunun [0, 1) araligimin her noktasinda 0 degerinde bir yerel maksi-
mum degeri vardir. Bu yerel maksimumlardan bazilar1 ayn1 zaman-
da f’nin yerel minimumlari da olabilir mi? Yanitiniz1 agiklayn.

a. Bir f fonksiyonunun bir x = ¢ noktasinda bir yerel minimum
veya maksimumu bulunmamasina ragmen birinci tiirevinin
sifir olmasina bir 6rnek verin.

b. Bu, Bolim 3.1'deki Teorem 2 ile nasil uyusur? Yanitinizi
aciklaym.

. y=1/x fonksiyonu 0 < x < 1 araliginda siirekli olmasina ragmen,
bu aralikta bir maksimum veya minimum deger almaz. Bu siirekli
fonksiyonlar i¢in Ekstremum Deger Teoremiyle ¢elisir mi? Neden?

.y = |x| fonksiyonunun —1 = x < I araligindaki maksimum ve

minimum degerleri nedir? Araligin kapali olmadigina dikkat edin.

Bu siirekli fonksiyonlar i¢in Ekstremum Deger Teoremiyle uyum-

Iu mudur? Neden?

Bir fonksiyonun global davranisini gosterecek kadar biiylik bir

grafik o6nemli yerel davranislari gostermeyebilir.

f(x) =(x%/8) — (x%/2) — x° + 5x* fonksiyonunun grafigi buna

bir drnektir.

a. 2.5 = x = 2.5 araliginda f’nin grafigini ¢izin. Grafigin
nerelerde yerel ekstrem degerleri veya biikiim noktalar1 var
gibi goriinmektedir?

b. f'(x)’i ¢arpanlarina ayirin ve f’nin x = V/5 ~ 170998 de
yerel bir maksimumu ve x = +V3~ +1.73205't yerel
minimumlari oldugunu gosterin.

c. Grafigi biiyiitin ve x = V5 ve x = V3 ‘te ekstremum
degerlerin varligin1 gdsteren bir ¢ergeve bulun.

Buradaki ana fikir analiz olmadan ii¢ ekstrem degerden iki-
sinin varligimin biiyiik ihtimalle fark edilmeyecegidir. Fonksiyo-
nun herhangi bir normal grafiginde, degerler ekrandaki tek bir
noktaya karsilik gelecek kadar yakin olabilirler.

(Kaynak: Uses of Technology in the Mathematics Curricu-
lum, Benny Evans ve Jerry Johnson, Oklahoma State University,
National Science Foundation grant USE — 8950044 altinda
1990°da basilmistir.)

. (Alistirma 9 'un devamr)

a. f(x) = (x¥/8) — (2/5)x° — 5x — (5/x?) + 11 fonksiyonu-
nun grafigini —2 = x = 2 aralifinda ¢izin. Grafigin nerelerde
yerel ekstremum degerleri veya biikiim noktalar1 var gibi go-
riinmektedir?

b. f’i carpanlarina ayirin ve f’nin x = /5 ~ 1.2585de bir
yerel maksimumu ve x = V2 ~ 12599 da bir yerel
minimumu oldugunu gésterin.

c. Grafigi biyiiterek x = V/5 ve x = V2 de ekstremum
degerlerin varligin1 gdsteren bir ¢erceve bulun.
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Bdlim4 Problemler

Ortalama Deger Teoremi

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a. g(1) = sin’¢ — 3t fonksiyonunun, tanim kiimesi igindeki her
aralikta azaldigini gosterin.

b. sin’¢ — 3t = 5 denkleminin kag ¢bziimii vardir? Yanitinizi
aciklaym.

a. y = tan 6 fonksiyonunun tanim kiimesi igindeki her aralikta
arttigini gosterin.

b. (a) sikkindaki yanit gergekten dogruysa, tan 7 = 0 degerinin
tan (7/4) = 1 degerinden ufak olmasini nasil agiklarsmiz?

a. x* 4+ 2x? — 2 = 0 denkleminin [0, 1] araliginda kesin olarak
tek bir ¢oziimiiniin oldugunu gosterin.

b. Coziimi hesaplayabildiginiz ondalik basamaga kadar bulun.

a. f(x) = x/(x + 1) fonksiyonunun, tanim kiimesi igindeki her
aralikta arttigini gosterin.

b. f(x) = x* + 2x fonksiyonunun bir minimum veya bir maksi-
mum degerinin bulunmadigini gosterin.

Bir depodaki su  Saganak yagis yiiziinden, bir depodaki su

hacmi 24 saatte 1400 ar-ft artmistir. Bu zaman araliginin bir anin-

da depo hacminin 225.000 galon/dak’dan fazla artiyor oldugunu

gosterin. (Bir ar-ft 43.560 ft>, yani bir ft derinliginde bir ar alani

dolduracak hacimdir. Bir ft* 7.48 galondur.)

F(x) =3x + C formiilii her C degeri igin farkli bir fonksiyon verir.

Ancak, biitiin bu fonksiyonlarin x’e gére tiirevleri aynidir. Tlirev-

leri 3 olan tiirevlenebilir fonksiyonlar yalnizca bunlar midir?

Baskalar1 bulunabilir mi? Yanitinizi agiklayin.

X 1
x + 1 x + 1
oldugu halde

d(_x \_d(__1
de \x + 1 dx x + 1

oldugunu gosterin. Bu Ortalama Deger Teoreminin ikinci sonu-
cuyla ¢elismez mi? Yanitiniz1 agiklayin.

fx) = x?/(x* + 1) ve g(x) = —1/(x* + 1) fonksiyonlarimn birinci
tiirevlerini hesaplayin. Bu fonksiyonlarin grafikleri hakkinda ne
gibi sonugclar ¢ikartabilirsiniz?

Grafiklerden Sonuc Cikartmak

19-20 alistirmalarinda sorular1 cevaplamak icin grafikleri kullanin

19.

f’nin biitiin ekstremum degerlerini ve nerelerde bulunduklarini
belirleyin.
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20. y = f(x) fonksiyonunun
a. artan
b. azalan
oldugu araliklar belirleyin.

c¢. fonksiyonun yerel ekstremum degerlerinin nerelerde bulundu-
gunu ve her birinin bir yerel maksimum mu yoksa minimum
mu oldugunu gostermek igin f'’niin verilen grafigini kullanin.

y
2.3)

y=f®
3.1

21 ve 22 problemlerindeki her grafik bir koordinat dogrusunda ilerle-
yen bir cismin s = f(¢) konum fonksiyonunu vermektedir (# zamani be-
lirmektedir). Yaklasik olarak hangi zamanlarda (varsa) her cismin (a)
hiz1 sifira esittir? (b) ivmesi sifira esittir? Yaklasik olarak hangi zaman
araliklarinda cisim (c) ileri (d) geri dogru ilerler?

21. s

N

L1y
12 14

0‘ 3\6/9

Grafikler ve Grafik Cizme

23-32 problemlerindeki egrileri ¢izin.

23. y = x? — (x3/6) 24, y=x> —3x2+3

25. y= x>+ 6x>—9x + 3

26. y = (1/8)(x* + 3x* — 9x — 27)

27. y = x3(8 — x) 28. y = x*(2x> — 9)

29, y = x — 3x?? 30. y = x"P(x — 4)

3. y=xV3 —x 32. y =xV4 —x?

33-38 problemlerinin her biri bir y = f(x) fonksiyonunun birinci
tiirevini vermektedir. (a) f’nin grafiginin hangi noktalarda, varsa, bir

minimumu, maksimumu veya biikiim noktast bulunmaktadir?
(b) Grafigin genel seklini gizin.

33,y =16 — x*
35. y' = 6x(x + 1)(x — 2)

4.y =x*-x-6
36. y' = x}(6 — 4x)

37,y =x* — 2 38. ) = 4x? — x*

39-42 problemlerinde, her fonksiyonun grafigini ¢izin. Fonksiyonun
birinci tiirevini kullanarak goérdiiklerinizi agiklayin.

39. y=x¥ + (x — 1) 40. y=xP+ x - 1%

41. y = B x = D 4. y = ¥ — (x = 1DV

43-50 problemlerindeki fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin.

_x+1 2
43.y—x_3 44'y_x+5
2 2 _
45,y =1 g6, y =31
3 4
x>+ 2 xT =1
47. y = o 48. y = 2
2 2
x-—4 X
49, y = —F—— 50. y =
7 x2 =3 Y x> —4

L’Hopital Kuralimi Uygulamak

51-62 aligtirmalarindaki limitleri I’Hopital kuraliyla bulun.

2 _ a __
51, lim * 3 — 4 52. lim &1
x—1 x — 1 x—1 Xh -1
53. lim 0 54, lim X
x— x—0 X + smnx
. 2 .
55. lim —=° 56. lim
x—0 tan(x*) x—0 sinnx
57. lim sec 7xcos3x 58. lim \/; sec x
x—=>m/2” x—0"

. 1 1
o (i 3)

61. lim (\/x2 x4 1 — Va2 —x)

x—>00

3 3
62. lim (x— - = )
x—ooo\x? — 1 x2+1
Optimizasyon
63. Negatif olmayan iki saymin toplam1 36°dir.

59. lim (cscx — cotx)
x—0

a. karekoklerinin farklari en biiyiikse ve
b. karekoklerinin toplami en biiyiikse
bu sayilart bulun.

64. Negatif olamayan iki sayinin toplami 20°dir. Asagidaki durumlar-
da sayilar1 bulun.

a. Bir say1 ile digerinin karekdkiiniin carpimi olabildigince bii-
yiikse.

b. Bir say1 ile digerinin karekdkiiniin toplami olabildigince bii-
yiikse.

65. Bir ikizkenar tiggenin bir kosesi orijindedir ve tabani, koseleri
y =27 — x? egrisinin iizerinde, eksenin iist tarafinda olmak tizere
x-eksenine paraleldir. Uggenin alabilecegi en biiyiik alan1 bulun.



66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Bir misteriniz sizden tstii agik dikdortgen seklinde paslanmaz
celik bir fig1 tasarlamanizi istedi. Ceyrek inglik tabakadan kesile-
cek, tabani kare ve hacmi 32 ft* olacak ve gerektiginden daha agir
olmayacaktir. Hangi boyutlar1 tavsiye edersiniz?

Yarigap1 '3 olan bir kiirenin i¢ine sigdirilabilecek en biiyiik dik
silindirin yarigapini ve yiiksekligini bulun.

Asagidaki sekilde biri digerinin igine ters olarak yerlestirilmis iki
koni gosterilmektedir. Iki taban paraleldir ve kiigiik koninin te-
pesi bilyiik koninin tabaninin merkezindedir. Hangi » ve /& deger-
leri kii¢iik koniye olas1 en biiyiik hacmi verecektir?

Lastik iiretimi Firmaniz giinde x yiiz tane 4 kalitesinde ve y
yiiz tane B kalitesinde lastik tiretebilmektedir. Burada 0 = x = 4
ve

:40—10x
5—x °

olarak verilmektedir. 4 kalitesindeki lastiklerdeki karmiz B kali-
tesindeki lastiklerin karmnin iki katidir. Her iki cins igin {iretilmesi
gereken en karli say1 nedir?

Parcacik hareketi s-ekseni tizerindeki iki pargacigin konumlari
51 =Cc0St ve s, =cos (t+ m/4)tir.

a. Parcaciklar arasindaki uzaklik en fazla ne olur?

b. Pargaciklar ne zaman garpisir?

Ustii agak kutu  Kenarlari 10 ve 16 ing olan bir kartonun kosele-
rinden esit kenar uzunluklu kareler kesip, kenarlar1 yukariya kat-
layarak tistii agik bir dikdortgen kutu yapmayi planliyorsunuz. Bu
sekilde yapabileceginiz en biiyiik hacimli kutunun boyutlar1 ne-
dir?

Merdiven problemi Asagida gosterilen koridorun kdsesinden
yatay olarak dondiirebileceginiz en uzun merdivenin ortalama bo-
yu (ft) nedir? Yanitinizi virglilden sonra bir basamaga yuvarlayin.

y

(8,6)
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Newton Yontemi

73. f(x) = 3x — x> olsun. f(x) = —4 denkleminin [2, 3] arahginda bir
¢Ozlimiiniin bulundugunu gosterin ve bunu bulmak i¢in Newton
yontemini kullanin.

74. f(x) =x* - x*olsun. f(x) =75 denkleminin [3, 4] araliginda bir
¢Oziimiiniin bulundugunu gosterin ve bunu bulmak i¢in Newton
yontemini kullanin.

Belirsiz integralleri Hesaplama

75-90 Alistirmalarindaki belirsiz integralleri (en genel ters tiirevleri)
hesaplayin. Tiirev alarak cevaplarinizi kontrol edin.

75. /(x3 + 5x — 7)dx

76. /(8t3 - %2 + t) dt
77. /(3\/2 + ;‘—2) dt
w (- 2)a

79. L
(r + 5)?

6dr
80. /7
(r — \6)3
81. /30V92 +1do

0
82. /*d@
V7+ 6
83. /x3(1 + x*) V4 dx 84. /(2 — x)*dx
85. /seczlsfods 86. /csc2 s ds

87. / csc \/56 cot \/50 do 88. / sec Qtangde

3 3
89. / sin? % dx

90. / cos? T dx (Yol gosterme: cos* 0 =

: 1 + cos 29)

2

Baslangic Deger Problemleri
91-94 problemlerindeki baslangi¢ deger problemlerini ¢oziin.

@_xz—kl

91. & 2 y(1) = —1

dy 1)
92.a=(x+}), y(1) =1

d*r 3

93. L - 15Vi+ =, #(1)=8, r(1)=0
% 7 (1) (1)
d’r

94, ﬁ = —cost; 7"(0) =+#(0) =0, r(0)=-1
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10.

Ek ve ileri Austirmalar

. Bir araliktaki minimum ve maksimum degerleri ayni olan bir

fonksiyon igin ne sdyleyebilirsiniz? Yanitinizi agiklayin.

. Siireksiz bir fonksiyonun kapali bir aralikta ne bir mutlak mini-

mumu ne de bir mutlak maksimumu bulunamayacagi dogru mu-
dur? Yanitiniz1 agiklayin.

. Siirekli bir fonksiyonun bir agik araliktaki ve bir yar1 agik aralik-

taki ekstremum degerleri hakkinda bir sonug ¢ikarabilir misiniz?
Yanitinizi agiklaym.

. Yerel ekstremumlar f’nin yerel maksimum ve minimum deger-

lerinin bulundugu noktalar1 tanimlamak igin

Vo b 1~ 2P0 — 3 - 4

tiirevinin igaret tablosunu kullanin.

. Yerel ekstremumlar

a. y= f(x) fonksiyonunun birinci tiirevinin
Y o=6(x 4+ 1)(x — 2)?

oldugunu varsayin. Varsa, hangi noktalarda f’nin grafiginin
bir maksimumu, minimumu veya biikiim noktasi bulunur?

b. y = f(x) fonksiyonunun birinci tiirevinin
y =6x(x + 1)(x — 2)

oldugunu varsaym. Varsa, hangi noktalarda f’nin grafiginin
bir maksimumu, minimumu veya biikiim noktast bulunur?

. Her x i¢in f'(x) = 2 ise, f'nin degerleri [0, 6] araliinda en fazla

ne kadar artabilir? Yanitiniz1 agiklayin.

. Bir fonksiyonu smmirlamak f’nin [q, b] araliginda siirekli ve

c¢’nin araligin bir i¢ noktast oldugunu varsaym. [a, c¢)de
f'(x) =0 ve(c,blde f'(x) = 0 ise, f(x)’in [a, b]'de f(c)den
daha kiigiik olamayacagini gosterin.

. Bir esitsizlik

a. Herxigin —1/2 =< x/(1 + x*) = 1/2 oldugunu gésterin.

b. f’nin, tirevi f'(x) = x/ (1 + x?) olan bir fonksiyon oldugunu
varsayn. (a)’daki sonucu kullanarak her a ve b igin

16) = f@| =3~ d

oldugunu gosterin.

. f(x) = x* fonksiyonunun tiirevi x = 0°da sifirdir, fakat f sabit bir

fonksiyon degildir. Bu, tiirevleri sifir olan fonksiyonlarn sabit
olduklarmi sdyleyen Ortalama Deger Teoremi sonucuyla
¢elismez mi? Yanitinizi agiklayim.

Ekstremumlar ve biikiim noktalar1 / = fg x’in tiirevlenebilir
iki fonksiyonunun ¢arpimi olsun.

11.

12.

13.

14.

15.

a. Yerel maksimumlar1 x = a'da olmak tizere, f ve g pozitifse ve
f' ve g' ada isaret degistiriyorsa, A’nin a’da yerel bir
maksimumu bulunur mu?

b. f ve g grafiklerinin x = a’'da biikkiim noktalar1 varsa, 4#’nin
grafiginin a’da bir biikiim noktast var midir?

Her iki durumda da, yanit evetse, ispatlayin. Yanit hayirsa, bir
ornek verin.

Bir fonksiyon bulmak f(x) = (x + a)/(bx* + cx + 2) fonksiyo-
nundaki @, b ve ¢ degerlerini bulmak i¢in asagidaki bilgileri kul-
lanin.

i) a, b ve ¢’nin degerleri ya 0 ya da 1°dir.
ii) f’nin grafigi (-1, 0) noktasindan geger.
iii) y =1 dogrusu f’nin grafiginin bir asimptotudur.
Yatay teget £ sabitinin hangi deger veya degerlerinde
y =x° + kx? + 3x — 4 egrisinin tek bir yatay tegeti bulunur?

En biiyiik iicgen yerlestirmek A ve B noktalar1 birim ¢emberin
bir ¢apinin uglarinda ve C noktasi da gemberin tizerinde bulunur.
ABC iiggeninin alaninin, iiggen ikizkenarsa en biiylik olacagl
dogru mudur? Nereden biliyorsunuz?

ikinci tiirev testini ispat etmek Yerel maksimum ve minimum-
lar igin Ikinci Tiirev Testi (Boliim 4.4) sunlar sdyler:

a. f'(c)=0ve f"(c) < 0Oise, f’nin x = ¢'de bir yerel maksimum
degeri vardir.

b. f'(c)=0ve f'(c) > 0 ise, f’nin x = ¢’de bir yerel minimum
degeri vardir.

ifadesini ispat etmek igin, € = (1/2)|f"(¢)| alin. Daha sonra

. filc+h)
lim
h—0 h

f'le+h) = f'(e)
p -

n — 1'
f'(e) = lim
oldugunu kullanarak, herhangi bir 6 > 0 igin,

f'lc +h) _

0< |h <6 = 7

f'(c) +e<o0
oldugu sonucunu gikarin. Yani, -8 < i < 0 igin f'(c + h) pozitif
ve 0 < i < §igin f'(c + h) negatiftir. (b) ifadesini de benzer sek-
ilde ispatlayn.

Bir su deposundaki delik Asagida gosterilen tanka akan suyun
tanktan olas1 en uzak yere diismesini saglayacak bir yiikseklikte
bir delik delmek istiyorsunuz. Deligi basincin diisiik oldugu st
tarafa dogru delerseniz, su yavas gikacak, ancak buna nazaran da-
ha fazla havada kalacaktir. Deligi alt tarafa yakin bir yerden deler-
seniz, su daha yiiksek bir hizla figkiracak,  fakat yere diismesi
daha kisa siirecektir. Varsa, delik igin en iyi yer neresidir? (Ipucu:
Cikan bir su parcaciginin y yiiksekliginden yere diismesi ne kadar
stirecektir?)



16.

17.

Tank dolu tutuluyor
Ust agik

|

Mesafe

Bir saha golii atmak Bir Amerikan futbolu oyuncusu top sag
saha ¢izgisi lizerindeyken bir saha golii atmak istiyor. Kale direk-
lerinin b ft aralikli ve saha ¢izgisinin sag kale diregindena > 0 ft
uzakta oldugunu varsayin (Asagidaki sekle bakin.) Kale diregi
¢izgisinden vurucuya en bilyiik 8 agisin1 saglayacak /4 uzakligin
bulun. Futbol sahasinin diiz oldugunu varsayin.

Kale direkleri

b a Kale diregi ¢izgisi

Sag saha ¢izgisi
h

Futbol topu

Degisken yanith bir maks-min problemi Bazen bir maks-min
probleminin ¢6ziimii, s6z konusu sekillerin orantilarina baglidir.
Buna ornek olarak, » yarigapl ve /4 yiikseklikli bir dik silindirin
asagida gosterildigi gibi R yarigapli ve H yiikseklikli bir dik
koninin i¢ine yerlestirildigini varsaymn. Silindirin toplam yiizey
alanini (alt ve {ist taban dahil olmak iizere) maksimize eden
r yarigapint (R ve H cinsinden) bulun. Goéreceginiz gibi, ¢dziim
H = 2R veya H > 2R olmasina baglidir.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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Bir parametreyi minimize etmek mx — 1 + (1/x) ’i biitiin
pozitif x degerlerinde sifira esit veya sifirdan biiyiik yapacak en
kii¢lik pozitif m sabitini bulun.

Asagidaki limitleri hesaplaymiz.

. 2sin5x . .
a. lim b. lim sin 5x cot 3x
x—0 3x x—0
c. lim xcsc? V2x d. lim (secx — tanx)
x—0 x—m/2
. x —sinx sin x?
e. lim ——— f. lim ——
x—0 X — tanx x—0 X Ssinx
3
. secx — 1 .oox” — 8
g lim ——— h. lim =
x—0 X x—2 x* — 4

Asagidaki limitlerde 1’Hopital kurali yararsizdir. Limitleri baska
yollardan bulun.

a. lim YX 13 b. lim — 2
=2 \/x + 5 ¥ ¢+ 7Vx

Hafta basma x birim iretmenin, bir firmaya maliyetinin
y = a + bx dolar oldugunu varsayin. Hafta basina x birimi,
P = ¢ — ex dolar birim fiyatindan satabilmektedir. a, b, ¢ ve e den
her biri pozitif bir sabiti géstermektedir. (a) Hangi liretim seviyesi
kar1 maksimize eder? (b) Kars1 gelen fiyat nedir? (¢) Bu iiretim
seviyesindeki haftalik kar nedir? (d) Hiikiimet satilan her bir adet
igin ¢ dolar vergi koyarsa kar1 maksimize etmek i¢in her birimin
satis fiyat1 ne olmalidir? Bu satis fiyat: ile vergiden onceki satis
fiyati arasindaki farki yorumlayin.

Bolme yapmadan c¢arpmaya gore tersleri bulmak Bir «
sayisinin garpmaya gore tersinin degerini, f(x) = (1/x) — a
fonksiyonuna Newton yontemini uygularsaniz, bdlmeye gerek
kalmadan bulabilirsiniz. Ornegin, a = 3 ise, gereken fonksiyon
f(x) = (1/x) - 3’tiir.

a. y = (1/x) — 3’iin grafigini ¢izin. Grafik x eksenini nerede

keser?
b. Bu durumdaki rekiirasyon bagmtisinin

Xn+1 = xn(2 - 3xn) 5
oldugunu gosterin. Bu durumda bdlmeye gerek yoktur.

x=Va ’y1 bulmak i¢in  f(x) = x — a’ya Newton yontemini
uygulariz. Burada, a’nin bir pozitif reel say1 oldugunu ve ¢’nun
bir pozitif tamsay1 oldugunu varsayiyoruz. x;’in x, ve a/ngl’in
“agirlikli ortalamasi” oldugunu gdsterin ve
a mo > 0,m; > 0,
xp = moxo + mi| — =7 ) _
Xg my + m =1

olacak sekilde m,, m; katsayilarint bulun. x, ve a,/')cgfl esit ise
hangi sonuca ulasirsiniz? Bu durumda x; degeri ne olmalidir?

y =ax + b (a ve b keyfi sabitler) dogru ailesi y”= 0 ile karakterize
edilebilir. /2 ve r keyfi sabitler olmak tizere biitiin

(@ —h?+@-h3?=r
¢emberleri tarafindan saglanan benzer bir baginti bulun (Ipucu:

verilen denklem ve tiirev alarak elde edeceginiz baska iki denk-
lemden / ve r yi eleyin).
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

Bir otomobilin frenlerinin sabit bir & ft/sn’’lik ivme iirettigini
varsaym. (a) Frene basildiginda, otoyolda 60 mil/sa (88 ft/sn)
sabit hizla giden bir otomobili 100 ft sonra durdurmak i¢in &’ nin
ne olmasi gerektigini belirleyiniz? (b) Ayni k ile, 30 mil/sa hizla
giden bir otomobil durmadan 6nce ne kadar yol alir?

f(x) ve g(x), f'(x) = g(x) ve f"(x) =—f(x) bagintilarin1 saglayan
iki siirekli ve tiirevlenebilir fonksiyon ve A(x) = f %(x) + g*(x) ol-
sun. 4(0) =5 ise 4(10)’u bulunuz.

d?y/dx*nin her yerde sifir oldugu ve x = 0, y = 0 iken dy/dx = 1
olan bir egri var midir? Cevabiniza bir neden sdyleyin.
xy-diizleminde (1, —1) noktasindan gegen ve x’teki egimi daima
3x? + 2 olan egrinin denklemini bulunuz.

Bir pargacik x-ekseninde hareket etmektedir. ivmesi a = —# dir.
t = 0 da pargacik orijindedir. Hareketi sirasinda 4 > 0 olmak
iizere x = b noktasina ulasmakta fakat b’den 6teye gitmemektedir.
t=0 anindaki hizini belirleyin.

Bir pargacik a = Vi- (1 / \/t) ivmesi ile hareket etmektedir.
t = 0 iken hizinin v = 4/3 ve konumunun s = —4/15 oldugunu
varsayarak asagidakileri bulunuz.

a. v hizin ’ye bagli olarak.

b. s konumunu #’ye bagl olarak.

31. a > 0 ile f(x) = ax® + 2bx + ¢ veriliyor. Minimumu g6z oniine

alarak, ancak ve yalniz b*> — ac = 0 ise her x igin f(x) = 0
oldugunu gosterin.

32. Schwarz esitsizligi

a. Aligtirma 31 de
f(x) = (a1x + b)) + (azx + by)* + -+ (ax + by,)?
olsun.
(ayby + azby + -+ + a,b,)?
=(a? +al +--+ al)b? + b+ -+ b))
Schwartz esitsizligini ispatlayim.

b. Schwartz esitsizligindeki esitligin ancak ve ancak 1'den n’ye
kadar her i igin ax’i —b;’ye esit yapacak bir x degeri varsa
saglanacagini gosterin.

Boliim

Teknoloji Uygulama Projeleri

Mathematica/Maple Module

Bir Dogru Boyunca Hareket : Konum — Hiz — Ivme
Konum, hiz ve ivme arasindaki tiirev iliskilerinin canlandirilmig goriintiileri ile bir grafigin seklini gozleyeceksiniz. Konu igindeki sekiller
canladirilabilir.

Mathematica/Maple Module

Newton Yontemi :  yi Tahmin Edin. Ka¢ Ondalik Basamaga Kadar ?

Bir fonksiyon ¢izin, bir kok gozleyin, kok yakininda bir baglangi¢ noktasi alin ve koke istenilen dogruluk derecesine kadar yaklasmak icin

Newton Tekrarlama Islemini kullanin. 7, e,ve

2 sayilarma yaklasilmda bulunulmaktadir.



