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50.

51.

52.

53.

54.

S5.

56.

57.

Boliim 2: Limit ve Siireklilik

Asagidaki bes ifadenin neden ayni bilgiyi gerektirdiklerini

aciklayin.

f(x) =x*—3x — 1’in koklerini bulun.

b. y = x* egrisinin y = 3x + 1 dogrusunu kestigi noktalarm x
koordinatlarini bulun.

a.

¢. x> —3x =1 olan biitiin x degerlerini bulun.

d. y = x> — 3x egrisinin y = 1 dogrusunu kestigi noktalarm x
koordinatlarini bulun.

e. x> —3x— 1 =0 denklemini ¢dziin.

Kaldirlabilir siireksizlik x = 2 noktasinda kaldirilabilir bir sii-

reksizligi bulunan ve bunun disinda her yerde siirekli olan bir f(x)

fonksiyonu bulun. f’nin x = 2’de siireksiz oldugunu nasil anladig-

niz1 ve siireksizligin neden kaldirilabilecegini agiklayn.

Kaldirilamaz siireksizlik x = —1 noktasinda kaldirilamaz bir
stireksizligi olan ve bunun disinda her yerde stirekli olan bir f(x)
fonksiyonu bulun. f’nin x = —1’de siireksiz oldugunu nasil an-
ladigimiz1 ve siireksizligin neden kaldirilamayacagini agiklayin.
Her noktada siireksiz olan bir fonksiyon
a. Bos olmayan her reel say1 araliginin hem rasyonel hem de ir-

rasyonel sayilar igerdigi bilgisini kullanarak,

1, xrasyonel ise

10 =1,

fonksiyonunun her noktada siireksiz oldugunu gosterin.

x irrasyonel ise

b. f herhangi bir noktada sagdan veya soldan siirekli midir?

=

f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 0 = x 1 araliginda stirekliyse,
f(x)/g(x) [0, 17’in herhangi bir noktasinda siireksiz olabilir mi?
Yanitinizin nedenini agiklayin.

h(x) = f(x) - g(x) carpim fonksiyonu x = 0’da siirekliyse, f(x) ve
g(x) de x = 0da siirekli olmak zorunda midir? Yanitinizin ne-
deninin aciklaymn.

Siirekli fonksiyonlarin siireksiz bileskesi x = 0’da bileskeleri
f ° g stireksiz, fakat kendileri siirekli olan f ve g fonksiyonlarma
bir 6rnek verin. Bu Teorem 10°la gelisir mi? Yanitinizi agiklayin.
Daima sifirdan farkh siirekli fonksiyonlar Bir aralikta sifir
degeri almayan siirekli bir fonksiyonun bu aralik tizerinde isaret
degistirmeyecegi dogru mudur? Yanitinizi agiklayim.

2.7
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58.

59.

60.

61.

62.

Bir lastik band1 germek Bir lastik band1 bir taraftan saga, diger
taraftan sola dogru gererken, banttaki bir noktanin yeniden eski
konumuna gelecegi dogru mudur? Yanitinizi agiklayin.

Sabit nokta teoremi  Bir f fonksiyonunun [0, 1] kapali
araliginda siirekli oldugunu ve [0, 1]deki her x igin
0 = f(x) = 1 oldugunu varsayin. [0, 1] aralifinda, f(c) = c ola-
cak sekilde bir ¢ sayist bulunmasi gerektigini gosterin (¢’ye f’nin
sabit noktasi denir).

Siirekli fonksiyonlarin isaret koruma ozelligi f fonksiyonu
(a, b) araliginda tanimlanmis olsun ve f’nin siirekli oldugu bir ¢
degeri icin f(c) # 0 olsun. ¢ civarinda f’nin f(c) ile ayn1 isaretli
oldugu bir (¢ — 8, ¢ + 8) araligi bulundugunu gosterin. Bu
sonucun ne kadar 6nemli olduguna dikkat edin. f fonksiyonu
(a, b)’de taniml1 oldugu halde, ¢ disindaki bir noktada siirekli ol-
mast gerekmemektedir. Bu ve f(c) # 0 olmast f’yi biitlin aralik
iginde (pozitif veya negatif) sifirdan farkli yapmaya yeterlidir.

Ancak ve yalniz

lim f(c + h) = f(c).
h—0
ise f’nin ¢ ‘de siirekli oldugunu gosterin.

f(x) =sin x ve g(x) = cos x’in her x = ¢ noktasinda siirekli olduk-
larint ispatlamak igin Alistirma 61’1 ve

sin(h + ¢) =sinhcosc + coshsinc,

cos(h + ¢) = coshcosc — sinhsinc

6zdesliklerini kullanin

B3 Denklemleri Grafik Yontemlerle Cozme

63

-70 alistirmalarindaki denklemleri ¢6zmek igin grafik ¢izen hesap

makinesi veya bir grafik programi kullanin.

63. x> =3x—1=0

64. 2x* —2x? —2x+ 1 =10

65. x(x—1)>=1 (tek kok)

66. x* =2

67. Vx + V1+x=4

68. x° — 15x + 1 = 0 (iig kok)

69. cos x = x (tek kok) Radyan mod kullanmaya dikkat edin.
70. 2 sin x = x (li¢ kok) Radyan mod kullanmaya dikkat edin.

Bu boliimde, Boliim 2.1°de baslanan kirig ve teget tartismasina devam edilmektedir. Egri-
lerin tegetlerini bulmak igin kirislerin egimlerinin limitlerini hesapliyoruz.

Bir Egrinin Tegeti Nedir?

Cemberler igin teget kavrami agiktir. Bir L dogrusu ¢emberin bir P noktasindan P’deki
yarigapa dik olarak gegiyorsa, L ¢gembere P’de tegettir (Sekil 2.63). Bdyle bir dogru ¢cem-
bere sadece dokunur. Fakat bir L dogrusunun baska bir C egrisine bir P noktasinda teget



SEKIL 2.63 L dogrusu, P’den OP
yarigapma dik olarak gecerse
¢embere tegettir.

TARIHSEL BiYOGRAFI
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¢embere sadece dokunur. Fakat bir L dogrusunun baska bir C egrisine bir P noktasinda
teget olmasi ne demektir? Cemberin geometrisinden genellestirerek, bunun asagidakiler-
den biri anlamina geldigini sdyleyebiliriz.

1. L dogrusu P’den, Pile C’nin merkezini birlestiren dogruya dik olarak geger.

2. L dogrusu C’nin tek bir noktasindan, yani P’den geger.

3. L dogrusu P’den geger ve C’nin sadece bir tarafinda bulunur.

Bu ifadeler, C bir ¢emberse gecerliyken, daha genel egriler i¢in higbiri tutarli olarak

calismaz. Cogu egrinin bir merkezi yoktur ve teget olarak adlandirmak istedigimiz bir
dogru C’yi baska noktalarda kesebilir veya teget noktasinda C’yi kesebilir (Sekil 2.64).

L dogrusu C ile yalniz
P’de bulusur fakat C’ye
teget degildir.

L dogrusu C’ye P’de
tegettir fakat C ile birkag
noktada bulusur.

L dogrusu C’ye P’de
tegettir C’yi P’de gegerek
C’nin iki tarafindadir.

Pierre de Fermat
(1601-1665)

SEKIL2.64 Teget dogrular hakkinda sdylenenlerin dogrulanmamast

Genel egrilerde teget kavramini tanimlamak igin, P’den ve egri lizerinde giderek P’ye
yaklasan Q noktalarindan gegen kirisleri de géz oniine alan dinamik bir yaklagima gerek
vardir (Sekil 2.65). Bu yaklasim soyledir:

1. Hesaplayabildiklerimizle, yani PQ kirisinin egimiyle ise baslariz.

2. Q egri lizerinde P’ye yaklasirken kiris egiminin limitine bakariz.

3. Limit varsa, bunu egrinin P noktasindaki egimi olarak alir ve egrinin P noktasindaki
tegetini P’den bu egimle gecen dogru olarak tanimlariz.

Bu yaklagim Boliim 2.1 deki serbest diisen tas ve meyve sinegi orneklerinde yapmis
oldugumuz seydir.

Kirisler

\ )
é\ Teget//
Kirisler

SEKIL2.65 Teget kavrammna dinamik yaklagim. Egrinin P noktasindaki tegeti, egimi Q — P
ikenki kirig egimlerinin limiti olan, P’den gegen dogrudur.
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ORNEK1  Bir Parabole Teget Dogru

y = x? paraboliiniin P(2, 4) noktasindaki egimini bulun. Paraboliin bu noktadaki tegetinin
denklemini yazin.

Cozim  P(2, 4) ve yakimindaki Q(2 + h, (2 + h)?) noktalarindan gegen bir kirisle ise
baslariz. PQ kiriginin egimi i¢in bir ifade bulur ve Q egri iizerinde P’ye yaklasirken ne
olduguna bakariz.

Ay _@+h*—2° p+4h+4-4
Ax h h

_h*+4h
h

Kiris egimi =

=h+ 4.

h > 0ise, O P’nin st sag tarafinda bulunur (Sekil 2.66). 2 < 0 ise, Q P’nin sol tarafinda
bulunur (gosterilmemistir). Her iki durumda da, Q egri iizerinde P’ye yaklasirken, 4 sifira
ve kirig egimi 4’e yaklasir:

lim (2 + 4) = 4.
Jim ( )
Paraboliin P noktasindaki egimini 4 olarak aliriz.
Paraboliin P’deki tegeti, P’den 4 egimiyle gecen dogrudur:
y=4+4(x - 2) Nokta-egim denklemi
y =d4x — 4. u

Q +h?—4
h

Kirig egimi =h+4

—5—/ Teget egimi = 4

OLCEKLI DEGIL

SEKIL2.66 y = x* paraboliiniin P(2, 4) noktasindaki egimini bulunmasi (Ornek 1).

Bir Fonksiyonun Grafiginin Tegetini Bulma

Bir egriye teget bulma problemi, onyedinci yiizyil baglarinin baslica matematik problemi
idi. Optikte, bir 151k 151n1n1n egrisel bir mercege girdigi aciy1 teget belirliyordu. Mekanik-
te, hareket eden bir cismin, yolu boyunca her noktadaki yoniinii teget belirliyordu. Ge-
ometride, iki egrinin kesim noktasindaki tegetleri egrilerin hangi ac1 ile kesistiklerini be-
lirliyordu. Herhangi bir y = f(x) egrisinin P(x,, f(x()) noktasindaki tegetini bulmak igin,
ayni dinamik yontemi kullaniriz. P’den ve bir Q(x, + &, f(xy + /1)) noktasindan gecen kiri-
sin egimini hesaplariz ve # — 0 iken egimin limitini buluruz (Sekil 2.67). Limit varsa, bu-
na egrinin P’deki egimi deriz ve P’deki tegeti P'den bu egimle gegen dogru olarak
tanimlariz.



P(xo, fixg))

Oxg + h, flxg + h))

y =)

| flxg + h) = fixg)

SEKIL2.67 P deki teget dogrunun egimi
. flxo + h) = flxo) .
lim ——————— dir.

h—0

h
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TANIMLAR Egim, Teget Dogru
y = f(x) egrisinin P(x,, f(x,)) noktasindaki egimi

flxo + h) — f(xo)

m = 11im
h—0 h

(limitin olmasi kosuluyla)

sayisidir. Egrinin P’deki tegeti ise, P’den bu egimle gegen dogrudur.

Her yeni tanim yaptigimizda, istedigimiz sonucu verip vermedigini gérmek igin bunu

bildigimiz seyler iizerinde denemek yararlhdir. Ornek 2, egimin bu yeni tanimimin, dikey ol-
mayan dogrulara uygulandiginda Boliim 1.2°deki eski tanimla uyustugunu gostermektedir.

ORNEK 2

Tanimi Test Etmek

y =mx + b dogrusunun herhangi bir (x,, mx, + b) noktasindaki tegetinin kendisi oldugunu
gosterin.

Cozim f(x) = mx + b yazar ve yapacaklarimizi ii¢ adima boleriz.

1.

f(xp) ve f(xo+h)’t bulun.
f(xo) = mxo + b
flxo + h) = m(xg + h) + b = mxo + mh + b

}}i_r)r%)(f(xo + h) — f(x0))/h egimini bulun.
flxo + 1) — f(xo) - (mxg + mh + b) — (mxy + b)
= h

= limm=m
h—0 h

h—0 h

Nokta-egim denklemini kullanarak tegeti bulun. (x, mx, + b) noktasindaki teget su
sekildedir:

y = (mxy + b) + m(x — xo)

y=mxy+ b+ mx — mx

y=mx + b. [

Ornek 2 deki adimlar1 6zetleyelim.

y=f(x) egrisinin (xg, yp) noktasindaki tegetinin bulunmasi
1. f(xg) ve f(xg+ h)’t hesaplayin.
2. Egimi hesaplaymn

i flxo + ) — f(xo)
m

m =
h—0 h

3. Limit varsa, tegeti

y =y + mlx — xp)

olarak bulun.
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ORNEK3 v = 1/x, x # 0'In egimive teeti

(a) y=1/xegrisinin x = a # 0’daki egimini bulun.
(b) Egim nerede —1/4 olur?

(¢) a degistikge, (a, 1/a)) noktasinda egrinin tegetine ne olur?

Coziim
(a) Burada, f(x)=1/x'tir. (@, 1/a)daki egim ise
1
_fla+h)—fla ~ ath 4
lim———— = lim ———
h—0 h h—0
_ 1a—(a+h)
S0k ala + h)
= lim _—h
h—0 ha(a + h)
= lim _ -t __1
h—0 ala + h) a?
olarak bulunur. # = 0 yazip limiti hesaplayabilecegimiz son adima gelene kadar her

satirin basinda “lim;—(” yazmak zorunda oldugumuza dikkat edin. a sayis1 pozitif
veya negatif olabilir fakat sifir olamaz.

(b) x = a oldugu noktada y = 1/xy’in egimi —1/a*dir.

=

_ L
a2
ise, egim —1/4 olacaktir. Bu denklem a® = 4, yani @ = 2 veya a = —2’ye denktir.
(2, 1/2) ve (-2, —1/2) noktalarinda egrinin egimi —1 /4 tiir (Sekil 2.68).
(¢) a#0ise —1/a’ egimi her zaman negatiftir. « — 0" iken, egim —o00’a yaklasir ve

teget giderek diklesir (Sekil 2.69). a — 0 iken de bunu goriiriiz. @ orijinden
uzaklastikga, egim 0 ’ye yaklagir ve teget yatay hale gelir. ]

SEKIL 2.68 y = 1/x’n egimi —1/4 olan iki SEKIL2.69  Orijine dogru diklesen
tegeti (Ornek 3) tegetler, teget noktas1 uzaklastikca
daha diiz hale gelir.
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Dedisim Oranlari: Bir Noktada Tiirev

flxo + 1) — f(xo0)
h

ifadesine f’nin x,’da & artimiyla fark béliimii adi verilir. Fark boliimiiniin % sifira
yaklasirken bir limiti varsa, bu limite f’nin x,’daki tiirevi denir. Fark boliimiinii bir kirigin
egimi olarak yorumlarsak, tiirev x = x, noktasinda egrinin ve tegetinin egimini verir. Fark
bolimiini, Bolim 2.1°de yaptigimiz gibi, ortalama bir degisim orani olarak yorumlarsak,
tirev x = x, noktasinda fonksiyonun x’e gore degisim oranini verir. Tiirev, analizde kul-
lanilan en 6nemli iki matematiksel aragtan biridir. Tirevi Boliim 3°’de daha yakindan in-
celeyecegiz. Diger onemli arag integraldir ve onun incelemesini B6liim 5 te baslatiyoruz

ORNEK 4 Anlik hiz (Bdliim 2.1°deki Ornek 1 ve 2'nin devami)

Boliim 2.1°deki Ornek 1 ve 2°de, diinya yiizeyi yakininda, durgun halden baslayip serbest
diisen bir tagin hizin1 inceledik. ilk # saniye iinde tagm y = 16/ ft diistiigiinii bulduk ve
tagin 7 = 1 anindaki hizini tahmin etmek igin giderek azalan araliklarda bir dizi ortalama
hiz dizisi kullandik. Bu anda tagin hizi tam olarak neydi?

Cozim  f(£) = 16¢* olsun. Tasin =1 ve =1+ h saniye arahgindaki ortalama hizi

fQL+h) — f(1) _ 1601 + 1) — 16(1)? _ 16(h% + 2h)

7 A A = 16(h + 2)
idi. Tasin ¢#= 1 anindaki hiz1 ise
}}i_l)% 16(h + 2) = 16(0 + 2) = 32 ft/sn
olur. Bu da baslangigtaki 32 ft/sn’lik tahminimizi dogrular. ]

Ozet

Egrilerin egimlerini, bir egriye teget olan dogrulari, bir fonksiyonun degisim oranini, fark
boliimiiniin limitini ve bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevini tartistyorduk. Bu fikirlerin
hepsi asagida 6zetlenen ayn1 seye gotiiriir:

y = f(x)’in x = x;y’daki egimi
y = f(x) egrisinin x = x,'daki tegetinin egimi
f(x)’in x = xy’daki x’e gore degisim orani

W=

f’inx = xy’daki tlirevi
fGo + h) = f(xo)
h

5. Fark bolimiintn limiti, hlimo
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ALISTIRMALAR 2.7

Edimler ve Tedetler

1-4 aligtirmalarinda, bolmeleri ve koseleri kullanarak P, ve P, nokta-
larinda (y-birim basina x-birim olarak) egrinin egimini kabaca bulun.
Grafikler basimda kaymis olabileceklerinden, sonuglariniz kitabin
arkasindakilerden farkli olabilir.

1. y 2. y
I
pz
A y| 2
TI"
{ ! \
/ | /
t \ s x
/ 1 \
\ / {
Py \[ At I\
X
n o]
A
/
3.y 4 y
N 4 N
= AN 3
~ / \
/ \h-d la)
L #p P, 1/ \ o
T / I 1 Ty
/ t \
/ / \
0 * 1 1o *
/

5-10 alistirmalarinda, verilen noktada egrinin teget denklemini bulun.
Egriyi ve tegetini birlikte ¢gizin.
5.y=4-x% (-1,3) 6. y=@x—-172+1, (1,1)

7.y =2V, (1,2) 8. y=—, (-1
9. y=x% (-2,-8)

11-18 alistirmalarinda, verilen noktada fonksiyonun grafiginin
egimini bulun. O noktadaki tegetin denklemini yazin.

11. f(x) =x>+1, (2,5) 12. f(x) =x — 2%, (1,—1)
X
13. g(x) = m, (3,3)

15. h(r) = 3, (2,8)
17. f(x) = Vx, (4,2)

14. g(x) = %, (2,2)

16. h(t) = 2 + 3¢, (1,4)

18. f(x) = Vx + 1, (8,3)

19-22 alistirmalarinda, egrinin verilen noktadaki egimini bulun.
19. y=5x% x= -1 20 y=1-—x% x=2

1 x — 1

21.y=x_1,x=3 22.y=x+1,

x=0

Belirtilen Egimde Tegetler

23 ve 24 alistirmalarindaki fonksiyonlarin grafiklerinin hangi nokta-
larinda yatay teget bulunur?

23, f(x) = x>+ 4x — 1 24. g(x) = x> — 3x
25. Egimleri —1 olan ve y = 1/(x — 1) egrisine teget olan biitiin dogru-
larin denklemlerini bulun.

26. Bgimi 1/4 olan ve y = Vx ¢ egrisine teget olan dogrunun denklemi-
ni yazin.

Degisim Oranlari

27. Bir kuleden diisen cisim 100m yiiksekliginde bir kulenin te-
pesinden bir cisim birakiliyor. Cismin # saniye sonra yerden yiik-
sekligi 100 — 4.9/ metredir. Birakildiktan 2 sn. sonra diisiis hiz1
nedir?

28. Bir roketin hiz1  Firlatildiktan ¢ saniye sonra, bir roketin yiik-
sekligi 37 ft’ dir. 10 sn. sonra roketin yiikselme hiz1 nedir?

29. Bir roketin hiz1  Yarigap1 » = 3 oldugunda bir gemberin alaninin
(4 = mr?) yarigapina gore degisim oram nedir?

30. Topun degisen hacmi  Yarigapt » = 2 oldugunda bir topun
hacminin (V = (4/3)mr?) yarigapina gore degisim orani nedir?

Tegetleri Bulma

31.
2 .
_ [x*sin(1/x), x#0
= {7 7
fonksiyonunun grafiginin orijinde bir tegeti var midir? Yanitinizi
aciklayin.
32.
_ Jxsin(1/x), x#0
gl = {o, x=0
fonksiyonunun grafiginin orijinde bir tegeti var midir? Yanitinizi
aciklayin.
Dikey Tedgetler

limy—o (f(xo + h) = f(x0))/h = © veya —O0 ise, y = f(x)
egrisinin x = x, noktasinda dikey bir tegeti vardir deriz.

x = 0'da dikey teget: (Sekle bakiniz)

. JO+h) = f0) o plB -
lim lim
h—0 h —0  h

lim L =
h—0 23




ORIJINDE DIKEY TEGET

x = 0’da dikey teget yok: (asagidaki sekle bakiniz)

g0+ h) —g(0)  p23_9
im ———————— = lim ————
h—0 h h—0 h

= Hm s

¢linkii limit sagdan 00, soldan ise —oodur.

y

y = gl) = x?

ol *
ORIJINDE DIKEY TEGET YOK
33.
-1, x<0
fx)=9 0, x=0
I, x>0

fonksiyonunun grafiginin orijinde dikey bir tegeti var midir?
Yanitinizi agiklayn.

34.

35.
37.
39.
41.

43.
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0, x<0
1, x=0

Ulx) = {

fonksiyonunun grafiginin (0, 1) noktasinda dikey bir tegeti var
midir? Yanitinizi agiklayin.

a. 3544 alistirmalarindaki egrileri ¢izin. Grafiklerin nerelerde
dikey tegetleri vardir?

b. (a)daki sonuglarinizi limit hesaplamalartyla dogrulayin. Ama
once alistirma 33 ve 34°deki agiklamalari okuyun.

y:x2/5 36. y:x“/5

y=x1/5 38. y=x3/5

y = 4x¥5 — 2x 40. y = X33 — 5523
y=x"—(x - 1" 2. y=xP+x-1"

= {20 - Vi

\/);, x>0

BILGISAYAR ARASTIRMALARI
Kirisleri ve Tegetleri Cizmek

45-48 alistirmalarindaki fonksiyonlar i¢in asagida verilen adimlari
gergeklestirmek igin bir BCS kullanin.

a.
b.

(xo— 1/2) = x = (xp + 3) araliginda y = f(x) fonksiyonunu ¢izin.

X(’sabit tutularak, x, daki

J(h) = flxo + h;), — f(xo)

farklar oran1 /4 adim biiyiikliigiiniin bir fonksiyonu haline gelir.
Bu fonksiyonu BCS’nizin ¢alisma alanina girin.

. h — 0 iken ¢ limitini bulun.

h=3,2veliginy= f(xg) + ¢q-(x — xp) kiriglerini tanim-
layin. (a)'da verilen aralikta f’yi ve tegeti ile birlikte ¢izin.

L fx)=x+2x, xo=0 46. f(x):x-i-%, xo =1
47.
48.

f(x) =x + sin(2x), xo = 7/2

f(x) = cosx + 4sin(2x), xo =

Boliim Tekrar Sorulari

1. g(¢) fonksiyonunun ¢ = a’dan ¢t = b’ye kadar olan araliktaki orta-
lama degisim orani nedir?

2. g(f) fonksiyonunun ¢ = ¢,’daki degisim oranini bulmak icin hangi
limit hesaplanmalidir?

3. lim f(x) = L 'limitinin gayri resmi veya sezgisel tanimi nedir?
quO . . . -\ ..
Tanim neden “gayri resmi” dir? Ornekler veriniz.

4. x xq’a yaklagirken bir f(x) fonksiyonunun limitinin varlig: ve de-
geri x = ¢’de ne olduguna bagli midir? Agiklayin ve 6rnek verin.

6.

. Limit bulunmadiginda ne gibi fonksiyon davranislar1 goriilebilir?

Ornekler veriniz.

Limit hesaplamak i¢in hangi teoremler vardir? Teoremlerin nasil
kullanildigina &rnek verin.

. Tek tarafli limitlerle limitlerin iligkisi nedir? Bu iliski bazen bir

limiti hesaplamada veya bir limitin var olmadigimi ispatlamada
nasil kullamlir? Ornek verin.
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10.

11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

Boliim 2: Limit ve Siireklilik

. limy_, ((sinf)/0) degeri nedir? O’nin radyan veya derece olarak

6lgiilmesine bagl midir? Agiklayniz.

. lim,—.,, f(x) = L tam olarak ne demektir? Limitin esas taniminda

verilen bir f, L, xy ve € > 0 igin bir § > 0 degeri buldugunuz bir
ornek verin.

Asagidaki ifadelerin esas tanimlarini verin.
b. lim,—,+ f(x) =5

d. lim,—; f(x) = —©

a. lime, f(x) =5
c. lim—; f(x) = 0o
lim,—co f(x) = L ve limy—_co f(x) = L tam olarak ne demektir?
Ornekler veriniz.

lim,—100 k (k bir sabit) ve lim,_ .5 (1/x) nedir? Bu sonuglar
diger fonksiyonlara nasil genisletirsiniz? Ornekler veriniz.

X — £% iken bir rasyonel fonksiyonun limitini nasil bulursunuz?
Ornekler veriniz.

Yatay, dikey ve egik asimptotlar nelerdir? Ornekler veriniz.

Bir fonksiyonun, tanim araliginin bir i¢ noktasinda siirekli ola-
bilmesi i¢in hangi kosullar saglanmalidir? Bir ug noktasinda?

Bir fonksiyonun grafigine bakmak fonksiyonun nerede siirekli
oldugunu anlamanizda size nasil yardimei olur?

Bir fonksiyonun bir noktada sagdan veya soldan siirekli olmasi ne
anlama gelir? Siireklilik ve tek tarafli siireklilik arasindaki iliski
nedir?

Polinomlar, rasyonel fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlar,
fonksiyonlarin rasyonel kuvvetleri ve cebirsel kombinasyonlari,
bileske fonksiyonlar ve fonksiyonlarin mutlak degerlerinin
stirekliligi hakkinda ne sdylenebilir?

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Hangi kosullar altinda bir fonksiyonu x = ¢ noktasinda siirekli
olacak sekilde genisletebilirsiniz? Ornek verin.

Bir fonksiyonun bir aralikta siirekli olmast ne demektir?

Bir fonksiyonun siirekli olmasi ne anlama gelir? Tanim kiimesinin
tamaminda siirekli olmayan bir fonksiyonun, tanim kiimesi igin-

deki belirli araliklarda siirekli olabilecegini gosteren drnekler ve-
rin.

Siireksizligin baslica tipleri nelerdir? Her birine bir 6rnek veriniz.
Kaldirlabilir siireksizlik nedir? Bir 6rnek veriniz.

Bir fonksiyonun Ara Deger Ozelligini saglamasi ne anlama gelir?
Bir fonksiyonun, bir aralik {izerinde bu &zelligi saglanmasini,
hangi kosullar garanti eder?

Genellikle kaleminizi kagittan kaldirmadan grafigini ¢izebildigi-
niz bir fonksiyonun siirekli oldugu sdylenir. Bu neden dogrudur?

Bir dogrunun bir C egrisine P noktasinda teget olmasi ne demek-
tir?

Asagidaki formiilin 6nemi nedir?

h—0 h

v = f(x) egrisinin, tizerindeki bir (xq, yy) noktasindaki tegetini
nasil bulursunuz?

y = f(x) egrisinin x = x'daki egimi, fonksiyonun x = x,’daki x’e
gore degisim oranina nasil baglidir? f’nin x,’daki tiirevine?

Bolim Problemler
Limitler ve Siireklilik
1.
1, x= -1
—X, -1 <x<0
flx) = 1, x=0
—X, 0<x<l
1, x=1
fonksiyonunun grafigini ¢izin. x = —1, 0, 1 noktalarnin her

birindeki limitleri, tek tarafli limitleri, siirekliligi ve tek tarafli
stirekliligi detayli olarak tartisin. Siireksizliklerden herhangi biri
kaldirilabilir mi? Agiklayin.

. Aligtirma 1°dekileri asagidaki fonksiyon i¢in tekrarlayin.
0, x= -1
) 1 x, 0<|x|<1
1) = 0, x=1
1 x> 1.

. f() ve g(#)’nin her ¢ i¢in tanimlt olduklarint lim,_,, f(t) =7 ve

lim,_,, g(t) = 0 oldugunu varsaym. Asagidaki fonksiyonlarin

t =ty igin limitlerini bulun.

a. 3f(1) b. (f(1))
f@)

c. f(t)-g() -

e. cos (g(n) . [f(0)]

g f() +g()

h. 1/f(?)



4. f(x) ve gx)in tim x degerleri i¢in tanmimlandigini
limy—g f(x) = 1/2 ve limy—og(x) = V2 oldugunu varsayin.
Asagidaki fonksiyonlarin x — 0 igin limitlerini bulun.

a. —g(x) b. g(x)- f(x)
c. f(x) + g(x) d. 1/f(x)
e. x + f(x) 7]((3;) '_c<1)sx

Problem 5 ve 6'da, verilen ifadeler dogruysa lim,—g g(x)’in almasi
gereken degerleri bulun.

5. lim (4—7g(x)) =1 6. lim (xlim g(x)) =2
x—0 X x—>—4\ x—0

7. Asagidaki fonksiyonlar hangi araliklarda siireklidir?
a. f(x) = XA b. g(x) = x4
e hix) =x?? d. k(x) =x1/6

8. Asagidaki fonksiyonlar hangi araliklarda stireklidir?

a. f(x) = tanx b. g(x) = cscx

e h(x) = 320 d. kx) =385
Limit Bulmak
9-16 alistirmalarinda limitleri bulun veya niye olmadigim agiklayin.
2 _
9. lim -~ 4x + 4

x3 4 5x%2 — 14x
a. x — 0 iken

x>+ x
4+t + 3
a. x — 0 iken

b. x — 2 iken

10. lim

b. x — -1 iken

— 2 _ 2
1 fm LV 12. lim X —4,
x—1 1 —x x—a x° — a

Co(x+ R =2 (xR = x?

13. lim 4. lim -~
h—0 h x—0 h
1 .

2+x)° -8

15. lim 2% 2 6. lm 2T =8

x—0 x—0

17-20 alistirmalarinda x belirtilen degere yaklasirken g(x)’in limitini
bulun.

. . 1
17. lim (4 13 =9 18. 1 — =2
7l e ) YL e
2 _ .2
19. Iim X T 1 _ o 20. 1im 2% -
=1 g(x) =2 \/g(x)

Sonsuzda Limitler

21-30 alistirmalarinda limitleri bulun.

. 2x + 3
21 lim 5

. 2%2 43
lim ———
x—>-0 5x% 4+ 7

22,
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2 _
23, lim ¥ & *8 24. lim 1

x—>—00 3x3 x—>00 m

4 3
2. lim
x—00 12x7 + 128
sinx ( Bir grafik ¢iziciniz varsa, grafigi

2
. x° — Tx
25 lim S

27. lengo [x] -5 = x = 5 fonksiyonu igin ¢izmeyi deneyin)
( Bir grafik c¢iziciniz varsa, sonsuzdaki limiti
28. lim <°8 6 — 1 “gdrmek” igin f(x) = x(cos 1/x) — 1)’i orijin

6—00 0 yakminda ¢izmeyi deneyin)
x + sinx + 2\Vx

2/3 4 -
29, lim ——————— 30. lim —~ — %~
x—>00 x + sinx x—00 23 4 cos?x

Siirekli Genislemeler

31. f(x) = x(x* — 1)/|x* — 1] x =1 veya —1'de siirekli olacak sek-
ilde genisletilebilir mi? Yanitiniz1 agiklayin. (Fonksiyonu ¢izin -
grafigini ilging bulacaksiniz.)

32, f(x)=sin1 / x fonksiyonunun x = 0’a siirekli genislemesinin ne-
den bulunmadigini agiklayin.

33-36 problemlerinde, verilen a noktasma bir siirekli genislemesi

olup olmadigimi gérmek amaciyla fonksiyonu ¢izin. Varsa, genisletil-
mis fonksiyonun a’daki degerini grafikten bulun. Fonksiyonun siirekli
bir geniglemesi yok gibiyse, sagdan veya soldan siirekli olacak sekil-
de genigletilebilir mi? Genisletilebilirse, genisletilmis fonksiyonun
degeri ne olmalidir?

-1 5cos 6
3B.f(x) =, a=1 34.g(0) =27 4=m/)2
‘- \‘V; 40 — 2
35. h(t) = (1 + [t)Y, a=0 36. k(x) = 1 xz\xl’ a=0
Kokler

37. f(x)=x>—x—1olsun.

a. fnin -1 ile 2 arasinda bir sifir1 oldugunu gosterin.
b. f(x) =0 denklemini grafik olarak en fazla 10~ hatayla ¢oziin.
¢. (b)deki ¢oziimiin tam degerinin

1, Ve (1 Veo\”

2 18 2 18

oldugu gosterilebilir. Bu tam sonucu ¢ikarin ve (b)deki
degerle karsilastirin.

Fi38 f(0)=6-20+2

a. f’nin -2 ile 0 arasinda bir sifirt oldugunu gésterin.
b. f(0) =0 denklemini grafik olarak en fazla 10 hatayla ¢dziin.

¢. (b)deki ¢ozlimiin tam degerinin

19 1/3 19 1/3
( 27 — 1) - 27 + 1

oldugu gosterilebilir. Bu tam sonucu ¢ikarmn ve (b)'deki
degerle karsilastirin.
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Boliim

B o1

. Lorentz Kkisalmasi

. Bir su tankinin akisim kontrol etme

EK - ileri Austirmalar

0%a deger vermek Us kurallari, a sifirdan farkli bir sayiysa,
a® = 1 olacagim sdyler. Ayrica, n pozitif bir sayiysa, 0" = 0
olacagini da belirtirler.

Bu kurallart 0”1 da kapsayacak sekilde genisletirsek, akil
karistirict bir sonugla karsilasiriz. ilk kural 0° = 1 verirken, ikin-
cisi 0% = 0 verecektir.

Burada dogru veya yanlis bir soruyla ugrasmiyoruz.
Goriildagi gibi iki kural da gegersizdir, dolayisiyla bir geliski
yoktur. Aslinda, bagkalarmi ikna edebilirsek, 0’1 istedigimiz
degere sahip olacak sekilde tanimlayabiliriz.

0%1n degerinin ne olmasm isterdiniz? Asagida karar verm-
enize yardimce1 olabilecek iki 6rnek vardir. (Baska bir 6rnek igin
Alistirma 4’e bakin.)

a. x=0.1,0.01, 0.001 ve hesap makinenize sigacak kadar deger
icin x*’i hesaplayin. Her seferinde elde ettiginiz degeri yazin.
Ne gibi bir kalip goriiyorsunuz?

b. 0 = x = 1 igin, y = x* fonksiyonunu g¢izin. x = 0 igin
fonksiyon tanimli olmadigi halde, grafik sagdan y-eksenine
yaklasacaktir. Hangi y-degerine yaklasmaktadir? Daha iyi
gorebilmek igin yakindan bakin. Ne diisiiniiyorsunuz?

. 0”1 0 veya 1°den farkl bir sey olmasini istemeniz icin bir ne-

den x pozitif degerlere dogru artarken, 1/x ve 1/(In x) sayilarmin
ikisi de sifira yaklasir. x artarken

1 1/(Inx)
flx) = (})

sayisina ne olur? Bunu bulmanin iki yolu asagida gosterilmekte-
dir.

a. x = 10, 100, 1000 ve hesap makinenizin izin verecegi deger-
lerde f’yi hesaplayin. Ne gibi bir kalip goriiyorsunuz?

b. Orijini iceren gergevelerde dahil olmak iizere, f’yi degisik
gergevelerde ¢izin. Ne goriiyorsunuz? Grafik boyunca y
degerlerini okuyun. Ne buluyorsunuz? Bolim 6’da neler olup
bittigi anlatilacaktir.

Gorelik teorisinde bir cismin, mesela bir
roketin, boyu bir gozlemciye, roketin gozlemciye gore hizina
bagliymis gibi goriiniir. Gozlemci roketin boyunu hareketsizken
L olarak 6lgmiisse, v hizinda iken roketin boyu

o

v
L=1Ly/l——.
0 C2
gibi goriinecektir. Bu denklem Lorentz kisaltma formiiliidiir. Bu-
rada, 3 x 10% m/sn 1s131n vakumdaki hizidir. v artarken L’ye ne
olur? Neden soldan limite ihtiyag¢ vardir?

Toricelli kanunu
agsagidaki gibi bir tanktan su akitirsaniz, suyun y akis hizinin bir
sabit kere suyun x derinliginin karekokii oldugunu soyler. Bu-
radaki sabit ¢ikis muslugunun biiyiikliigiine ve sekline baglidir.

. Hassas bir alette 1s11 genlesme

Cikig oram y ft>/dak. l

Belirli bir tank i¢in y = \/);/ 2 oldugunu varsayin.
Neredeyse sabit bir akis hiz1 elde etmek i¢in arada bir tanka bir
hortumla su ekliyorsunuz. Akis hizini

a. yp =1 ft’/dak hizinin 0.2 ft3/dak civarinda,

b. y, = 1 f}/dak hizimin 0.1 ft}/dak civarinda tutmak igin, su
yiiksekligini nasil ayarlamalisiniz?

Bildiginiz gibi, cogu metaller
sitildiklarinda genlesir, sogutulduklarinda ise biiziiliirler. Bir lab-
oratuvar aletinin boyutlart bazen o kadar dnemlidir ki, yapildig:
yer ve kullanildigir laboratuvardaki sicakligin degismemesi
gerekir. 70°F’ta 10 cm genisligindeki bir aliiminyum ¢ubuk yakin
bir t sicakliginda

y=10+(-70) X 107*

santimetre genisliginde olacaktir. Genisligi 10 cm’den en fazla
0.0005 cm farklr olabilecek bir yergekimi dalgas: dedektoriiyle
calistiginizi varsayin. Bu hata payinin asilmamasi igin, sicaklig
to = 70°F’tan en fazla ne kadar farkli olabilir?

. Bir 6l¢ii kabindaki cizgiler Tipik bir 1 litrelik 6lglim kabinin igi

6 cm yarigaplt bir dik silindirdir (Sekle bakiniz). Bu nedenle kaba
konan suyun hacmi, dolu kismin /4 yiiksekliginin bir fonksiyonu
olacaktir:

V=m6h=36mh

1 litre suyun (1000 cm®) hacmini en fazla %1°lik bir hata yaparak
(10 cm?) 6lgmek igin /’yi ne kadar hassas dlgmeliyiz?

Cizgiler
yaklagik
1 mm

kalinlikta

(a)



i - ~ VvV =36mh

(a) 1 litrelik bir dl¢ii kabi, (b) 6 cm yarigapl bir dik silindir seklinde
modellenmesi

Limitin Kesin Tanimi

7-10 alistirmalarinda, fonksiyonun x, noktasinda siirekli oldugunu
gbstermek i¢in limitin esas tanimini kullanin.

7. fx) =x>—17, xo=1 8 g(x) =1/(2x), xo=1/4
9. h(ix) = V2x — 3, x=210. F(x) = V9 —x, xo=25

11. Limitlerin tekligi Bir fonksiyonun bir noktada farkli limitleri
olamayacagim  gosterin. ~ Yani, lim,,. f(x) = L; ve
lim,_, f(x) =L, ise, L = L, olmalidir.

12. Limitin Sabitle Carpim Kuralini ispat edin:
lim kf(x) = k lim f(x) herhangi bir & igin.
x—>c xX—c
13. Tek tarafli limitler lim, o+ f(x) =4 ve lim,_ o f(x) =B

ise, agagidakileri bulun.

b. limy o f(x* — x)

d. limq f(x* — x%

14. Limitler ve siireklilik Asagidaki ifadelerden hangileri dogru,
hangileri yanlistir? Dogruysa, nedenini sdyleyin; yanligsa karsit
bir 6rnek (yani yanlisligini ispatlayan bir 6rnek) verin.

a. lim—g+ f(x° — x)

c. limegr f(x? — x*)

a. lim,—, f(x) var, fakat lim,—, g(x) yoksa,
lim,—,(f(x) + g(x)) yoktur.

b. lim,—, f(x) ve lim,—, g(x) limitlerinin ikisi de yoksa,
limy—, (f(x) + g(x)) yoktur.

f|de siireklidir.
d. | f| a'da siirekliyse, f’de siireklidir.

c. f x’te slirekliyse,

15 ve 16 alistirmalarinda, limitin esas tanimini kullanarak fonksiyo-
nun verilen x noktasina siirekli bir genislemesi oldugunu ispatlayin.
¥ -1 x2—=2x—3

X1 16. g(0) =" g ¥=3

x = -1

15. f(x) =
17. Sadece tek noktada siirekli bir fonksiyon
X, x rasyonel
fx) = 0, x irrasyonel

a. x = 0da f’nin stirekli oldugunu gosterin.

olsun.

b. Bos olmayan her reel say1 agik araliginin hem rasyonel hem de
irrasyonel sayilar igerdigini kullanarak x’in sifirdan farkli bir
degerinde f’nin siirekli olmadigini gosterin.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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Dirichlet cetvel fonksiyonu x rasyonel bir sayiysa, x iki tam-
saymin bdliimii, m/n, olarak tek bir sekilde yazilabilir. Burada
n > 0 ve m ile n’nin tek ortak carpanlar birdir (Bdyle bir kesire
sadelestirilemez deriz. Ornegin, 6/4’iin sadelestrilemez hali
3/27dir). f(x) [0, 1] araliginda

I/n, x= m/n sadelestirilemez bir kesir
o =1" 0
,  xirrasyonel

ile tamimlansin. Ornegin £(0) = f(1) = 1, f(1/2) = 1/2,

f(1/3) =£(2/3) = 1/3, f(1/4) = f(3/4) = 1/4, ...

a. f’nin [0, 1] araligindaki her rasyonel sayida siireksiz oldugunu
gosterin..

b. f’nin [0, 1] araligindaki her irrasyonel sayida siirekli oldugunu
gosterin. (lpucu: € verilmis pozitif bir sayiysa, [0, 1]de
f(r) = € olacak sekilde sonlu sayida r rasyonel sayisi
bulunacagini gosterin.)

c. f’nin grafigini ¢izin. Sizce f’ye neden “cetvel fonksiyonu”
denilmektedir?

Zit noktalar Diinyanin ekvatorunda her zaman sicakliklar ayni
olan bir gift zit (bir ¢apin iki ucunda olan) nokta bulunduguna
inanmak i¢in bir neden var mi1? Agiklaym.

lim (f(x) + g(x)) = 3ve lim (f(x) — gx)) = —1 ise,

x—>c xX—c

lim f(x)g(x) limitini bulun.

xX—>c

Neredeyse lineer olan ikinci derece bir denklemin kokleri «
bir sabit olmak tizere, ax’+2x—1=0 denkleminin, ¢ > —1 ve a
# 0 ise, biri pozitif, digeri negatif iki kokii vardir:

-1+ Vl+a -1 -
a

’ r () = » 1+a'

”+(11) =
a. a—>0vea— —1"iken ri(a)’yane olur?
b. a—>0vea— —1"iken r_(a)’yane olur?
c. r(a) ve r_(a)’yt a’mn bir fonksiyonu olarak ¢izip
sonuglarinizt dogrulayin. Gordiiklerinizi agiklayim.
d. Daha fazla bilgi i¢in, f(x)=ax*+2x—1ia=1,0.5,0.2,0.1
ve 0.05 degerlerinde ist tiste gizin.

Bir denklemin kokleri x + 2 cos x = 0 denkleminin en az bir
¢Oziimiiniin oldugunu gosterin.

Sinirh fonksiyonlar Bir D kiimesindeki biitiin x degerleri i¢in
f(x) = N olacak sekilde bir N sayis1 varsa, reel degerli f fonksiyo-
nu D’de tistten sinirlidir. Varsa, N sayist f’nin D’deki st sinir1 adi-
n1alir ve f iistten N ile sinirlanmustir denir. Benzer sekilde, D kii-
mesindeki biitiin x degerleri i¢in f(x) = M olacak sekilde bir M
sayis1 varsa, f fonksiyonu D’de alttan sinirlidir deriz. Varsa, M sa-
yist f’nin D’deki alt sinir1 adini alir ve falttan M ile sinirlanmistir
denir. Hem alttan hem de iistten sinirliysa, ffonksiyonu sinirlidir.
a. Ancak ve yalmiz D’deki biitiin x degerleri igin | f(x)| = B ola-
cak sekilde bir B sayist varsa, f fonksiyonunun D’de sinirl
olacagini gosterin.
b. f’nin tstten N ile siurli oldugunu varsaym. lim,_,, f(x) =L
ise L = N oldugunu gésterin.
c¢. f’nin alttan M ile siurlt oldugunu varsayin. lim,_,. f(x) = L
ise, L = M oldugunu gosterin.
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24. M b ] b inx?2 in x? 2
ax {a, b} ve min {a, b} o= o] b i su;cx — sm2x i %:1.020
a. max {a, b} = atb 19-71 x—=0 =0 x2 x—0
’ ’ 2 2
o osin(x? —x—2) o osin(x?—x—2)
ifadesinin ¢ = b ise a’ya, b = a ise b’ye esit olacagint gos- c. xl_lel T+ 1 = xl—1>n31 2 —x—2)
terin. Yani, baska bir deyisle, max{a, b} a ve b sayilarinin
biiyiik olanimi verir. . (> —x-2) L1 (x+ Dx-2) 3
i m ——————=1llm ——— = —
b. Iki sayinin kiiciik olanini veren min{a, b} icin de benzer bir x—=>=1 x+ 1 x—=>=1 x+ 1

ifade verin. Cosin(1-Va) o sin(1 - Va) | C W
I

d. lim = lim =
sin 6 ; Genellestirilmis Limitl =1 x =1 S B VR
ren ten Irmis Limitier
g veren Genellestrmis Limit B () LR I T
limg—g (sin 0)/6 = 1 formiilii genellestirilebilir. lim,—. f(x) = 0 ve e (x — 1)(1 + \/;) -0 (x — 1)(1 + \/;) T2
f(x) nolftasml igeren bir a}glk aralikta (¢’nin kendisi hari¢ olabilir) 25-30 alistirmalarindaki limitleri bulun.
x = ¢ daima sifirdan farkli ise .
25, 1i sin (1 — cosx) 2%. 1i sin x
; . lim ————— . lim ———
fim S ) = x=0 o x=0" sin\/x
e flx) _ sin(sinx) ~sin(x? + x)
. 27. lim ———— 28. lim —————
sagida b Kl I -0 =0 X
agida bazi 6rnekler verilmistir. .
sag . 22 A\ S s, 1 sin (x2 — 4) 0. 1 s1n(\/; - 3)
a. lim 30 — 1 T x -2 i SR
x—0 x2
Boliim Teknoloji Uygulama Projeleri

Mathematica-Maple Modulii

Limite gelin

Boliim I

Boliim II (Sifirin sifirinc1 kuvveti: Ne Anlama Gelir? )

Boliim III (Tek Tarafl Limitler)

Grafik ve sayisal arastirmalarla limit kavramini goziiniizde canlandirin ve yorumlayn.
Boliim IV (Bir Kuvvet Bir Farki Ne Yapar )

x’in gesitli kuvvetlerinde limitlerin ne kadar hassas olabileceklerini goriin.

Mathematica-Maple Modulii

Sonsuza Gitmek

Bolim I x— o0 veya x — —00 iken fonksiyonlarin davramslarim kesfetmek)

Bu modiil, x — 00 veya x — — o0 iken bir fonksiyonun davranisini kesfetmek i¢in dort 6rnek sunar.

Boliim II (Biiyiime Oranlari)

Stirekli olmadig1 halde siirekliymis gibi goziiken grafikleri gézleyin. Siirpriz olarak gorebileceginiz bazi sonuglar elde etmek igin siirekliligin
birkag ¢ikarimi kesfedilmistir.



TUREV

GIRIS Boliim 2°de, bir egrinin bir noktadaki egimini kiris egimlerinin limiti olarak
tanimladik. Tirev admi alan bu limit bir fonksiyonun degisme hizini dlger ve analizdeki
en 6nemli fikirlerden biridir. Tirevler hiz ve ivme hesaplamada, bir hastaligin yayilma
oranini tahmin etmede, verimliligi maksimize edecek sekilde iiretim seviyesini belir-
lemede, silindirik bir kutunun ideal boyutlarini bulmada, tarih 6ncesi bir sanat eserinin
yasini belirlemede ve bir ¢ok baska uygulamalar i¢in kullanilir. Bu béliimde, tiirevleri
hesaplamay1 kolaylastiracak yontemler gelistirecegiz ve tiirevlerin karmasik fonksiyonlara
yaklagimda nasil kullanilacagini 6grenecegiz.

3 . 1 Fonksiyon Olarak Tiirev

Boliim 2’in sonunda, bir y = f(x) egrisinin x = x, noktasindaki egimini

i flxo + h) — f(xo)
im

h—0 h

TARIHSEL DENEME

Tiirev
olarak tanimlamistik. Eger varsa, bu limite f’nin x,’daki tiirevi demistik. Bu boliimde

tirevi f’nin tanim araligindaki her nokta goze alinarak fden tiiretilmis bir fonksiyon
olarak inceleyecegiz.

TANIM  Tiirev Fonksiyonu
Bir f(x) fonksiyonunun x degiskenine gore tiirevi, x’teki degeri

o) = jim T = I

olan (limitin bulunmasi kosuluyla) f" fonksiyonudur .
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Kiris egimi
J@) — /)

zZ—X

fnin x’teki tiirevi

1) = f(x + h) - /&)

S — )

= lim —

ZoX

SEKIL 3.1 Bir f fonksiyonunun tiirevi igin
fark oranini yazma sekli ilgilendigimiz
noktalari nasil isaretledigimize baglhidir.

Bagimsiz degisken x’e gore tiirev aldigimizi belirtmek icin, tanimda basitce f yerine
f(x) notasyonunu kullaniriz. f"’nin tanim kiimesi, f’nin tanim kiimesinde limitin var
oldugu noktalarin kiimesi, f’nin tanim kiimesiyle ayn1 veya daha kiigiik olabilir. Belirli bir
xi¢in varsa, f’nin x’te bir tiirevi vardir (tiirevlenebilir) deriz. f’nin tanim kiimesinin her
noktasi i¢in f' varsa f’ye tiirevlenebilir deriz.

Eger z =x + h yazarsak & = z — x olur ve ancak ve yalniz z — x ise 4 — 0 dir. Bu ne-
denle, tiirevin bir egdeger tanimi asagidaki gibidir (bkz. Sekil 3.1).

Tiirev i¢in Alternatif Bir Formiil

, . f(z) = fx)
f(x)=zh_)x Z_xx.

Tanimi Kullanarak Tiirev Hesaplama

Bir tiirevi hesaplama islemine tiirev alma denir. Tiirev almanin y = f(x) fonksiyonuna
uygulanan bir iglem oldugunu vurgulamak igin f’(x) tiirevini géstermenin bir bagka yolu
olan

d
paAC))

notasyonunu kullaniriz. Béliim 2.7 Ornek 2 ve 3 islemin y = mx + b ve y = 1 /x’e uygulan-
masini gosterir. Ornek 2

dii(mx-i-b):m
d(3 _,)\_3
dx(2x 4)‘2
a1\ _ 1
d\X) 2

oldugunu gordiik. Asagida iki 6rnek daha bulunmaktadir.

oldugunu gosterir. Ornegin,

Ornek 3'de ise,

ORNEK 1 Tamimi Uygulamak

fx) = ——~ fonkSIyonun tirevini alin.

Cizim  Elimizde f(x) =



| Vx’in x > 0 i¢in tiirevine ¢ok ihtiyag

duyacaksiniz.
d 1
—_— \/7 =
de T vk
y
1
y=gx +1
\
\
@2 y=Vx
—H
| | | | |
0 4

SEKIL 3.2y = Vi egrisi ve (4, 2)'deki
tegeti. Tegetin egimi, x = 4’teki tiirev
hesaplanarak bulunur (Ornek 2).

3.1 Fonksiyon Olarak Tiirev

Ve

. (x+h)
foet =y =

bulunmaktadir, dolayistyla

I fox +h) = f(x)
im ——————

Fio) = tim 75
x+h  x
x+h—1 x—-1
- h
- 1 . G+hE—1) —xtx+h—1) a_c_
h—0h x+h—-—1Dx-1) b d
= lim L. i
—oh (x+h—1)x—-1)
— lim -1 =

0t h - Dx—1)  (x—1)2

ORNEK2  Karekdk Fonksiyonunun Tiirevi

(a) x>0igin y = Vx’in tiirevini bulunuz.

(b) ¥ = Vi egrisinin x = 4’teki tegetini bulunuz.
Coziim

(a) f"’yl hesaplamak igin esdeger formu kullaniriz:

7/ = lim f(Z; - £(X)
- limM
Zz/>X zZ— X
o Vz — Vx
= 1m
BV~ VE)(VE + V)
— lim —— !

=xVz + Vax N 2Vx
(b) x =4’te egrinin egimi

1 1

f4) = =
PAVZ I

tiir. Teget, ( 4, 2) noktasindan 1/4 egimiyle gegen dogrudur (Sekil 3.2):
y=2+ %(x —4)

y=%x+l

y = Vx’in x = 0’daki tiirevini 6rnek 6 da ele alacagiz.
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Gosterim

Bagimsiz degiskenin x ve bagl degiskenin y oldugu bir y = f(x) fonksiyonunun tiirevini
gostermenin bir ¢ok yolu vardir. Bazi yaygin alternatif gosterimler sunlardir:

d d
p =y =5 =L =4 ) = D)) = Dos)

d/dx ve D sembolleri tiirev almanin bir islem oldugunu belirtirler ve tiirev alma opera-
torleri olarak adlandirilirlar. dy/dx’i “y’nin x’e gore tiirevi” olarak, df/dx ve (d/dx)f(x)’i
de “f’nin x’e gore tiirevi olarak okuruz. “Us” gosterimleri y’' ve f' Newton’un tiirev igin
kullandig1 gosterimlerden gelir. d/dx gosterimleri Leibniz’in kullandiklartyla aymidir.
dy/dx sembolii bir oran olarak gériilmemelidir (Bliim 3.8 de “diferansiyel” kavrami tani-
tilana kadar).

D(f) notasyonunu, tiirev fonksiyonu f’ yerine f fonksiyonunun tanim kiimesi (do-
main) ile karigtirmama konusunda dikkatli olun. Farklilik igerikten anlagilmalidir.

Bir tiirevin belirli bir x = a sayisindaki degerini belirtmek igin su notasyonlar1 kul-
laniriz:

, dy daf d
flay=—-1 = = f)|
Ornegin. Ornek 2b de sunlar1 yazabilirdik
d 1 1 1
"(4) = = \/); — = — = =
f ( ) dx x=4 2\/?; x=4 2\/1 4

Bazen bir ifadeyi hesaplamak igin di ¢izgi | yerine koseli parantez | kullaniriz.

Tiirevin Grafigini Cizmek

Egimleri f’nin grafiginden tahmin ederek, ¢ogunlukla y = f(x)’in tiirevinin makul bir ¢izi-
mini yapabiliriz. Yani, xy-diizleminde (x, f'(x)) noktalarini isaretler ve diizgiin bir egri ile
onlar birlestiririz. Bu egri y = f'(x)’i temsil eder.

ORNEK3  Bir Tiirevin Grafigini Cizmek
Sekil 3.3a’daki y = f(x) fonksiyonunun tiirevini ¢izin.
Cozim  Sik araliklarla f grafigine tegetler gizer ve tegetlerin egimlerinden f'(x)’in bu

noktalardaki degerlerini buluruz. Bunlara karsilik gelen (x, f'(x)) ciftlerini isaretler ve
bunlar1 Sekil 3.3b’de yapildigi gibi diizgiin bir egriyle birlestiririz. [

y = f'(x) grafiginden neler dgrenebiliriz? ik bakista sunlar goriilebilir:

f’nin degisim oraninin pozitif, negatif veya sifir oldugu yerler;
2. Herhangi bir x degerindeki biiyiime oraninin kabaca biiyiikligii ve bu biiylikligiin
f(x)’in biiytikligiiyle iligkisi;

3. Degisim oraninin kendisinin artip artmadigi.

ORNEK 4  Kan Sekeri Konsantrasyonu

23 Nisan 1988°de, insan giicliyle ¢alisan Daedalus ugagt Yunanistan’in giiney dogusunda,
Ege Denizi’'ndeki Girit adasindan Santorini adasma 119 km’lik rekor bir ugus yapt.
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y
Egim 0
= flx
Egim -1
10 3
B .. 4 Egim ~ |~ = 2 y-bigim/x-birim
Egim— = £ 4
C ..
~ 8 y-birim
J le.g_
Egim 0
———
~ 4 x-birim
X
0 h 110 15
(a)
Egim

4
3k y =f’(x)/
2

B E|
1 —
y ,
X
} 10 15
-1 ¢
5

"2 Dikey koordinat —1

(b)

SEKIL 3.3 (a)daki y = f(x) grafiginin egimlerini isaretleyerek (b)deki y = f'(x)’in
grafigini gizdik. Mesela, B''nin dikey koordinati B’deki egimdir. f"’in grafigi f’nin
egiminin x ile nasil degistiginin gorsel bir kaydidir.

Ugustan dnceki 6 saatlik dayaniklilik testlerinde, arastirmacilar pilot adaylariin kan geke-
ri konsantrasyonlarini 6l¢tii. Atlet pilotlardan birinin konsantrasyon grafigi, konsantrasyon
miligram/desilitre ve zaman saat olmak iizere, Sekil 3.4a'da goriilmektedir.

Grafik veri noktalarini birlestiren dogru pargalarindan yapilmistir. Her parganin sabit
egimi Olgiimler arasindaki konsantrasyonun tiirevini verir. Her parganin egimini
hesapladik ve tiirevi Sekil 3.4b’de bir basamak fonksiyonu olarak ¢izdik. Ornegin, ilk saat
igin ¢izimi yaparken, konsantrasyonun 79 mg/dLden 93 mg/dLye arttigim gézlemledik.
Net artma Ay = 93 — 79 = 14 mg/dLdir. Bunu Az = 1 saat ile bdlerek, ortalama degisim
oranini buluruz:

A
T)t} = % = 14 mg/dL/saatte
Konsantrayonun bir kdgesinin bulundugu ve egiminin olmadig1 =1, 2, ..., 5 zaman-

larinda konsantrasyonun degisim orani hakkinda bir tahminde bulunamadigimiza dikkat
edin. Tiirev basamak fonksiyonu bu zamanlarda tanimli degildir. [
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y
|
=]
110
g \
g 100 ™
> AN
< L—
2 90
&
]
80
%
0 1 2 3 4 5 6
Zaman (sa)
(a)
%
=
Sls
gl 15—
=
£ 10f
E
& Sr
< N
g ] ] 1 1 1
5 0 1 2 3 4 5 6
=
g sk
=1 —
< —
g -10
M
Zaman (sa)
(b)
Egim =
b+ h) — f(b
im _f( + Z S(b)
Egim = =0

lim fla + h) — fla)

)
h— 0" h

SEKIL3.5 Ug noktalardaki tiirevler tek

tarafli limitlerdir.

[
SANTORINI } =
1

1
Girit D'(anizi ‘

1
1 4
GIRIT i:l:i:l:l

km

AKDENIZ

23 Nisan 1988°de Daedalus un ugus rotasi

SEKIL 3. a) 6 saatlik ugus 6ncesi dayaniklilik testi sirasinda bir Daedalus pilotunun
SEKIL 3.4 (a) 6 saatlik dayaniklilik da bir Daedalus pil

kanindaki seker konsantrasyonu. (b) Pilotun kan sekeri konsantrasyonunun tiirevinin
grafigi testin farkli araliklarinda konsantrasyonun ne kadar hizli artip distiigiini

gostermektedir.
t

Bir Aralikta Tiirevlenebilirlik; Tek Tarafli Tiirevler

Bir y = f(x) fonksiyonunun (sonlu veya sonsuz) bir agik araligin her noktasinda bir tiirevi
varsa, f(x)’e bu aralikta tiirevlenebilir denir. Bir [a, b] kapali araliginin i¢i (a, b) agik
araliginda tiirevlenebilirse ve u¢ noktalarinda

. fla+h) — f(a)
m

hll>0+ P a’da sagdan tiirev
b+ h)— f(b
hlirrol* f(T)f() b’de soldan tiirev

limitleri varsa, [a, b] kapal1 araliginda tiirevlenebilirdir (Sekil 3.5).

Bir fonksiyonun tanim araliginin herhangi bir noktasinda sagdan ve soldan tiirevler
tanimlanabilir. Tek tarafli ve iki tarafli limitler arasindaki iliski bu tiirevler i¢in de gecer-
lidir. Boliim 2.4’teki Teorem 6 dolayistyla, bir fonksiyonun, ancak ve yalniz bir noktada
sagdan ve soldan tlirevleri varsa ve bu tek trafli tiirevlerler esitse o noktada tiirevi olabilir.

ORNEK5 v = |x|Fonksiyonu Orijinde Tiirevienebilir Degildir

y = |x| fonksiyonunun (—00, 0) ve (0, 00) araliklarinda tiirevlenebilir oldugunu, fakat
x = 0’da tlirevinin bulunmadigini gosterin.

Cozim  Orijinin saginda,

%(|x|) = a%(x) = %(1 ex) =1 [%(nvr +b) =m,|x|=x

ve solunda

L) = =Lt =—1 -



x = 0da y'tanimhi degildir:
sagdan-tiirev # soldan-tiirev

SEKIL3.6  y = |x|fonksiyonu,
grafiginde bir “kdgenin” bulundugu
orijinde tlirevlenemez.

3.1 Fonksiyon Olarak Tiirev
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bulunur (Sekil 3.6). Orijinde tiirev olamaz, ¢iinkt tek tarafli tiirevler bu noktada farklidir:

0’da | x |’in sagdan tiirevi = [im w = lim M

h—0* h h—0* h
= hlir%+% h>0ise, |h|=h
= lim1=1

h—0"

. . 0+ nl—10 h
0’da | x |’in soldan tiirevi = [im w = lim u

h—0" h h—0" h
= hhn(}’_Th h<Oise,|h|=—h
= hlin&f —1=-1I.

ORNEK6 v = Vx, x=0'da Tiirevlenebilir Degildir
Ornek 2’de x > 0 igin,

d 1
dx\/;_z\/)?

bulduk. x = 0da tiirevin varligini incelemek igin tanimi uygulariz:

MO+ h=VO _ ]
h

m —= = 00

0" \Vh

lim
h—0"

Sagdan limit sonlu olmadigindan, x = 0’da tiirev yoktur. Orijini y = VX’in grafigi {ize-

rindeki (h, \/ﬁ) noktasina birlestiren kirislerin egimleri 00’a yaklasir. Grafigin orijinde

bir dikey tegeti vardir.

Ne Zaman Bir Fonksiyonun Bir Noktada Tiirevi Yoktur?

Bir fonksiyonun grafigindeki P(x, f(x())’dan ve yakinindaki bir Q noktasindan gegen kiris-
lerin egimleri, O P’ye yaklasirken bir limite gidiyorsa, fonksiyonun x, noktasinda tiirevi
vardir. Q P’ye giderken, kirisler bir limit konuma ulagmadiklarinda veya dikey olduklarin-
da, tiirev bulunmaz. Boylece, tiirevlenebilirlik bir f fonksiyonunun grafigi {izerinde “diiz-
giinliik” kosulu dur. Grafigi diizglin olan bir fonksiyonun ise birkag sebepten dolay1 bir
noktada tlirevi bulunmayabilir, grafiginde asagidaki durumlar bulunuyorsa tiirevi yoktur:

1. Bir koye, tek tarafli 2. Bir sivri ug, PQ kirisinin egimi
tiirevler farklidir. bir taraftan 00’a, diger taraftan
—00’a yaklasir.
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3. bir dikey teget, PQ kiriginin egimi iki taraftan da co’a veya iki taraftan da —o0’a
yaklagir (Burada —o0’a yaklagmaktadir).

4. Bir siireksizlik.

Tiirevlenebilir Fonksiyonlar Siireklidir

Bir fonksiyon, tiirevinin bulundugu her noktada siireklidir.

TEOREM 1 Tiirevlenebilirlik Siireklilidi Gerektirir
f’nin x = ¢’de bir tiirevi varsa, f fonksiyonu x = ¢’de siireklidir.

ispat  f'(c)’nin var oldugu verilmistir, lim, . f(x) = f(c) veya buna esdeger olarak
limy,_,o f(c + h) = f(c) oldugunu goéstermemiz gerekir. /2 # 0 ise,
fle +h) = fle) + (f(c + h) = f(c))
+h) —
N L I O

yazilabilir.



SEKIL3.7 Birim basamak
fonksiyonunun ara deger 6zelligi
yoktur ve reel dogruda bir
fonksiyonun tiirevi olamaz.

ALISTIRMALAR 3.1

3.1 Fonksiyon Olarak Tiirev 155

Simdi, 2 — 0 iken limit alalim. B6liim 2.2°deki Teorem 1°den,

fim e ) = Jim 6) + i S i
= f(c) + f'(c)-0
= flc) + 0
:f(C)- ]

bulunur.

Tek tarafli limitlerdeki ifadelerin benzerleri, f’nin x = c’de bir taraftan (sagdan veya
soldan) tlirevi varsa, f’nin x = c’de o taraftan siirekli oldugunu gosterir.

Sayfa 154’teki Teorem 1 sunu sdyler: bir fonksiyonun bir noktada stireksizligi varsa
(6rnegin sigramali bir siireksizlik) fonksiyon o noktada tiirevlenebilir olamaz. En biiyiik
tam say1 fonksiyonu y = LxJ her tamsayisinda x = n tiirevsizdir (Boliim 2.6, Ornek 4).

DIKKAT = Teorem 1’in tersi yanhstir. Ornek 5°te gordiigiimiiz gibi, bir fonksiyonun siirekli
oldugu bir noktada tlirevinin olmas1 gerekmez.

Tiirevlerin Ara Deger Ozelligi

ilk olarak, Fransiz matematik¢i Jean Gaston Darboux (1842-1917) tarafindan, 1875 y1-
linda ispat edilen asagidaki teoremden goriilebilecegi gibi, her fonksiyon bir bagka fonksiyo-
nun tlirevi olamaz.

TEOREM 2

ave b, f’nin tiirevli oldugu bir aralikta iki noktaysa, f', f'(a) ile f'(b) arasindaki
her degeri alir.

(Ispatlamayacagimiz) Teorem 2, bir aralikta ara deger 6zelligine sahip olmayan bir fonksi-
yonun, o aralikta baska bir fonksiyonun tiirevi olamayacagini sdyler. Ornegin Sekil 3.7
deki birim adim fonksiyonu, reel dogru iizerindeki higbir reel-degerli fonksiyonun tiirevi
olamaz. B6liim 5 te her siirekli fonksiyonun, baska bir fonksiyonun tiirevi oldugunu gore-
cegiz.

Boliim 4.4°te, iki defa tiirevlenebilir bir fonksiyonun grafiginde, “egrilme” davranisi-

nin degistigi bir noktada, neler oldugunu incelemek igin Teorem 2’ye basvuracagiz.

Tiirev Fonksiyonlarini ve Degerlerini Bulma 4 k() =12 k(-0 K(D, K (V2)

Tanimi kullanarak, 1-6 alistirmalarindaki fonksiyonlarin tiirevlerini

bulun. Sonra istenilen tiirev degerlerini bulun.

L fx) =4 —x% f(=3), £(0), f'(1)

2z
5. p(0) = V305 p'(1),p'(3).p'(2/3)
6. r(s) = V2s +1; r(0),r(1),r(1/2)

2. Flx) = (x = 1> + 1; F'(=1),F(0), F'(2) 7-12 alistirmalarinda istenilen tiirevleri bulun.
3
1 a3 dy s . dr
3200 ==; g(-1),202),g(V3 7. y=2x" ise — 8 —+1 ise —
g0 =35 g(-1.22).¢(V3) y o 5 7
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9 t ds
s= ise =
2t + 1 dt
1 . dv
10. v=tr—— 1se —
t dt
1 . dp
11. p= 1se -
Vg+1 dq
12 2= — L e 42
V3w -2 dw

Edimler ve Tegetler
13-16 alistirmalarinda, fonksiyonlarin tiirevini alin ve bagimsiz degis-
kenin verilen degerinde tegetin egimini bulun.
13. f(x)=x+%, x=-3
1
2 +x’
15. s =1 — 2, t=—1
16. y= (x + 1), x=-2

14. k(x) =

x =2

17-18 alistirmalarinda, fonksiyonlarin tiirevlerini alin. Sonra fonksi-
yonun grafigi lizerinde belirtilen noktadaki tegetin denklemini bulun.

17. y = f(x) = (x,y) = (6,4)

8
V-2’
18 w=g@)=1+V4—2z (zw)=(32)

19-22 aligtirmalarinda, tiirevlerin degerini bulun.

19. s=1-3:> ise %
dtli—_1

20. y=1 1 ise dy|
X dxx=~/§

2 . %
21. r= ise
V4-6 dbflo=0
dw

dz |, -4

22. w=z+‘/? ise

Tiirevler icin Alternatif Formiilii Kullanmak
23-26 alistirmalarindaki fonksiyonlarn tiirevlerini bulmak igin
, . f2) — ()
fi) = lim = —7—
formiiliinii kullanin.

1

23. f(x) =

x+ 2
. 1
M0 =
25. g(x) = x—%

26. g(x) =1+ Vx

Grafikler

27-30 alistirmalarinda verilen grafikleri (a)—(d) sekillerinde ¢izilmis
olan tiirev grafikleriyle eslestirin.

Y Y

(@) (b)

/ \N/\x
VAV,

/ OF-/ x
©) (d)
27. y 28. y
\|/y =fix) y = f(x)
0 * 0 *
29. y 30. v
NN AN
\/ 0 \/ ! N_ N[~ *

31. a. Sekildeki grafik u¢ uca eklenmis dogru pargalarindan olus-
maktadir. [-4, 6] araliginin hangi noktalarinda f’ tanimli de-
gildir? Yanitiniz1 agiklayin.

0,2) (6,2)




b. f’nin tiirevini ¢izin. Grafigin bir basamak fonksiyonu
gdstermesi gerekir.

32. Bir fonksiyonu tiirevinden bulmak
a. [-2, 5] kapali araliginda f fonksiyonunu ¢izmek i¢in agagidaki
bilgileri kullanin.
i) f’nin grafigi ug uca eklenmis dogru parcalarindan
olugmaktadir.
ii) Grafik (-2, 3) noktasindan baslamaktadur.
iii) f’nin tlirevi sekilde verilen basamak fonksiyonudur.

b. (a) sikkini grafigin (-2, 3) yerine (-2, 0)’da basladigin
varsayarak tekrarlayin.

33. Ekonomide biiyiime Sekildeki grafikte 1983-1988 yillar
arasindaki U.S. biiylik ulusal iiretimin (GNP) ortalama yillik
yiizde degisimi y = f(¢) verilmektedir. dy/df’yi ¢izin (tamml
oldugu yerlerde). (Kaynak: Statistical Abstracts of the United
States, 110. baski, U.S. Ticaret Odasi, 5.427)

A

T ZIN

YRR ]
2

1

0

1983 1984 1985 1986 1987 1988

34. Meyve Sinekleri (Bolim 2.1, Ornek 3’iin Devami) Kapal or-
tamlarda tiretilen topluluklar, baslangigta az iiyeleri varken yavas
bir sekilde, tireyen bireyler arttikga ve kaynaklar yeterli oldugu
siirece daha hizli, en son olarak da ¢evrenin kaldirma kapasitesine
ulasinca yeniden yavas bir sekilde biiyiirler.

a. Ornek 3’teki grafik yontemi kullanarak, Boliim 2.1°de verilen
meyve sinegi toplulugunun tiirevinin grafigini ¢izin.
Toplulugun grafigi burada yeniden verilmistir.
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b. Topluluk hangi giinlerde en hizli, hangilerinde en yavas
artmaktadir?

Tek Tarafli Tiirevler

35-38 alistirmalarindaki fonksiyonlarin P noktasinda tiirevi ol-
madigim gostermek igin sagdan ve soldan tiirevleri karsilagtirin.

35. y 36.
y=x y =/
y=x
1_
| | X
P(0, 0) * of 1 2
3.y 38. y
y =/ y =/
y=2x—-1 P(1, 1)
1+ y=1
1 AP, 1) L x
y =I\/;c y=x
ol 1 *

Bir Aralik Uzerinde Tiirevlenebilirlik ve Siireklilik

3944 alhstirmalarindaki her sekil, bir fonksiyonun bir D kapali
araligindaki  grafigini gostermektedir. Tanim araligmmin hangi
noktalarinda fonksiyon

a. tirevlenebilir?
b. siireklidir, fakat tirevlenemez?

¢. ne streklidir, ne de tiirevlenebilir?



158

Boliim 3: Tiirev

Yanitlarinizi agiklayin.

39. 40.
y = fx) Y Y
D: 3=x=2 y =fw)
ok ) D: 2=x=3
1+ 1+
| | | | | X 41 | /\I X
3 2 -1 No1 2 2 -1 \o 1 /2 3
_1\ 1
2+ 2k
41. 42.
y
y =)
D: 2=x=3
30~
| [ )
| | | & X
2 -1 0 1 2 3
43. 44.
y
y=fw)
D:-1=x=2
\_
| | | x
-1 0 1 2

Theori ve Ornekler
4548 alistirmalarinda,

a.
b.

45.
47.
49.

50.

Verilen y = f(x) fonksiyonunun f'(x) tiirevini bulun.

y = f(x) ile y = f’(x)’i farkli koordinat eksenleri kullanarak
yanyana ¢izin ve asagidaki sorular yanitlayin.

. Hangi x degerlerinde, varsa, f’pozitif? Sifir? Negatiftir?

. Hangi x deger araliklarinda, varsa, x-arttikga y = f(x) fonksiyonu

da artar, veya x-azaldik¢a azalir? Bunun (c) sikkinda bulduklari-
nizla iliskisi nedir? (Bu iliskiyi Boliim 4’te daha yakindan incele-
yecegiz.)

y=—x2 46. y = —1/x
y=x/3 48. y = x*/4
y = x’ egrisinin negatif bir egimi var midir? Varsa, nerede bu-

lunur? Yanitiniz1 agiklayin.

y = 2V egrisinin yatay bir tegeti var mudir? Varsa, nerede bu-
lunur? Yanitiniz1 agiklayin.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Bir Parabole Teget y = 2x> — 13x + 5 paraboliiniin egimi —1
olan bir tegeti var midir? Varsa, teget i¢in bir denklem ve degme
noktasini bulun. Yoksa, neden yoktur?

y = Vx’e Teget y = Vx egrisinin herhangi bir tegeti x eksenini
x = —1 noktasinda keser mi? Kesiyorsa, teget igin bir denklem ve
degme noktasini bulun. Kesmiyorsa, neden kesmez?

En biiyiik tam say1 (—00, c0) arahiginda tiirevlenebilir her-
hangi bir fonksiyonun tiirevi y = |x| (bkz. Sekil 2.55) olabilir mi?
Yanitinizi agiklaym.

y = |x[in Tiirevi f(x) = |x| fonksiyonunun tiirevinin grafigini ¢i-
zin. Sonra y = (]x|— 0)/(x — 0) = |x|/x’i ¢izin. Ne gdriiyorsunuz?

— f’nin Tiirevi Bir f(x) fonksiyonunun x = x, noktasinda tiirev-
lenebilir oldugunu bilmek —f fonksiyonunun x = x,’da tiirevlene-
bilirligi hakkinda bir sey sdyler mi? Agiklaym.

Katlarin Tiirevi Bir g(¢) fonksiyonunun ¢ = 7 noktasinda tiirev-
lenebilir oldugunu bilmek 3g fonksiyonunun ¢ = 7°de tiirevlenebi-
lirligi hakkinda bir sey sdyler mi? Agiklayin.

Bir boéliimiin limiti g(¢) ve A(f) fonksiyonlarinin #nin biitlin
degerlerinde tanimli olduklarmni ve g(0) = A(0) = 0 oldugunu
varsayn. lim,— (g (7))/(h(¢)) var olabilir mi? Varsa, sifira esit ol-
mak zorunda midir? Agiklayin.

a. f(x), -1 =x = 1 arahginda | f(x)| = x? kosulunu saglayan
bir fonksiyon olsun. f’nin x = 0’da tiirevlenebilir oldugunu gos-
terin ve f/(0)’1 bulun.

b. x=0da

.1
xzsmf, x#0

fx) =

N x=0
fonksiyonunun tiirevlenebilecegini gosterin ve f'(0)’1 bulun.

0 = x = 2 olan bir gergevede y = 1/ (2\/)2) fonksiyonunu ¢izin.
Yine ayni ekranda, 2 =1, 0.5, 0.1 igin
_ Vx+ h— Vx
e
fonksiyonunu ¢izin. Sonra 2 = —1, —0.5, —0.1°1 deneyin. Neler

oldugunu agiklaym.
-2 =x=2,0=y = 3 olan bir gergevede y = 3x* fonksiyonunu
¢izin. Yine ayni ekranda, 2 =2, 1, 0.2 i¢in
_ (x + 1P — X3
B h
fonksiyonunu ¢izin. Sonra 2 = -2, —1, —0.2’yi deneyin. Neler ol-
dugunu aciklayin.
Weierstrass’in hicbir yerde tiirevlenemeyen siirekli fonksiyo-
nu f(x) =X, (2/3)" cos (9"mmx) Weierstrass fonksiyonunun ilk
sekiz teriminin toplami soyledir:
g(x) = cos (mx) + (2/3)"' cos (97x) + (2/3)? cos (9*mx)
+ (2/3)3cos (9*mx) + -+ + (2/3)7 cos (97mx).
Bu toplam gizin. Iyice yakinlagtirin. Bu grafik ne kadar girintili

¢ikimtilidir? Grafigin baktiginiz kisminin diizglin gériinecegi bir
gergeve belirleyin.
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6267 alistirmalarindaki fonksiyonlara asagidaki adimlar1 uygulamak

i¢in bir BCS kullanin.

a. Fonksiyonun genel davranisini gormek igin y = f(x)’i ¢izin.
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f. (c)de buldugunuz formiilii ¢izin. Degerlerinin pozitif, negatif
veya sifir olmasmin anlami nedir? Bunlar (a) sikkindaki
grafiginizle uyusuyor mu? Yanitiniz1 agiklayn.

62. fx) =x*+x*—x, x=1
63. f(x) = P+ B =1

b. Herhangi bir 4 adim biiytikliigii i¢in herhangi bir x noktasinda ¢

farklar oranini tanimlayin.

4x x — 1
64. = 3 s
) X2 +1 X2+ 1

xo=2 65 f(x)=

XO:—l

¢. h — 01igin limitini alin. Bu hangi formiilii verir?

d. x =xgalin ve y= f(x) fonksiyonu ile bu noktadaki tegetini birlikte

¢gizin.

66. f(x) =sin2x, xo=m/2 67. f(x) =x>cosx, xo= 7/4

e. (c)'de elde edilen formiile x,’'dan biiyiik ve kiigiik degisik degerler
verin. Ortaya ¢ikan sayilar grafiginize bir anlam katryor mu?

Tiirev Kurallan

c (x, ¢) x + hy,c)

h

\
\ \

\ \

\ \

\ \

| |

\ \
0 X x+h
SEKIL3.8  (d/dx)(c) = 0 kural1 sabit
fonksiyonlarin degerlerinin asla
degismedigini ve yatay bir dogrunun
egiminin her noktada sifir oldugunu
s6ylemenin baska bir yoludur.

Bu bolim, fonksiyon gesitlerinden ¢ok biiyiikk bir boliimiiniin tiirevlerini almamizi
saglayan birka¢ kural tanitmaktadir. Bu kurallari burada ispat etmekle, her seferinde
tanim1 uygulamadan fonksiyonlarin tlirevlerini alabilecegiz.

Kuvvetler, Katlar, Toplamlar ve Farklar

Tiirev almanin birinci kurali sabit her fonksiyonun tiirevinin sifir oldugudur.

KURAL 1 Bir Sabit Fonksiyonun Tiirevi
f sabit fonksiyon f(x) =c ise,

af _d ..\ _
dx  dx (c) =0
olur.
ORNEK 1
f’nin degeri sabit ve f(x) =8 ise,
i _d . _
ol 5(8) =0

dir. Benzer sekilde,

d(_m)\ _ d _

dx( 2)-0 ve dx(\/§>—o n
dir.

Kural Tinispati  Tiirev tanimini, sonuglari sabit ¢ degeri olan f(x) = ¢ fonksiyonuna uygu-
lariz (Sekil 3.8). Her x degerinde

for +h) = f) _

’ — 1; C
f'00 = lim h

lim <—< = 1im0 = 0 n
h—0 h—0

oldugunu buluruz.
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TARIHSEL BIYOGRAFI

Richard Courant
(1888-1972)

Ikinci kural n pozitif bir tamsay1 ise, x¥"*nin tiirevinin nasil alacagin1 sdyler.

KURAL2  Pozitif Tamsayilar icin Kuvvet Kurali
n pozitif bir tamsay1 ise,

olur.

Kuvvet kuralint uygulamak igin, orijinal {is (n)'den 1 ¢ikarir ve sonucu 7 ile ¢arpariz.

ORNEK2  Kural 2yi Yorumlama

f X x? x3 x*

f 1| 2x | 3x% | 4x° m

Kural 2'nin Birinci ispati
=X == x)" P e xT T
formiilii, sag taraf ¢arpilarak saglanabilir. Boylece, tiirev taniminin alternatif formundan

J6) =g e

"(x) =1
x im — im ~—5—
/ My =X M=y
= lm@E" "+ 2" 2% + o+ 2x"2 4+ X
z—>X
= nx""!

bulunur.

Kural 2'nin ikinci Ispati ~ f(x) = x" ise, f(x + k) = (x + h)" olur. n pozitif bir tamsay1 oldugun-
dan, Binom Teoremine gore (x + /)" yi agarak

N T O
f'(0) = Jim St = Jim S

n(n —

li 2
— 5 h

nn —1)
= lim 2

h—0 h

nn—1)
2

nx"! ]

[x” + nx""'h + 1)x"_2h2 + o nxh" + h”} - x"

nx" "+ X"2hE kT R

= lim {nx"l + X"h oA+ onxh" T+ h"l}

h—0

buluruz.
Ugiincii kural, tiirevlenebilir bir fonksiyon bir sabitle garpildiginda tiirevinin de ayni
sabitle garpilacagini soyler.



y =3x2

SEKIL3.9  y = x? ve y = 3x? grafikleri.
y-koordinatlarini tigle garpmak egimi ii¢
katina ¢ikarir (Ornek 3).

Fonksiyonlar u ve v ile gdsterme

Bir tiirev alma formiiliine ihtiyag
duydugumuzda calistigimiz
fonksiyonlar biiytik olasilikla f ve g
gibi harflerle temsil edileceklerdir.
Formiilii uygulamak istedigimizde, ayn1
harfleri farkli sekilde kullanmay1
istemeyiz. Bundan kaginmak igin, tiirev
alma kurallarindaki fonksiyonlart
muhtemelen kullanilmayan u ve v gibi
harflerle gosteririz.

11
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KURAL3  Sabitle Carpim Kurali
u x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonu ve ¢ bir sabit ise,

du
ax o e = “ax

olur.

Ozel olarak, n pozitif bir tamsay1 ise,
i ny _— n—1
e (ex") = cnx
olur.

ORNEK 3
(@)
d%(?)xz) =32x = 6x

tiirev formiilii y = x° grafigini her y koordinatim1 3 ile garparak yeniden lgeklersek, her
noktada egimi 3 ile ¢arpacagimizi sdyler (Sekil 3.9).

(b) Yararh bir 6zel durum

Tiirevlenebilir bir fonksiyonun negatifinin tiirevi fonksiyonun tlirevinin negatifidir.
Kural 3’te ¢ =1 ahrsak

Aoy .y - _du
( )_d( u)— 1 dx(u)_ T -
elde ederiz.
Kural 3'iin ispati
d i Cu(x + h) B Cu(x) f(x) = cu(x) ile tiirev
jxcu - ;}EH) h tanimi
- C,,‘_%T Limit 6zelligi
- flz u tiirevlenebilir ]

Bir sonraki kural, iki tiirevlenebilir fonksiyonun toplaminin tiirevinin, tiirevlerinin
toplami1 oldugunu soyler.

KURAL4  Tiirev Toplama Kurali

u ve v x’in tiirevlenebilir fonksiyonlari ise, toplamlart # + v her ikisinin de
tiirevlenebildigi her noktada tiirevlenebilirdir. Bu sekildeki noktalarda

d _ du  dv

YT T
olur.
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ORNEK 4 Bir Toplamin Tilrevi

y=x*+ 12x
dy 4 d
Eza(x“) +$(12x)
=4x + 12 ]

Kural &'linispati  Tiirev tanimimi £(x) = u(x) + v(x)’e uygulariz.

h 1 —
L) + v)) ngx+>+vu+/] [u(x) + v(x)]

ulx + h) — u(x) N vix + h) — v(x)

i h h
i u(x+h)—u(x)+l, v(x+h)—v(x)_@+dl
= h B0 h T dx

Toplam kuralini sabitle ¢arpim kuraliyla birlestirirsek, tiirevlenebilen fonksiyonlarin
farkinin tirevinin, tiirevlerinin farki oldugunu sdyleyen fark kurahlini elde ederiz:

dv _du _dv

d. v _d _ _du
dx(u U)_dx[u+(1)v]_dx+(ldx_dx dx

Toplam kurali ayrica, toplamda sonlu sayida fonksiyon bulunmasi sartryla, iki

fonksiyondan fazla fonksiyonun toplami icin de gegerlidir. wuy, us,...,u, x’te
tirevlenebiliyorsa, u; + u, + --- + u, de tiirevlenebilirdir ve su sonucu buluruz:

d du;  dup du,

& (1 T ) = gt dx

ORNEK5  Bir Polinomun Tiirevi
y=x3+§x2—5x+1
ax ~ axt T dx

3x2+%-2x—5+0

d
Y _ 4,5, d (;‘x2> = Lsn + L)

=3x2+§x—5 ]

Ornek 5°deki polinomun tiirevini aldigimiz gibi, herhangi bir polinomun tiirevini
terim terim alabilecegimize dikkat edin.

ikiden Fazla Fonksiyonun Toplami igin Toplam Kuralinin ispati

d _ duy | duy du
dx(u1+u2+~--+un)—dx+dx+ +dx

ifadesini matematiksel indiiksiyonla ispatlayacagiz (Bkz. Ek 1). ifade, demin ispatlandig1
gibi, n = 2 i¢in dogrudur. Bu indiiksiyonla ispatin ilk adimidir.



Yy o oy=xt-22+2

0,2)

1
(-1, 1) (1, 1)

I I X
-1 0 1

SEKIL3.10  y = x* — 2x? + 2 egrisi ve
yatay tegetleri (Ornek 6).
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Adim 2, ifadenin herhangi bir pozitif n = k, k = ny =2 say1s1 igin dogruysa, n =k + 1
icin de dogru olacagini gostermektir. Bu yiizden,

d _ dm, duy du
dx(u1+u2+~-+uk)— o T T + (1)

oldugunu varsaym. Bu durumda,

d
gttt we)

Bu toplamla tanimlanan Bu fonksiyona

fonksiyona u deyin. v deyin.
_d i1 d K
= E(ul +u + oo+ uk) + i e (u + v) icin Kural 4
du;  dup duy,  dugyq
=—F =+ -+ + 1) denklemi
dx dx dx dx (1) denklemi
olur.
Bu adimlarin tamamlanmasiyla, matematiksel indiiksiyon prensibi toplam kuralini her
n = 2 tamsayisl igin dogrulamistir. [

ORNEK 6 Yatay Tegetleri Bulma

y =x*—2x%+ 2 egrisinin yatay tegeti var mudir? Varsa, nerededir?

Cizim  Varsa, yatay tegetler dy/dx egiminin sifir oldugu noktalarda bulunur. Su halde,

d
%=%(x4—2x2+2)=4x3—4x
dir.
.. dy o
Simdi, x’i¢in ol 0 denklemini ¢oziin.
dxd —dx =0
4x(x>-1)=0
x=0,1,-1

y =x*—2x* + 2 egrisinin x = 0.1 ve —1’de yatay tegetleri vardir. Egri iizerinde bunlara
karsilik gelen noktalar (0, 2), (1, 1) ve (-1, 1) noktalaridir. Sekil 3.10’a bakin. [

Carpma ve Bolmeler

iki fonksiyonun toplammin tiirevi tiirevlerinin toplamina esitken, iki fonksiyonun ¢arpim-
larnin tiirevi tiirevlerinin carpimina esit degildir. Ornegin,

dey. 4 o=1.1=1 i Ao y=9 2=
SO = 11=] iken dx(xx) @)=

bulunur. iki fonksiyonun ¢arpiminin tiirevi simdi agiklayacagimiz gibi iki ¢arpmmin topla-
mina esittir.

KURAL5  CARPIM KURALI

u ve v x’te tiirevlenebilirlerse, carpimlart uv de tiirevlenebilir ve
d _ v du
dx(uv) ~ Ydx * Yidx

olur.
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Carpim Kuralinin Gdsterimi
u(x) ve v(x) pozitif ve x artarken
artryorlarsa ve 7 > 0 ise,

=

v(x + h)

Av u(x) Av :_Au Aa

_[essansaassess F——d

V() Lo

| |

u(x)v(x) i;(x) AI,%

| |

l |

| I

0 / A\
u(x) u(x + h)

resimdeki toplam renkli alan
ulx + hv(x + h) — u(x)v(x)
=ulx + h) Av + v(x + h)
Au — Aulv
dir. Bu denklemin iki tarafini da /4 ile
bolersek,
ulx + hv(x + h) — u(x)v(x)

h
=u(x + h)ﬁ + v(x + h)M
h h
buluruz.
h— 0", iken
Av dv

Au- 7 —0- o 0
elde ederiz ve boylece geriye

d _ v du

dx(uv) Uk * Vidx

kalir.

uv garpiminin tiirevi u kere v’nin tiirevi art1 v kere «’nun tiirevidir. Uslii gdsterimle,
(uv)" = uv' + vu' yazilir. Fonksiyon notasyonu ile

d%[f()é)g(X)] = f(x)g'(x) + g(x)f'(x).
yazilabilir.

ORNEK?7  Carpim Kuralini Kullanma

fonksiyonunun tiirevini bulun.

Gizim  u=1/x ve v=x+ (1/x)ile garpim kuralin1 uygulariz:

dl(-,1 1 _ 1 2 1 1 i(zm) zldl f vdl ve
dx {x (x + x)} X (2x xz) + (x + x)( xz) tj/\ | d,;- dx
1 E@ e

_,_ 1.1
=2 3 1 %3 Boliim 2.7, Ornek 3
2
=1 - = m
E
Kural 5'in ispati
d e ulx + hv(x + h) — u(x)v(x)
dx (wv) = hir%) h

Bu kesri u ve v’nin tlirevlerinin farklar oranini igeren bir hale doniistiirmek igin kesrin tist
tarafina u(x + h)v(x) ekler ve ¢ikaririz:
ulx + hv(x + h) — ulx + hv(x) + ulx + hv(x) — ulx)v(x)

d (uv) = lim
dx h—0 h

vix + h) — v(x) ulx + h) — u(x)

A S

vix + h) — v(x)
h

= i +h
H |ulx + h)

u(x + h) — u(x)

= li + h)- 1 + - li
hirbu(x ) 0 v() S0 h
h sifira yaklasirken, u(x + &) u(x)’e yaklasir, ¢iinkii #, x’te tirevlenebildigi igin, x’te stirek-
lidir. iki kesir de dv/dx ve du/dx’in x’teki degerlerine yaklagir. Kisacasi,
d o _ dv_  du
dx(uv)_udx+vdx |
bulunur.

Asagidaki ornekte, elimizde sadece sayisal degerler vardir.

ORNEKS8  Sayisal Degjerlerden Tiirev
v =uv, u ve v fonksiyonlarmin garpimi olsun.
u(2) = 3, u'(2) = —4, v(2) =1 ve v'(2) =2
ise, ¥'(2)’yi bulun.
Coziim
y' = (wv) = w' + vu'

seklinde yazilmis olan ¢arpim kuralindan
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V'(2) = u)'(2) + v(2)u'(2)

=3)2)+(1)(-4)=6—-4=2 [ |
buluruz.

ORNEK9  Bir Carpimin Tiirevini iki Yolla Bulma

y=(?+ 1)(x* + 3) fonksiyonunun tiirevini bulun.

Coziim
(a) Carpim kuralinda, u = x> + 1 vev = x* + 3, alirsak,
LI+ 1)@ +3)] = &2+ DB + & + 3)(2)
= 3x* 4+ 3x% + 2t + 6
= 5x* + 3x? + 6x.

(b) Bu 6zel garpimin tiirevi ayrica, y’nin orijinal ifadesindeki garpimlar1 yapip ortaya
¢ikan polinomun tiirevini almakla da bulunabilir (belki daha da iyi olur):

y=x*+Dx*+3)=x"+x>+3%x>+3

d
2. 5x* + 3x2 + 6x.
dx
Bu ilk sonucumuzla uyumludur. [

iki tiirevlenebilir fonksiyonun garpiminin tiirevi tiirevlerinin ¢arpimlari olmadig1 gibi, iki
fonksiyonun bdliimiiniin tiirevi de tiirevlerinin bolimii degildir. Bunun yerine olan sey
sudur:

KURAL 6 Bdliim Kurali

u ve v x’te tiirevlenebilir ve v(x) # 0 ise, u/v bdliimii x’te tiirevlenebilir
ve sonug

Jdu  dv
d (u) _ _dx dx
dx \v 2

olur.

Fonksiyon notasyonu ile:

d {f(x)} _8W)f'(x) — f(x¥)g'(x)
dx | g(x) 2%(x)

ORNEK 10 Fark Kuralini Kullanma

fonksiyonunun tlirevini bulun.



166

Boliim 3: Tiirev

Coziim
u=r—1vev=r+1 alarak béliim kuralin1 uygulariz:

@ _ (12 +1):2t — (t2 —1)-2¢ d <£> _ vldu/dt) — u(dv/dr)
dt (;2 + 1)2 dr\v) 2
263 + 2t — 243 + 2t
(17 + 1)
4
(t* + 1)?

v°

Kural 6’nin ispati
u(x + h) B @
d (u) o vix + h)  vx)
m

dx \V h—0 h
B v(X)u(x + h) — u(x)v(x + h)
) h(x + h)v(x)

Son kesri # ve v’nin tiirevlerinin farklar oranini igeren bir kesre ¢evirmek igin, kesrin st
tarafina v(x)u(x) ekler ve gikartiriz. Bu durumda

d (u) — lim v(x)ulx + h) — v(x)ulx) + v(x)u(x) — u(x)v(x + h)

dx \V) >0 hu(x + h)v(x)
u(x + h) — u(x) vix + h) — v(x)
vx) ————— —ulx) ————————
= lim h h
h—0 v(x + h)v(x)
buluruz. Boéliinen ve bdlenin limitini alarak, boliim kuralini elde ederiz. [ |

Xin Negatif Tamsayilar Kuwetleri

Negatif tamsayilar i¢in kuvvet kurali pozitif tamsayilarinkiyle aynidir.

KURAL7  Negatif Tamsayilar icin Kuvvet Kurali

n negatif tam bir tamsay1 ise ve x # 0 ise
d -
- (x") = nx""!

olur.

ORNEK 11

(a) d% <)1C> = d%(xfl) =(—1)x?2= —é Boliim 2.7, Ornek 3 ile uyusur

(b) d% (;) - 4%({3) =4(-3)x*t = —i—f -



SEKIL3.11  Ornek 12 deki

y=x+(2/x) egrisinin (1,3)’teki tegeti.
Egrinin tigiincii dortte bir bolgede burada
goriilmeyen bir pargasi vardir. Bunun gibi
fonksiyonlarin grafiklerini ¢izmeyi Bolim
4’te gorecegiz.
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Kural 7'nin ispati  ispat boliim kuralini kullanir. 7 negatif bir tamsayz ise, m pozitif bir tam-
say1 olmak iizere n = —m olur. Yani, x" =x" = 1/x" olur ve

d, . _d{1
ax ™) dx()

x™ d(l)— l-d(x”’)

“dx dx
= ( m)2 u=1ve v=x" ile b6liim kurali
X
0 - mx™ ! m > 0 oldugundan,
- 2m L/ my — om—1
x e (x™) = mx
= —mx !
_ n—1 = o s
= nx . m = n oldugu igin n
ORNEK 12 Bir Egriye Teget
_ 2
y=x+x

egrisinin (1, 3) noktasindaki tegetinin denklemini bulun (Sekil 3.11).

Cozim  Egrinin egimi

b d d (1) _ LY_,_2
dx_dx(x)+2dx<x =1+2 2 =1 ey

olur. x = 1’deki egim ise

b
dx

d
= -5 =1-2=-1.
x=1 |: xzx:1

olarak bulunur. (1, 3) noktasindan —1 egimi ile gegen dogru

y—3= (‘1)()6 - 1) Nokta-egim denklemi
y=—-x+1+3

y=—x+4. u
dogrusudur.

Bir tiirev alma problemini ¢ézerken hangi kurallarin secilecegi ne kadar is yapmaniz
gerektigine baghdir. Asagida bir 6rnek verilmektedir.

ORNEK 13 Hangi Kuralin Kullanilacadjini Secme

(x — D(x?* — 2x)
y= 7 )
X
fonksiyonunun tiirevini almak igin bolim kuralini kullanmak yerine kesrin iist tarafini
ac¢in ve x* ile béliin:
(x — 1)(X2 — 2x) _ x3 = 3x% + 2x 1

= =x' = 3x72 + 273,
y A 2
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| Tiirev Sembolleri Nasil Okunur
yl

“ fissii”
“y iki iissii”

“d kare y bolii dx kare”

“y lig tissti”
“y issii n”

“dissli n y bolil dx tissii n”

“D lissii n”

Simdi de toplam ve kuvvet kurallarini kullanin:

v _ -3 —4
it 3(—2)x > + 2(—3)x
1 6 6
T n
¥ ox Xt

ikinci ve Daha Yiiksek Mertebe Tiirevler

y = f(x) tirevlenebilir bir fonksiyon ise f'(x) tirevi de bir fonksiyondur. f'«de
tiirevlenebilirse, x’in yeni bir fonksiyonunu, f">yii elde etmek i¢in f'’niin tiirevini alabili-
riz. Boylece = (f')'olur. f” fonksiyonuna f’nin ikinci tiirevi denir. Notasyonla
ooy o Y _d (N A, 2

1@ ="5=5 ) =@ =¥ = DN = D2 ).

D?* sembolii, tiirev alma isleminin iki defa uygulandig1 anlamindadur.
y=x% ise, y' = 6x>dir ve
,_ Y d

= o = oo (6") =304

olur. Boylece, Dz(x(’) = 30x* dir.

" tiirevlenebilirse, tiirevi y” = dy"/dx = d’y/dx>, y’nin x’e gore iigiincii tiirevidir.
Verilen isimler, tahmin edebileceginiz gibi, herhangi bir pozitif » sayisi igin,

dn
yo = d%yww - dx{ = Dy
y’nin x’e gore n.inci tiirevi olacak sekilde devam eder.

ikinci Tiirevi, y = f(x)’in grafiginin her noktasindaki tegetinin egiminin degisim ora-
n1 olarak yorumlayabiliriz. Bir sonraki boliimde ikinci tiirev bize sunu gosterecektir: deg-
me noktasi hareket ettirilirken, egri tegetten yukariya dogru mu yoksa asagtya dogru mu
egrilmektedir. Bir sonraki alt boliimde ikinci ve {igiincii tiirevleri, bir dogru tizerinde hare-
ket bakimindan yorumlayacagiz

ORNEK 14 Yiiksek Mertebe Tiirevleri Bulma

y = x3 — 3x% + 2’nin ilk dort tiirevi:
Birinci tiirev: y' = 3x% — 6x
Ikinci tiirev: y'=6x—6
Ucgilincii tiirev: Yy =6
Dordiincti tiirev: y@ =0

Fonksiyonun, besinci ve daha yiiksek tiirevleri sifir olmak {izere, her mertebeden tiirevi
vardir.
]
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Tiirev Hesaplamalar
1-12 alistirmalarinda, birinci ve ikinci tiirevleri bulun.

1.y=—x*+3 2. y=x+x+38
3.5 =52 -3 4. w=3z" — 723 + 2122

4x3 X3 x2

A _X XX
5.y= 3 b 6. y 3+2+4
7.w=3z*2—% 8.s=—2f1+t4—2
9. y = 6x> — 10x — 5x72 10. y =4 —2x — x73

D _12_ 4 1
11.1’—3S2 2 12. r 0 (934-04

13-16 alistirmalarinda, y” tiirevini (a) ¢arpim kuralini uygulayarak,
(b) tiirevinin alinmas1 daha kolay terimler elde etmek igin ¢arpanlari
agarak bulun.

13.y=@B-x) —x+1) 4. y=(x—Dx>+x+1)

15.y=(x2+1)(x+5+%)16.y=(x+%)<x*%+l>

17-28 alistirmalarindaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulun.

_2x+5 2+ 1
17.y=5"3 18 2= 5
_x*—4 -1
19. g(x)7x+0.5 20. f(t)7t2+t—2
21. v=(1 — (1 + ¢! 22. w=(2x — 7)) '(x + 5)
Vs — 1 S5x + 1
23. = 24, u = ——
1) Vs + 1 PV
25,y = LEX—4Vx 26.r:2(i+\/§>
Vo
1 x+1Dx+2)
27. y = 2 2 =
x*=—Dx"+x+1) (x = Dx —2)

29 ve 30 alisirmalarindaki fonksiyonlarin her mertebelerden tiirev-
lerini bulun.
4 5
_xt 3 = X
29. y = 2 2% X 30. y 120
31-38 alistirmalarindaki fonksiyonlarm birinci ve ikinci tiirevlerini

bulun.

3 2
x°+7 -+ 5t —1
31._)/:T 32.S:t72
0— 10> +6+1 2+t -x+ 1
33, = 02 DO ) gy 2 D et D
0 X

35 w= (1 ;3Z>(3 “2) 36w=(+Dz— D2+

T+ 3\ /q* — 1 243
37.p=<q )(q ; ) 8. p= 1 .
129 q (=1 +(@q+1)

Sayisal Degerleri Kullanma
39. u ve v’nin x’in x = 0'da tiirevlenebilir fonksiyonlari oldugunu ve

u(0) =35, u'(0)=-3, v(0)=-1, v'(0)=2

oldugunu varsayin. Asagidaki tiirevlerin x = 0°daki degerlerini bu-
lun.

d d (u d (v d
a - (uv) b. e (U) o (u> d. e (7v — 2u)

40. u ve v’nin x’in tlirevlenebilir fonksiyonlar1 oldugunu ve
w(l) =2, u'(1)=0, v(l) =5 v'(1)=-1

oldugunu varsayin. Asagidaki tiirevlerin x = 1’deki degerlerini bu-
lun.

d d (u d (v d
a. dx(uv) b. dx(”) . (u) d. dx(7v—2u)

Edimler ve Tegetler

41. a. Bir egriye normal y = x* — 4x + 1 egrisinin (2, 1) noktasindaki
tegetine dik dogrunun denklemini bulun.

b. En kiigiik egim Bu egrinin en diisiik egimi nedir? Bu egim
hangi noktadadir?

c. Istenilen egimde teget Egrinin egiminin 8 oldugu noktalarda
bulunan tegetlerin denklemlerini bulun.

42. a. Yatay tegetler y = x’ — 3x — 2 egrisinin yatay tegetlerinin
denklemini bulun. Bu tegetlere teget noktasinda dik olan
dogrularin denklemlerini de yazin.

b. En kiiciik egim Bu egri lizerindeki en diisik egim nedir?
Egri tizerindeki hangi noktada bu egim vardir? Bu noktadaki
tegete dik olan dogrunun denklemini yazin.

43. (Asagida gizilmis olan) Newton 'un Yilani’nin orijindeki ve (1, 2)

noktasindaki tegetlerini bulun.

1,2)

o
—_
o -
w -
Ny
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44. (Asagida cizilmis olan) Agnesi ‘nin Cadisi’nin (2, 1) noktasindaki
tegetini bulun.

45. Birim fonksiyona kuadratik bir teget y = ax® + bx + ¢ egrisi
(1, 2) noktasindan geger ve y = x dogrusuna orijinde tegettir. a, b
ve ¢’yi bulun.

46. Ortak tegeti bulunan kuadratikler y = x> + ax + b ve
y = ex — x* egrilerinin (1, 0) noktasinda ortak bir tegetleri vardir,
a, b ve c’yi bulun.

47. a. y = x* — x egrisine (-1, 0) noktasinda teget olan egrinin denk-

lemini bulun.
b. Egriyi ve tegetini birlikte ¢izin. Teget egriyi baska bir noktada
da kesmektedir. Bu noktanin koordinatlarini bulun
Ikinci kesisim noktasi igin buldugunuz koordinatlari egri ve
teget denklemlerini birlikte ¢dzerek kontrol edin (SOLVER
tusu).

c.

48. a. y = x* — 6x? + 5x egrisine orijinde teget olan egrinin denk-
lemini bulun.

Egriyi ve tegetini birlikte ¢izin. Teget egriyi baska bir noktada
da kesmektedir. Bu noktanin koordinatlarini bulun.

I

c. Ikinci kesisim noktast igin buldugunuz koordinatlari egri ve
teget denklemlerini birlikte ¢6zerek kontrol edin (SOLVER
tusu).

Teori ve Ornekler

49. n. dereceden genel bir polinom a, # 0 olmak iizere

P(x) = a,x" + a1 x" '+ o+ ax? + aix + ag

seklindedir. P’(x)’i bulun.

50. Viicudun ilaca tepkisi Viicudun bir ilag dozuna tepkisi bazen

_ap2(C_M
R=M (2 3)

seklinde bir denklemle tanimlanabilir. Burada C pozitif bir sabit
ve M de kanda bulunan ilag miktaridir. Tepki kan basincinda bir
degisimse, R milimetre civa olarak olgiliir. Tepki ateste bir
degisiklikse, R derece olarak o6lgiilir, ...

dR/dM’yi bulun. M’nin bir fonksiyonu olan bu tiireve
viicudun ilaca duyarlilig1 denilir. Béliim 4.5’te viicudun en du-
yarli oldugu ilag miktarinin nasil bulundugunu goérecegiz.

51. Carpim kuralimdaki v fonksiyonunun sabit bir ¢ degeri oldugunu
varsayalim. Bu durumda carpim kurali ne verir? Bunun sabitle
carpim kuraliyla iliskisi nedir?

52.

53.

54.

55.

Carpmaya gore ters kural

a. Carpmaya gore ters kurali v(x) fonksiyonunun tiirev-
lenebildigi ve sifirdan farkli oldugu bir noktada

d(l)y_ _1ldv
dx \V v? dx
oldugunu sdyler. Carpmaya gore ters kuralinin bolme kurali-

nin 6zel bir hali oldugunu gosterin.

b. Carpmaya gore ters kurali ile carpma kuralinin birlikte bolme
kuralini verdigini gosterin.

Carpim kuralinin genellestirilmesi Carpim kurali x’in iki
tiirevlenebilir fonksiyonunun wv ¢arpiminin tiirevinin

d (w) = u@ + v@
dx dx dx
oldugunu sdyler.
a. x’in tiirevlenebilir zi¢ fonksiyonunun yvw ¢arpiminin tiirevinin
formiilii nedir?
b. x’in tiirevlenebilir dort fonksiyonunun u;upuzus garpiminin
formiilii nedir?
¢. x’in tiirevlenebilir sonlu » tane fonksiyonunun wujupus. .. u,
carpiminin formiilii nedir?

Rasyonel kuvvetler

a. x*/?yi x+x'/? geklinde yazarak ve garpim kuralini kullanarak
d%’c (x3/ 2) ’yi hesaplayn.

Kural. Cevabinizi x’in bir rasyonel kuvvetinin bir rasyonel

kat1 olarak ifade ediniz. (b) ve (c)’yi de benzer yontemle

¢Oziin.

i 5/2Y oy
b. i (x*#) ’yi bulun.

i 7/2Y oy
e (x"#) ’yi bulun.

d. (a), (b) ve (c)deki cevaplarimizda ne gibi bir yapi goriiyorsu-
nuz? Rasyonel kuvvetler Boliim 3.6 nin konularindan biridir.

Silindir Basine1 Bir silindir igindeki gaz sabit bir 7 sicakliginda
tutuluyorsa, P basinci / hacmine
2
p— NMRT _ an”
V — nb &

seklinde bir formiille baglidir. Burada, a, b, n ve R birer sabittir.
dP/dVyi bulun. (Sekle bakimiz)
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A 56. Siparis icin en iyi miktar Envanter yoOnetiminin formiil-
lerinden biri mallarin ortalama haftalik sipariginin, 6demesinin ve
depolanmasinin maliyetinin

A
) \J

Alg) = % + cm + hjq
= oldugunu sdyler. Burada ¢ elinizdekiler azaldiginda 1smarladigi-
\\% niz seylerin (ayakkabilar, radyolar, siipiirgeler, veya her ne olursa)
T T~ miktari, & bir siparis vermenin maliyeti (aynisi, her ne kadar sik-
Iikta siparis verirseniz verin), ¢ bir malin maliyeti (bir sabit), m
\/ her hafta satilan mal sayis1 (bir sabit) ve 4 de mal basina haftalik

depolama maliyetidir (yer, sigorta, imkanlar ve giivenlik gibi sey-
leri de igeren bir sabit). d4/dq ve d’4/dg*’yi bulun.

33 Bir Degisim Orani Olarak Tiirev

Boliim 2.1 de ortalama ve anlik degisim oranlarinin incelemesine basladik. Bu béliimde,
tirevlerin, ¢evremizdeki diinyada degisen bazi seylerin oranlarini modellemede
kullanildig1 uygulamalar1 arastirmaya devam ediyoruz. Bir dogru boyunca hareketin in-
celenmesini tekrar hatirlayip baska uygulamalar inceleyecegiz.

Degisimi, zamana gore degisim olarak diisiinmek dogaldir, ancak baska degiskenler
de aymi sekilde incelenebilir. Ornegin, bir doktor bir ilacin miktarindaki degisikliklerin
viicudun ilaca tepkisini nasil etkiledigini bilmek isteyebilir. Bir ekonomist, celik iiretim
maliyetinin, Uretilen miktar ton sayisina bagli olarak nasil degistigini arastirmak isteye-
bilir.

Anlik Degisim Oranlari

(f(x + h) — f(x))/h fark bolimiind, f’nin x’ten x + h’ye kadar olan aralik tizerindeki
ortalama degisim orani olarak yorumlarsak, bu boliimiin # — 0 iken limitini, f’nin x’teki
degisim orani olarak yorumlayabiliriz.

TANIM  Anlk Degisim Orani
f’nin xyda x’e gore anlik degisim orani

flxo + h) — f(xo0)

f'(xo) = ;}I_Ipo 7

tiirevidir (limitin var olmasi kosuluyla).

Boylece, anlik oranlar ortalama oranlarin limitleridir.

x zamani temsil etmese bile anlik kelimesini kullanmak aligkanlik halini almistir. An-
cak bu kelime genellikle ithmal edilir. Degisim orani derken, anlik degisim oranini kast-
edecegiz.
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t = At zamanindaki
konumu
| As |
—_—— )y 9 ——————> ¢
s = f(0) s+ As = f(t + Ap)

t ve daha sonraki bir

SEKIL3.12  Bir koordinat dogrusunda
hareket eden bir cismin bir 7 ve daha
sonraki bir # + Af zamanindaki konumu.

ORNEK 1

Bir ¢cemberin alani 4, ¢apa su formiille baglidir:

Bir Cemberin Alani Capa Bagli Olarak Nasil Degisir

_ T 2
A—4D.

Cap 10 m oldugunda, alan gapa gore ne hizla degisir?

Cozim  Capa bagli olarak alanin (anlik) degisim orant
dA _ 7 oy _ 7D
i~ 4P =7
dir. D = 10 m oldugunda, alan (7/2)10 = 57 m?/m hiziyla degismektedir. ]

Bir Dogru Uzerinde Hareket - Yer Degistirme, Hiz, Siirat, ivme ve Cekme

Bir cismin bir koordinat dogrusu (mesela bir s-ekseni) boyunca hareket ettigini ve bu
dogru tizerindeki konumunu, s, zamanin, #, bir fonksiyonu olarak bildigimizi varsayalim:

s =f(0)
Cismin ¢ ile # + At arasindaki zaman araliginda yer degistirmesi (Sekil 3.12)
As = f(t+ Af) — f(?)
ve cismin bu zaman araligindaki ortalama hizi

yer degistirme Ay

Vv =

e+ A — (1)

gidis zaman1 At At

dir.
Cismin tam ¢ anindaki hizin1 bulmak igin, #den 7+ Af’ye olan aralik tizerindeki orta-
lama hizin, At sifira giderken limitini aliriz. Bu limit f’nin #’ye gore tiirevidir.

TANIM  Hiz

Hiz (Anhk hiz) konumun zamana gore tiirevidir. Bir cismin ¢ anindaki
konumu s = f(¢) ise, cismin ¢ anindaki hizi
o) =%~ fim fe+ A — (1)
dt A At

t—0

ORNEK 2

Sekil 3.13’te bir 1996 model Riley&Scott Mk III — Olds WSC yarig otomobilinin konum-
zaman grafigi goriilmektedir. PQ kiriginin egimi ¢ = 2 ile = 5 sn arasindaki 3 sn’lik
araliktaki ortalama hizidir, yani burada 100 ft/sn veya 68 mil/sa.

P “deki tegetin egimi ise ¢ = 2 sn’de hiz gdstergesinin okudugu deger, yam 57 ft/sn
veya 39 mil/sa’tir. Gosterilen periyotta, her saniye siiresince ivme yaklagik olarak sabit ve

Bir Yaris Otomobilinin Hizini Bulmak
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800
700 |- OMMROF
600
@ 500 Kiris legimi,
4 t=2dent=5%
% 400 aralig1 i¢in 0 ]
S 300 ortalama hiz dir. Tegetin egimi,
t=2sde hiz
/T gostergesinin
200 } okudugu (anlik
hiz) dir.
100 . 1
0 t

1 2 3 4 5 6 7 8
Gegen zaman (sn)

SEKIL3.13  Ornek 2 igin zaman-konum grafigi.
P ’deki tegetin egimi ¢ =2 sn.deki anlik hizdir.

28.5 ft/sn’dir, bu da, g yergekimi ivmesi olmak iizere yaklagik 0.89g dir. Yaris otomo-
bilinin en yiiksek hiz1 tahminen 190 mil/sa’tir. (Kaynak: Road and Track, Mart 1997). m

Bir cismin hizi, cismin ne kadar hizli hareket ettigini gdstermesinin yani sira
hareketin yoniinii de gostermektedir. Cisim ileriye dogru hareket ederken (s artar), hiz
pozitiftir; cisim geriye dogru hareket ederken (s azalir), hiz negatiftir (Sekil 3.14)

t t
0 0
s artar: pozitif s azalir: negatif
egim hareket egim hareket
ileriye geriye

SEKIL 3.14  Bir dogru boyunca s = f(f) hareketi igin v = ds/dt, s artarken
pozitif, s azalirken negatiftir.

Bir arkadasin evine gidip dénerken 30 mil/sa ile gidiyorsak, hiz gostergesi giderken
30 mil/sa gosterirken, donerken, evden uzakligimiz azaldigi halde, —30 mil/sa gdster-
meyecektir. Hiz gostergesi her zaman hizin mutlak degeri olan siirati gdsterir. Siirat yon-
den bagimsiz olarak ileri gitme oranini dlger.
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TANIM  Siirat
Siirat hizin mutlak degeridir.

ds

Strat = [v(0)] = 0

ORNEK3  VYatay Hareket

Sekil 3.15°te, bir koodinat dogrusu boyunca ilerleyen bir parcacigmm hizi v = f'(¥)
goriilmektedir. Pargacik ilk 3 saniye boyunca ileri dogru, sonraki 2 saniye boyunca geri
dogru hareket etmekte, bir saniye durmakta ve yine ileri dogru hareket etmektedir.

Pargacik en yiiksek stirate ¢ =4 aninda, geriye dogru giderken ulagir. [
ILERIYE GIDER i i TEKRAR i
(v>0) | I I(LER; 0 |
| | : v=s0 : :
| | |
5 | g | o 3y
__ Siirat Sabit _ i Siirat _): :(_ Siirat _):
artar :(v _ sabit): azalir : : artar :
] | |
| | | |
: I__Durur_| ]
| | (v=0 : :
| | | I
I 1 ] L L> ¢ (sn)
0 1 2 3 6 7
SEKIL3.15  Ornek 3 i¢in hiz grafigi.
TARIHSEL BIYOGRAFI Bir cismin hizinin de@isim oranina cismin ivmesi denir. Ivme, bir cismin ne kadar
Bernard Bolzano cabuk siirat kazandigini veya kaybettigini 6lger.
(1781-1848) Ivmedeki ani bir degisime gekme denir. Bir otomobil veya bir otobiisteki yolculuk

sarsintili oldugunda bu, ilgili ivmelerin mutlaka biiyliik olmasindan degil ivmedeki
degisimlerin ani olmasindadir.



t (saniye)
t=0
t=1
t=2
t=3

SEKIL3.16  Serbest diisen bir bilge

(Ornek 4)

0
,

s (metre)

-0
-5
- 10
- 15
=20
- 25
=30
- 35
- 40
- 45
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TANIMLAR  ivme, Silkinme

Ivme hizin zamana gore tiirevidir. Bir cismin # anindaki konumu s = f(#) ise, cis-
min t anindaki ivmesi su sekildedir:

al) = % %
Silkinme ivmenin zamana gore tiirevidir:

oy _da _ ds

J(1) = it T gl

Diinya yiizeyine yakin yerlerde biitiin cisimler ayni sabit ivmeyle diiserler.
Galileo’nun serbest diisme ile ilgili deneyi (Bolim 2.1, Ornek 1), s mesafe ve g de
diinyanin yer¢ekiminden dogan ivme olmak iizere, bizi

s = %gtz

denklemine gotiiriir. Bu denklem hava tepkisinin bulunmadig1 vakumda gecerlidir, ancak
kaya veya gelik aletler gibi yogun, agir cisimlerin, havanin tepkisinin onlar1 yavaglatmaya
baslamadig1 diistisiiniin ilk birkag¢ saniyesini de ¢ok iyi modeller.

s = (1/2)gt* denklemindeki g'nin degeri ¢ ve s’yi 6lgmekte kullamlan birimlere
baghdir. t saniye (standart birim) iken, deniz seviyesindeki Olglimle tanimlanan g’nin
degeri, Ingiliz birimiyle yaklasik olarak 32/sn® (fit bolii saniye kare) ve metrik birimle
g = 9.8 m/sn? (metre bolii saniye kare) dir. (Bu yercekimi sabitleri Diinyann agirlik
merkezinden uzakliga baglidir ve 6rnegin Everest tepesinde birazcik daha azdir.)

Sabit olan yergekimi ivmesinin (g = 32 m/sn?) silkinmesi sifirdir:

. d
j= E(g) =0
Bir cisim serbest diigsme sirasinda sarsilmaz.

ORNEK 4 Serbest Diismenin Modellenmesi

Sekil 3.16da ¢ = 0 sn aninda diismeye baslayan agir bir bilyenin serbest diismesi
goriilmektedir.

(a) Ilk 2 sn iginde bilye kag¢ metre diiger?
(b) Bu andaki hizi, siirati ve ivmesi nedir?

Coziim
(a) Metrik serbest diisme denklemi s = 4.9 #dir. ilk 2 sn boyunca bilye

$(2)=4.9(2)>=19.6 m
diiger.
(b) Herhangi bir # zamaninda, hiz yer degistirmenin tiirevidir:

v(t) = s'(¢) = %(4.9%) = 9.8¢
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Smaks [~ T v=20

[\e)
W
N
T
ey

Yiikseklik (ft)

s =160t — 16

160 =
t
0 5 10
_ds _ _
_160 v=— =160 32t

(b)

SEKIL3.17  (a) Ornek 5’teki kaya. (b) s ve
v’nin, zamanin fonksiyonu olarak
grafikleri; v = ds/dt = 0 oldugunda s
maksimumdur. s’nin grafigi kayanin
izledigi yol degildir: yiiksekligin zamana
kars1 ¢izilmesidir. Burada bir dogru olarak
cizilen egim, kayanin hizin1 verir.

t =2 sa aninda, hiz asag1 dogru (artan s yoniinde)
v(2) = 19.6 m/sn
dir. #=2 sa anindaki szirat ise:
Siirat = | v(2) | = 19.6 m/sn
dir. herhangi bir ¢ anindaki ivme
a(t) =v'(f) = s"(f) = 9.8 m/sn>

dir. =2 sa'de, ivme 9.8 m/sn*dir. [

ORNEK5  Dikey Hareketin Modellenmesi

Bir dinamit patlamasi agir bir kayay1 160 ft/sn (yaklasik 109 mil/sa) hizla yukar1 dogru
firlatir (Sekil 3.17a). ¢ saniye sonra kaya 1607 - 16/ yiikseklige ulasir.
(a) Kaya ne kadar yiiksege ¢ikar?

(b) Kaya yukari ¢gikarken ve agagi inerken yerden 256 ft yukarida oldugunda kayanin hizi
ve siirati nedir?

(¢) Kayanin (patlamadan sonraki) herhangi bir # zamanindaki ivmesi nedir?
(d) Kaya yere ne zaman ¢arpar?

Coziim

(a) Segctigimiz koordinat sisteminde, s yerden yukar1 dogru yiiksekligi 6lgmektedir, bu
ylizden hiz yukariya dogru pozitif, asagiya dogru ise negatif olur. Tasin en yiiksek
noktaya ulastig1 an ugus sirasinda hizin 0 oldugu tek andir. Dolayistyla, maksimum

yiiksekligi bulmak igin biitiin yapmamiz gereken ne zaman v = 0 oldugunu bulmak ve
bu zamanda s’yi hesaplamaktir:

Herhangi bir ¢ aninda hiz

_ds

_d 162 — _
v = o dt(160t 16¢%) = 160 32tft/sn.

olarak bulunur.
160 -32¢t=0 veya ¢=35 san.

oldugunda hiz sifirdir. # =5 sn’de kayanin yiiksekligi
Smaks = S(5) = 160(5) — 16(5)* = 800 — 400 = 400 ft
olur. Sekil 3.17b’ye bakin.

(b) Kayanin yukari ¢ikarken ve asagi inerken yerden 256 ft yiikseklikteyken hizini bul-
mak i¢in
s(f) = 160t — 16> = 256
olmasini saglayacak iki ¢ degerini bulmamiz gerekir. Bu denklemi ¢dzmek igin,
162 — 160t + 256 = 0
16(¢> — 10t + 16) = 0
(t—2)(t—8)=0
yazar ve

t=2sn, t=8sn
buluruz.



y (dolar)

Egim =
marjinal maliyet

(ton/hafta)

SEKIL3.18  Haftalik gelik iiretimi: c(x),
haftada x ton tiretimin maliyetidir. [lave /
ton tiretimin maliyeti ¢ (x + &) — c¢(x) dir.

y
y=c)
de
Ac  dx
 Ae=1 |
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
l l
I I ¥
0 X x+1

SEKIL3.19  Marjinal maliyet dc/dx
tretimin Ax = 1 birim artmastyla
olusacak Ac maliyetidir.

3.3 Bir Degisim Orani Olarak Tiirev 177

bulunmaktadir. Bu zamanlarda kayanin hizi

v(2) = 160 — 32(2) = 160 — 64 = 96 ft/sn.
v(8) = 160 — 32(8) = 160 — 256 =96 ft/sn.

olur. Her iki zamanda da kayanin siirati 96 ft/sn'dir. v(2) > 0 oldugundan ¢=2 sn de
kaya yukariya dogru hareket eder (s artar); v(8) < 0 oldugu i¢in de ¢ = 8 sn de kaya
asagiya dogru hareket eder (s azalir)

(¢) Patlamadan sonraki ugusunun herhangi bir aninda, kayanin ivmesi sabit ve

_dv

d
a =" =160 = 321) = =32 ft/sn’

dir. Ivme her zaman asagiya dogrudur. Tas yukar: gikarken yavaslamakta, asag1 iner-
ken ise hizlanmaktadir.

(d) Kaya yere snin 0 oldugu pozitif bir # zamaninda garpar. 160t — 16/> = 0 denklemi
carpanlarina ayrilirsa 16£(10 — ) = 0 elde edilir, dolayisiyla ¢oziimleri £ =0 ve t = 10
olur. + = 0’da patlama olmus ve kaya yukart firlamistir. Yere ise 10 sn. sonra
varmistir. |

Ekonomide Tiirevler

Miihendisler /iz ve ivme gibi terimleri hareketi tanimlayan fonksiyonlarin tiirevlerini be-
lirtmek i¢in kullanirlar. Ekonomistlerin de degisim oranlari ve tiirevler i¢in 6zel kelimeleri
vardir. Bunlara marjinaller derler.

Bir iiretim isleminde, diretim maliyeti c(x) iiretilen birim miktart x’in bir fonksiyonu-
dur. Marjinal iiretim maliyeti ise maliyetin (c) iiretim seviyesine (x) gore degisim orani,
dolayistyla dc/dx tir.

Ornegin, c(x) bir haftada x ton gelik iiretmek igin gereken dolar miktari olsun. x + 4
birim iiretmek daha pahali olacaktir ve / ile boliinmiis maliyet fark: bir haftada ton basina
maliyetteki ortalama artistir:

c(x + h) — c(x) lretilen her / ton fazla geligin
h ~ ortalama maliyeti

Bu oranin 2 — 0 iken limiti, haftalik tiretim x ton iken bir haftada daha fazla gelik
iretmenin marjinal maliyetidir (Sekil 3.18):
de _ .. clx+h)— cx) L _—
— = |lim —————— = marjinal liretim maliyeti
dx h—0 h
Bazen, marjinal {iretim maliyeti fazladan bir birim {iretmenin maliyeti olarak da ta-
nimlanir:

Ac _clx +1) = clx)

Ax 1
Bu da yaklagik olarak dc/dx’in x’teki degeridir. Bu yaklasim, c¢’nin grafigi x yakinlarmda
¢ok hizli degismiyorsa, kabul edilebilirdir. Bu durumda fark boélimii, limitine yani

de/dx’e yakin olacaktir, bu da Ax = 1 ise tegetteki yiikselmedir (Sekil 3.19). Yaklagim,
biiytlik x degerlerinde daha iyi sonug verir.
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Ekonomistler, toplam maliyet fonksiyonunu genellikle
clx) =ax®+ x>+ yx + 8

seklinde bir kiibik polinomla temsil ederler. Burada 6 kira, 1sinma, ekipman ve ydnetim
giderleri gibi sabit maliyetleri temsil eder. Diger terimler hammadde, vergiler ve isgilik
gibi degisken maliyetleri temsil ederler. Sabit maliyetler iretilen birim sayisindan
bagimsizdirlar oysa degisken maliyetler iiretim miktarina baghdirlar. Bir kiibik polinom,
ilgili nicelik araliginda maliyet davranisini yakalamaya yetecek kadar karmasiktir.

ORNEK6  Marjinal Maliyet ve Marjinal Kar

8 ile 30 arasinda radyator iiretilirken x radyator iiretmenin maliyetinin
c(x) = x> — 6x2 + 15x

dolar oldugunu ve x radyator satilmasindan elde edilen gelirin
r(x) = x3 — 3x2 + 12x

dolar oldugunu varsaym. Diikkaniniz normal olarak giinde 10 radyator iiretmektedir.
Giinde bir radyatdr daha iiretmek maliyette ne kadar fark edecektir ve giinde 11 radyator
satmakla gelirdeki tahmini artis ne olacaktir?

Cozim  Normalde gilinde 10 radyatdr iretilirken, bir radyatér daha fazla iiretmenin
maliyeti ¢(10) civarmdadir:

c'(x) = a%(XS - 6x% + 15x) =3x? - 12x + 15
c'(10) = 3(100) — 12(10) + 15 = 195.

Ek masraf 195§ civarinda olacaktir. Marjinal gelir
iy — 4 (3 2 _ 22
r(x)—dx<x — 3x” + 12x)—3x —6x + 12

dir. Marjinal gelir fonksiyonu da fazladan bir birim satildiginda elde edilecek geliri belirt-
mektedir. Giinde 10 radyator satarken satiginizi 11 radyatore gikarirsaniz, gelirinizin

7' (10) = 3(100) — 6(10) + 12 = $252

kadar artmasini bekleyebilirsiniz. ]

ORNEK7  Marjinal Vergi Orani

Marjinal oranlarin diline biraz aligmak i¢in, marjinal vergi oranlarini ele alalim. Marjinal
gelir vergisi oraniniz %28 ise ve geliriniz 1000$ artarsa, gelir vergisi olarak fazladan bir
2808 vergi vermek zorunda kalacaginiz1 diisiinebilirsiniz. Bu toplam gelirinizin %28’ini
vergi olarak vereceginiz anlamina gelmez. Sadece su andaki / gelir diizeyinizde, gelire
gore T vergisindeki artig oraninin d7/dI = 0.28 olacagim sdyler. Kazandigimiz fazladan her
dolar igin 0.283$ vergi vereceksinizdir. Elbette, kazanciniz daha fazla artarsa, vergi dilim-
iniz degisebilir ve marjinal oraniniz artabilir. [
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Degisiklige duyarliik

x’teki kiiglik bir degisim bir fonksiyonun degerinde biiyiik bir degisime yol agtiginda,
fonksiyonun x’teki degisime karsi duyarl oldugunu soyleriz. f'(x) tirevi bu duyarhligin
Olgisidiir.

ORNEK8  Genetik Data ve Degisiklie Duyarlilik

Bezelyeler ve bagka bitkilerle ugrasan Avusturyali kesis Gregor Johann Mendel (1822-
1884) melezlemenin ilk bilimsel agiklamalarini ortaya koymustur.

Dikkatlice yapilmig kayitlart, p (0 ile 1 arasinda bir say1) bezelyelerdeki diizgiin
kabuk geninin (baskin gen) sikligi ve (1 — p) de bezelyelerdeki kivrik kabuk geninin
(cekinik gen) sikligiysa, diizgiin kabuklu bezelyelerin topluluktaki oraninin

y=2p(1-p)+p*=2p-p’
oldugunu gostermistir. Sekil 3.20a’daki y — p grafigi y’nin degerinin, p’deki bir
degisiklige, p’nin kiiciik degerleri igin, p’nin biiyiik degerleri i¢in oldugundan daha fazla

duyarl1 oldugunu géstermektedir. Gergekten de, bu, p 0 civarindayken dy/dp’nin 2’ye, p 1
civarindayken de 0’a yakin oldugunu gosteren Sekil 3.20b’deki tiirev grafigiyle daha iyi

vurgulanmaktadir.
dy/dp
2
y
dy
ooy
1 dp P
y=2 —p’
|
0 1 b 0 1 b

(a) (b)

SEKIL3.20  (a) Diizgiin bezelyelerin oranini belirleyen
y=2p —p* grafigi (b) dy/dp grafigi (Ornek 8).

Genetik igin anlami1 sudur: Oldukga ¢ekinik bir topluluk igine biraz daha baskin gen
eklemek (kivrik kabuklu bezelye sikliginin az oldugu yerde), oldukca baskin bir topluluk-

taki benzer artisa gore, sonraki jenerasyonlarda dramatik etkilere neden olacaktir [
ALISTIRMALAR 3.3
Bir Koordinat Dogrusu Uzerinde Hareket b. Zaman araliginin u¢ noktalarinda cismin siiratini ve ivmesini
1-6 alistirmalarinda, ¢ = ¢ = b araliginda, s metre ve ¢ saniye olmak bulun.
iizere bir koordinat dogrusunda ilerleyen bir cismin s = f(f) konumu ¢. Aralik boyunca hangi zamanlarda cisim ydn degistirir (eger
verilmektedir. degistirirse)?
a. Verilen zaman araliginda, cismin yer degistirmesini ve ortalama 1Ls=2-3t+2, 0=t=<2

hizin1 bulun.



180 Baliim 3: Tiirev
2.s=6t—1% 0=t=6

s=—+32-3 0=t=<3

s=@Y4) -+ 0=1r=3

25 5

5.S:?*7, 1=t=5
6'S_t+5’ 4=tr=0
7. Partikiil hareketi ¢ aninda, s ekseninde ilerleyen bir cismin

konumu s = £ — 6 + 9 m olarak verilmektedir.
a. Hiz her sifir oldugunda cismin ivmesini bulun.
b. Ivmenin her sifir olusunda cismin siiratini bulun.

¢. Cismin 7= 0 ile =2 arasinda aldig1 toplam yolu bulun.

. Partikiil hareketi 7 = 0,aninda, s ekseni boyunca ilerleyen bir

cismin hiziv = > — 4 + 3.
a. Hiz her sifir oldugunda cismin ivmesini bulun.
b. Cisim ne zaman ileriye, ne zaman geriye dogru gitmektedir?

¢. Cismin ivmesi ne zaman artmakta, ne zaman azalmaktadir?

Serbest Diisme Uygulamalari

9.

10.

11.

12.

Mars ve Jiipiter’de serbest diiyme Mars ve Jipiter’in yiizey-
lerinde serbest diisme denklemleri (s metre ve ¢ saniye olmak
iizere) Mars’ta s = 1.86/* ve Jupiterde s = 11.44/2dir. Her iki
gezegende, serbest diismeye birakilan bir cismin 27.8 m/sn
(yaklagik 100 km/sa) hiza ulasmast i¢in ne kadar zaman gegecek-
tir?

Ay yiizeyinde dikey hareket Ay yiizeyinde dikey olarak
yukart dogru 24 m/sn (yaklasik 86 km/sa) ilk hiziyla atilan bir
tas ¢ saniyede s = 247 — 0.87 yiiksekligine ulasmaktadur.

a. Tasin ¢ anindaki hizint ve ivmesini bulun. (Buradaki ivme ayin
yergekimi ivmesidir.)

b. Tasin en yiiksek noktaya ¢ikmasi ne kadar siirer?
c. Tas ne kadar yiiksege ¢ikar?

d. Tasimn maksimum yiiksekliginin yarisina ¢tkmast ne kadar
stirer?

e. Tas havada ne kadar kalir?

Ufak havasiz bir gezegendeki g’yi bulmak Ufak havasiz bir
gezegendeki arastirmacilar 15 m/sn ilk hiziyla yerden dikey
olarak yukar1 dogru bir gelik bilye atmak icin bir yayli ta-
banca kullanmislardir. Gezegenin yiizeyindeki yergekimi ivmesi
g, m/sn’ oldugu i¢in, arastirmacilar  bilyenin ¢ saniye sonra
s = 15t — (1/2)g,? yiikseklige ¢ikmasini beklemektedirler. Celik
bilye firlatildiktan 20 sn sonra maksimum yiiksekligine
ulagmustir. g,’nin degeri nedir?

Hizh giden mermi Ay yiizeyinden dik yukar1 dogru firlatilan
45 kalibrelik bir mermi ¢ saniye sonra s = 832f — 2.6/ ft yiik-
seklige ulasacaktir. Diinyada ise, hava yokken,  saniye sonra yiik-
sekligi s = 832¢ — 16/ ft olacaktir. Iki durumda da, mermi ne
kadar havada kalacaktir? Mermi ne kadar yiiksege ¢ikacaktir?

13. Pisa Kulesi’nden serbest diisme Galileo, Pisa Kulesi’nin te-

pesinden, yerden 179 ft yiikseklikten bir top giillesini biraksayd1
diisiisten  saniye sonra giillenin yerden yiiksekligi s = 179 — 16/
olacakti.

a. taninda giillenin hizi, siirati ve ivmesi ne olurdu?
b. Topun yere ¢carpmasi ne kadar stirerdi?
¢. Yere carpma aninda topun hizi ne olurdu?

. Galileo’nun serbest diisme formiilii Galileo serbest diisme s1-
rasinda bir cismin hizin1 veren bir formiili, gittikge diklesen ka-
laslardan asag toplar yuvarlayarak, kalas dik oldugunda ve top
serbest diistligiinde topun davranisini dngérecek bir limit formiil
arayarak gelistirmistir; sekildeki (a) kismina bakin. Kalastaki her-
hangi acida, hareketin ¢ anindaki topun hizinin #’nin sabit bir kat1
oldugunu gérmiistiir. Yani hiz, v = kz seklinde bir formiille veril-
mektedir. & sabitinin degeri kalasin egim agisina baglidir.

Modern gosterimle - seklin (b) kismi -, mesafe metre ve za-
man saniye olmak tizere, Galileo’nun deneyerek buldugu, herhan-
gi bir agida yuvarlanmanin 7 aninda topun hizinin

v =9.8(sin H)t m/sn

oldugudur.
Serbest diigme
pozisyon
\
|
\
RN | |
0
v
(@) (b)

a. Serbest dlisme sirasinda topun hiz denklemi nedir?

b. (a) sikkinda bulduklarinizi kullanarak, diinyanin yiizeyi
yakiminda serbest diisen bir cisme etkiyen sabit ivmeyi ne
olarak bulursunuz?

Grafiklerden Hareket Hakkinda Sonuca Varma
15. Asagidaki sekil, bir koordinat dogrusu boyunca ilerleyen bir cis-

min v = ds/ dt = f(f)y m/sn hizin1 gdstermektedir.

v (m/sn)

a. Cisim ne zaman yon degistirir?

b. Cisim (yaklasik olarak) ne zaman sabit bir siiratle ilerlemekte-
dir?

¢. 0 == 10 araliginda cismin siirat grafigini ¢izin.

d. Tanimli oldugunda, ivmeyi ¢izin.



16. Bir P pargacigi, asagida verilen seklin (a) kisminda gosterilen
say1 dogrusu iizerinde hareket etmektedir. Kisim (b) P’nin konu-
munu ¢ zamaninin bir fonksiyonu olarak gdstermektedir.

4 (
e —
0 s (cm)
(a)
s (cm)
P
I I
0 1 2
)
41

(b)

a. P ne zaman saga dogru, sola dogru ilerlemekte veya durmak-
tadir?
b. Pargacigin hizini ve siiratini (tanimliysalar) gizin.

17. Bir roket firlatmak Bir roket modeli firlatildiginda, itici motor
roketi yukar1 dogru ivmelendirecek sekile birkag saniye yanar.
Yanmadan sonra, roket bir siire yukar: dogru gider ve diismeye
baslar. Ufak bir patlayici yiik sayesinde, roket diismeye
basladiktan sonra bir paragiit agilir. Parasiit, yere distiiglinde
roketin pargalanmasini engeller.

Asagidaki sekilde bir roket modelinin ugusunun hiz verileri

goriilmektedir.
a. Motor durdugunda roketin hizi nedir?
b. Motor kag saniye yanmistir?

200

150

\\

100 1 N

T~
7

w
(=)

R |
/1

AN

Hiz (ft / sn)

S

-50 N

~100, 2 4 6 8 10 12

Firlatmadan sonraki zaman (sn)

c. Roket en yiiksek noktasina ne zaman ulasir? O zamanki hizt
nedir?

d. Parasiit ne zaman agilmistir? O anda roketin diisiis hiz1 nedir?

e. Paraglit agilmadan 6nce roket ne kadar siire diigmiistiir?

f. Roketin en yiiksek ivmesi nedir?
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g. Ivme ne zaman sabittir? Bu anda degeri nedir (en yakin
tamsay1 olarak)?

18. Asagidaki sekilde bir koordinat dogrusu boyunca ilerleyen bir
pargacigm v = f(¢) hiz grafigi gorilmektedir.

a. Pargacik ne zaman ileriye veya geriye dogru gider? Ne zaman
hizlanir veya yavaslar?
b. Pargacigin ivmesi nerede pozitif, negatif veya sifirdir?
¢. Pargacik ne zaman en yiiksek siirate ulagir?
d. Parcacik ne zaman bir andan fazla hareketsiz kalir?
19. Diisen iki top Asagidaki sekilde ¢ok parlamali fotograf serbest
diisen iki topu gostermektedir. Dikey cetveller santimetre olarak

isaretlenmistir. s = 490/ (s santimetre ve ¢ saniye olarak serbest
diisme denklemi) esitligini kullanarak asagidaki sorular1 yanitla-

yin.
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a. Toplarm ilk 160 cm’yi diismeleri ne kadar stirmiistiir? Bu siire y
iginde ortalama hizlart nedir? ®

b. 160 cm smirma geldiklerinde toplar hangi hizla diiser? O
andaki ivmeleri nedir?

¢. Isigin parlama hizi (saniyede parlama) nedir?

20. Hareket haline bir kamyon Asagidaki sekil bir otoyolda giden
bir kamyonun s konumunu gostermektedir. Kamyon 7 = 0’da yola
¢ikar ve 15 saat sonra ¢ = 15’te geri doner. 0

a. Bolim 3.1, Ornek 3’te tanimlanan yontemi kullanarak
0 = ¢t = 15 i¢in kamyonun v = ds/dt hizini gizin. Ayni islemi
hiz egrisine uygulayarak, dv/dt ivme grafigini gizin.

b. (a). s = 157 — £ oldugunu varsaymn. ds/dt ve d’s/df’

grafiklerini gizerek (a) sikkindakilerle karsilastirin. ©
L SEKIL3.22  Alstirma 22 igin grafikler.
500
E 400 .
Sl / \ Ekonomi
g 300 23. Marjinal maliyet x ¢amasir makinesi iiretmenin maliyetinin
g - \ dolar olarak ¢(x) = 2000 + 100x — 0.1x* oldugunu varsayin.
200 a. Ik 100 gamasir makinesini iiretmenin ortalama makine basina
B maliyetini bulun.
100
L b. 100 camasir makinesi iiretildigindeki marjinal maliyeti bulun.
I T c. 100 camasir makinesi tretildigindeki marjinal maliyetin,
0 Gz:g:en zamanl(t) (sa) 15 yaklagsik olarak, 100 makine iiretildikten sonra iretilecek olan
’ bir makinenin iiretilmesinin maliyetine esit oldugunu, ikinci
21. Sekil 3.21°deki grafikler bir koordinat dogrusu iizerinde hareket maliyeti dogrudan hesaplayarak bulun.
eden bir cismin s konumunu, v = ds/dt lizin1 ve a = d’s/dt* 24. Marjinal gelir x tane ¢amasir makinesinin satilmasindan elde
ivmesini ¢ zamaninin fonksiyonlari olarak gostermektedir. Hangi edilen gelirin

grafik hangisidir? Yanitinizi agiklaym.

rx) = 20,000(1 - %)

dolar oldugunu varsay1n.
a. 100 camasir makinesi iiretildigindeki marjinal geliri bulun.

® b. Uretimin haftada 100 ¢amasir makinesinden 101 camasir
makinesine ¢ikartilmasiyla olusacak gelirdeki artmay1 tahmin
© etmek igin 7'(x) fonksiyonunu kullanim.
c. x > 00 jken r'(x)’in limitini bulun. Bu sayiy1 nasil yo-
rumlarsiniz?

Ek Uygulamalar

25. Bakteri niifusu Bakterilerin yetistigi besleyici bir siviya bir
bakteri eklendiginde, bakteri toplulugu bir siire biiylimeye devam
etmis, sonra da durmus ve azalmaya baslamistir. Toplulugun ¢
(saat) amindaki bityiikligii b = 10° + 10% — 10’/ dir.

SEKIL3.21  Alstirma 21 igin grafikler.

a. =0 saat
22. Sekil 3.22°deki grafikler bir koordinat dogrusu iizerinde ilerleyen b. ¢=5 saat
bir cismin s konumunu, v = ds/dt, hzim1 ve a = d’s/dt? c. =10 saat

ivmesini ¢ zamaninin fonksiyonlari olarak gdstermektedir. Hangi

grafik hangisidir? Yanitinizi agiklaym. lerindeki biiyiime oranlarmi bulun.



26.

27.

28.

29.

30.

Bir tanki bosaltmak Bosaltilmaya baslandiktan t dakika sonra
bir tanktaki su miktar1 (galon olarak) O(f) = 20030 — 1)
dakikanin sonunda su hangi hizla disar1 akmaktadir? ilk 10 dakika
boyunca suyun ortalama akis orani nedir?

Bir tanki bosaltmak Altindaki muslugu agarak bir depoyu
bosaltmak 12 saat siirmektedir. Musluk agildiktan ¢ saat sonra de-
podaki sivinin y yiiksekligi su formiille verilir:

)2
y=6(1—§) m.

a. t zamaninda deponun bosalma orani dy/dt (m/h)’yi (m/sa)
bulun.

b. Depodaki sivi seviyesi ne zaman en hizli, ne zaman en yavas
diismektedir? Bu zamanlardaki dy/dt degerleri nelerdir?

¢. y ve dy/dt grafiklerini beraber ¢izin ve y’nin dy/dt’'nin deger
ve isaretlerine bagl olarak davranigini agiklayin.

Bir balonu sisirmek Kiiresel bir balonun hacmi, V = (4/3)7r",

yarigapla degisir.

a. r=2 ft oldugunda hacmin yarigapa gore degisim oran1 (ft*/ft)
nedir?

b. Yaricap 2ft’ten 2.2 ft’e degistiginde hacim yaklasik olarak ne
kadar degisir?

Bir ucagin kalkisi Bir ucagin kalkistan dnce pistte aldigi mesafe

D = (10/9)# ile verilir. Burada D baslangigtan itibaren metre olarak

olciilen mesafe ve ¢ saniye olarak frenlerin bosalmasindan itibaren

gecen zamandir. Ugak hizi 200 km/sa oldugunda havalanacaksa,

havalanmasi ne kadar siirer ve bu siirede ne kadar yol alir?

Volkanik lav akintilar1 Hawaii adasindaki Kasim 1959 Kilauea
Iki patlamas1 krater duvari lizerinde akintilar halinde baglamigsa
da, hareket daha sonra kraterin tabaninda tek bir kanalda
toplanmis ve buradaki tek bir noktadan havaya 1900 ft yiiksek-
likte lav firlatmistir (bir diinya rekoru). Lavin ¢ikig hiz1 ft/sn ve
mil/sa olarak nedir? (Ipucu: v, bir lav pargacigmin gikis hizi ise, ¢
saniye sonra yiiksekligi s = vyt — 167 ft olacaktir. ds/dt = 0
oldugu zamani bularak ige baslayin. Hava tepkisini ihmal edin).

3.4
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31-34 alistirmalarinda s-ekseninde ilerleyen bir cismin s = f(¢) kon-
umu ¢ zamaninin bir fonksiyonu olarak verilmektedir. f’yi, hiz
fonksiyonu (f) = ds/dt = (1) ve a(f) = d*s/di* = f"(f) ile birlikte
¢izin. v ile a’nin deger ve isaretlerine bagl olarak cismin davranisini
aciklayin. Agiklamanizda asagidaki bilgilere de yer verin.

31.

32.
33.
34.
35.

Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri

a. Cisim ne zaman durmaktadir?
Ne zaman sola (asag1) veya saga (yukari) gitmektedir?
Ne zaman yon degistirir?

Ne zaman hizlanir ve yavaslar?

o &0

Ne zaman en hizli hareket eder (en yiiksek)? En yavag?
f. Ne zaman eksen orijininden en uzaktadir?

s =200t — 164, 0 =t = 12.5 (Diinya yiizeyinden dik yukar
dogru 200 ft/sn ilk hizla atilan agir bir cisim)

s=12=3t+2 0=(=5

s= -6+, 0=t=4

s=4—-Tt+ 621, 0=t=4

Safkan Yaris1 Bir yaris at1 10-furlong’luk bir yaris kogsmaktadir.

(1 furlong 220 yarda = 201 metredir, bu alistirmada birimler
olarak furlong ve saniye kullanilacaktir). Yarisin basindan
itibaren, yaris at1 her furlong (F) isaretini gectiginde bir kahya,
tabloda gosterildigi gibi gecen zamani (¢) kaydetmektedir.

F 0 1 2 3 4 5 6 17 8 9 10
0 20 33 46 59 73 8 100 112 124 135

~

Yaris at1 yarist ne kadar zamanda bitirir?

g o

ik 5 furlong’ta atin ortalama siirati nedir?

g

3. furlong isaretini gegerken atin yaklasik siirati nedir?

&

At, yarisin hangi béliimiinde en hizli kosar?

e. At, yarisin hangi bolimiinde en ¢abuk hizlanir?

Hakkinda bilgi edinmek istedigimiz bir ¢ok olay yaklasik olarak periyodiktir (elektro-
manyetik alanlar, kalp atiglari, gel-gitler, hava). Siniislerin ve kosiniislerin tiirevleri periyo-
dik degisiklikleri tanimlamada anahtar rolii oynarlar. Bu bolim alti temel trigonometrik
fonksiyonun tiirevlerinin nasil alinacagini gostermektedir.

Siniis Fonksiyonunun Tiirevi

x, radyan olarak ol¢lilmek tizere f(x) = sin x fonksiyonunun tiirevini almak i¢in, Boliim
2.4’te Ornek 5a ve Teorem 7°deki limitleri, siniis igin ag1 toplama &zdesligi ile birlestiririz:

sin (x + /&) = sin x cos & + cos x sin A



f(x) = sinx,ise

. fx A+ h) = f(x)
m

! = 1
f'x) = lim A
sin(x + h) — sinx
= lim
h—0 h
_ (sinxcosh + cosxsinh) — sinx
h—0 h
. sinx(cosh — 1) + cosxsinh
= lim
h—0 h
= lim (sinx-COSh_l> + lim (cosx'smh>
h—0 h h—0 h
= sinx- lim cosh = 1 + cosx+ lim sin /
h—0 h h—0 h

=sinx-0 + cosx-1
= cosx

Tiirev tanimi

Siniis a¢1 toplama 6zdesligi

Boliim 2.4, Ornek 5(a) ve
Teorem 7

Siniis foksiyonunun tiirevi kosiniis fonksiyonudur:

d, . .
I (sinx) = cosx

ORNEK 1 Siniis Iceren Tiirevler
(@ y= x? — sinx:
dy d .
o 2x — a(smx)
= 2x — COSX.
(b) y = x*sinx:
dy  ,d . .
ol X E(smx) + 2xsinx
= x2cosx + 2xsinx.
sin x
() y=—"7F"
d . .
dl _ x-a(smx) — sinx-1
dx x2
_ Xcosx — sinx
2

Kosiniis Fonksiyonunun Tiirevi
Kosiniis igin
cos (x + h) = cosxcosh — sinxsinh

ac1 toplama formiliiniin yardimiyla,

Farkli kurali

Carpma kuralt

Bo6lme kurah




d _
dx(cosx)—
y
1 y = cosx =
L/ N | /..
\_—T" _/\ 0 T =
[J— -
| |
| |
} } y' = -sinx =
|
|

|
|
!
]
|
|
l
|

SEKIL3.23  y = cos x egrisinin tegetlerinin -
egimleri olarak y’= —sin x egrisi.
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cos(x + h) — cosx

h—0 h
. (cosxcosh — sinxsinh) — cosx
lim
h—0 h
. cosx(cosh — 1) — sinxsinh
lim
h—0 h
. cosh — 1 . . sin A
lim cosx*———— — lim sinx-*
h—0 h h—0 h
. cosh —1 . . sinh
cosx* lim ———— — sinx- lim
h—0 h h—0 h

cosx+0 — sinx-1

—sinx

Tirev tanimi

Kosiniis ag1 toplama
Ozdesligi

Boliim 2.4, Ornek 5(a)
ve Teorem 7

Kosiniis foksiyonunun tiirevi siniis fonksiyonunun negatifidir:

d .
i (cosx) = —sinx

Sekil 3.23’te bu sonucu gérmenin baska bir yolu gosterilmektir.

ORNEK2  Cosiniis iceren

(a) y = 5x + cosx:

(b) y = sinxcosx:

dx

Tiirevler

dy d d
= dx(Sx) +

a (COS.X')

=5 — sinx.

d
d%c} = sinxd%’c(cosx) + cosxdii(sinx)
= sinx(—sinx) + cosx(cosx)
= cos’x — sin’x
. cosx .
© y= 1 — sinx’
dy (1 - sinx)d%lc(cosx) — cosxd%lc(l - sinx)
dx (1 — sinx)?
_ (1 = sinx)(—sinx) — cosx(0 — cosx)
(1 — sinx)?
_ 1= sin x
(1 — sinx)?
1

"1 —sinx

Toplama kurali

Carpim kurali

Bo6lme kurali

. 2
sin’x + cos’x = 1
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A % P
. Duragan
-0
konum
A

t = 0 konumu

-5

N

SEKIL3.24  Dikey bir yay’a asili bir cisim
duragan konumundan yukari-asag1
salintyor. Bu hareket trigonomerik
fonksiyonlarla tanimlamr (Ornek 3).

v=-5sint 5 cos t

1=
Il

SEKIL3.25  Ornek 3’teki cismin konum ve
hiz grafikleri.

Basit Harmonik Hareket

Bir yayin ucunda serbest¢e asagi ve yukari dogru salinan bir cismin hareketi basit har-
monik harekete bir Ornektir. Asagidaki ornekte siirtinme veya esneklik gibi hareketi
yavaglatacak kuvvetlerin bulunmadig1 bir durum tanimlanmaktadir.

ORNEK3  Yayin Hareketi

Bir yaya asili bir cisim (Sekil 3.24) baslangic konumundan 5 birim uzatilir ve ¢ = 0 za-
maninda salinmaya birakilir. # zaman sonraki konumu

s=5cost

ile verilir. # anindaki hiz1 ve ivmesi nedir?

Coziim
Konum: s = 5cost
) _ds _d - s
Hiz: v_dt_dt(SCOSt)_ 5sin ¢
S _dv _d ooy
Ivme: a= dt_dt( 5sint) = —5cost

Bu denklemlerden sunlari 6greniriz:

1. Zaman iginde, cisim s-ekseninde s = 5 ile s = —5 arasinda gidip gelir. Hareketin
genligi 5°tir. Hareketin periyodu ise, cos #’nin periyodu olan 27 dir.

2. v = —5sint hiz fonksiyonu en biiyiik degerini, 5, Sekil 3.25’teki grafiklerde gortildii-
gl gibi, cos # = 0 oldugunda alir. Dolayistyla cismin siirati, |v| = 5| sin¢#|, her cos t=0
oldugunda, yani s = 0 iken (baslangi¢c konumunda), en biiytiktiir. sin # = 0 oldugunda,
cismin siirati sifirdir. Bu durum, s = 5 cos ¢t = £ 5 iken, yani hareket araliginin ug¢ nokta-
larinda gergeklesir.

3. livmenin degeri, daima konumun degerinin tam zidd: dir. Cisim baslangig konumun-
dan yukarida ise yer¢ekimi cismi asagiya g¢eker; Cisim baglangi¢c konumundan
asagida ise yay cismi asagtya ¢eker.

4. Ivme, a = -5 cos ¢, sadece cos t = 0 oldugu ve yergekimi kuvveti ile yay kuvvetinin
birbirini dengeledigi baslangic konumunda sifirdir. Cisim baska bir yerdeyse, iki
kuvvet esit degildir dolayisiyla ivme sifirdan farkli dir. fvmenin biiyiikliigii, orijinden
en uzak noktalarda, yani cos = + 1 oldugunda en biiyiiktiir. [

ORNEK 4  Silkinme

Ornek 3’teki basit harmonik hareketin silkinmesi

._da _d _ e
=" dt( 5cost) = Ssint.

dir. En biyiik degerini, yer degistirmenin extremlerinde degil, ivmenin yon ve isaret
degistirdigi baslangi¢ konumunda, sin =+ 1 oldugunda alir. [ |

Diger Temel Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri

sinx ve cosx x’in tiirevlenebilir fonksiyonlart olduklart i¢in, bunlarla iligkili

sin x COS X
secx =

cosX > sinx ® Cos X ve esex =

tanx = -
sin x
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fonksiyonlar1 da tanimli olduklart biitlin x degerlerinde tlirevlenebilirdirler. Bolim
kuraliyla bulunan tiirevleri asagidaki formiillerle verilir. Kotanjant ve kosekant fonksiyon-
larmin tiirev formiillerindeki eksi isaretine dikkat edin.

Diger Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevleri

d = 2
It (tanx) = sec”x

d
= (secx) = secxtanx

d 2
It (cotx) = —csc™x

d
= (cscx) = —cscxcotx

Bunlarin nasil hesaplandigimi  gérmek igin, tanjat fonksiyonunun tiirevini
¢ikartacagiz. Digerlerinin ¢ikartilmasi Alistirma 50’ye birakilmigtir.

ORNEK 5
d(tan x)/dx’i bulun.

Coziim
cosxi (sinx) - sinxi (cosx)
9 (1any) = <sinx) _ dx T
5 - 7 — 0olme Kurali
dx de \ cosx cos? x
cos x cos x — sinx (—sinx)
cos? x
_ cos’x + sin’x
cos? x
1
=—5 = sec’ x ]
cos” x
ORNEK 6
y=sec x ise y”’nii bulun.
Coziim
y = secx
y' = secxtanx
d
n
= ——(secxtanx
= )

= secx a% (tan x) + tanx a% (sec x) Carpim kurali

= secx(sec’x) + tanx(secx tan x)

= sec3 x + secx tan2 X u
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Trigonometrik fonksiyonlarin, tanim kiimelerinin tamaminda tiirevlenebilir olmalari,
tanim kiimelerinin her noktasinda siirekliliklerinin bir bagka ispatidir (Boliim 3.1, Teorem
1). Dolayisiyla, trigonometrik fonksiyonlarin cebirsel kombinasyonlarinin ve bilegkeleri-
nin limitlerini dogrudan yerine yazma ile hesaplayabiliriz.

ORNEK7  Bir trigonometrik limit bulma
V2+secx = V2+secO0 = V241 _ﬁz_\/g

m = = = [
x—0cos(m — tanx) cos(w — tan0) cos(m — 0) -1
. 26. a.y=-2sinx b.y=9cosx
Tiirevler (4)y s g
o . _ i bulun.
1-12 alistirmalarinda dy/dx’1 bulun. sey »/dx” 4 bulun
1. y = —10x + 3 cosx 2.y =3+ 5sinx Tegetler
1 27-30 alistirmalarinda, verilen araliklarda egrileri, verilen x deger-
3. y=cscx —4Vx +7 4. y = x*cotx — 2 lerindeki tegetleriyle birlikte ¢izin. Her egriyi ve tegetini denklemiyle

isimlendirin.
5. y= (sf:cx + tanx)(secx — tanx) 27. y =sinx, —3w/2 =x =27
6. y = (sinx + cosx) secx x = —m,0,37/2

cotx COS X 28.

== = = -2 <x <
Ty =14 colx 8.y T+ sinx y=tanx, —7/2<x<m/2
9. = 4 1 10, y = CO8X X x = =m/3,0,7/3
- Y = Cosx T fanx VT X COS X 29, y =secx, —7w/2<x<m/2
11. y = x%sinx + 2xcosx — 2sinx x = —m/3,w/4
12. y = x*cosx — 2xsinx — 2 cosx 30. y=1+cosx, —3m/2=x=2m7
= —m/3,37/2

13-16 alistirmalarinda, ds/dt’yi bulun. * m/3, 3/
13. s = tant — ¢ 14. s = 2 — sect + 1 31-34 alistirmalarindaki fonksiyonlarin grafiklerinin 0 = x = 27

|+ . araliginda yatay tegetleri var midir? Varsa, nerede bulunur? Yoksa, ne-
15. s = S heset 16. s = _ sz den yoktur? Bulduklarimizi bir grafik programinda ¢izerek kontrol

1 —csct 1 — cost

edebilirsiniz.
17-20 aligtirmalarinda dr/d6’y1 bulun. 31. y = x + sinx
17. r = 4 — 0%sinf 18. r = #sinf + cos 6 32. y = 2x + sinx
19. r = secOcsc 20. r = (1 + secf)sinf 33. y =x — cotx
21-24 aligtirmalarinda dp/dq’yu bulun. 34. y =x + 2cosx
1 35. y=tan x, —7m/2 < x < 7/2 egrisinde, tegetin y = 2x dogrusuna
2. p=5+ cotq 22. p = (1 + cscq)cosq paralel oldugu biitiin noktalar1 bulun. Egriyi ve teget(ler)ini denk-
. lemleriyle isimlendirerek birlikte ¢izin.

sing + cosq tan g

23. p= Cos ¢ 24. p= 1 + tang 36. y =cotx, 0 < x < 7 egrisinde, tegetin y = —x dogrusuna paralel

oldugu biitiin noktalar1 bulun. Egriyi ve teget(ler)ini denklem-

25. a.y=cscx  b.y=sccx leriyle isimlendirerek birlikte gizin.

ise y"’'nii bulun.



37 ve 38 alistirmalarinda, egrinin (a) P noktasindaki tegetinin, (b) O

noktasindaki yatay tegetinin denklemlerini bulun.

37.

38.

y =4+ cotx — 2cscx

I
1 2 3

=]
INEY=

y=1 + V2 cscx + cotx

Trigonometrik Limitler
39-44 alistirmalarindaki limitleri bulun.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

lim sin 11
x—2 x 2

lim 6\/1 + cos (7 cscx)

x—>—/

lim sec{cosx + 77 tan ( ™ ) - 1}
x—0 4 secx
. . 7T + tanx
Imsin | ———F7F——
x—0 tanx — 2secx
. sin ¢
lim tan (1 - 7)
—0 t

6o
sin 6

lim cos
6—0

Basit Harmonik Hareket

45 ve 46 alistirmalarindaki denklemler bir koordinat dogrusu tizerinde

hareket eden bir cismin s = f(#) konum fonksiyonlaridir (s metre, ¢

saniye). Cismin ¢ = r/4 sn’deki hizini, siiratini, ivmesini ve silkin-
mesini bulun.

45.

s =2 — 2sint 46. s = sint + cost

Teori ve Ornekler

47.

2
sm23x’ c£0

_ X
flx) = 6 x=0

fonksiyonunu x = (’da siirekli yapacak bir ¢ degeri var midir? Ya-
nitinizi agiklayin.

48.

49.
50.

51.

52.

53.
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x<0
x=0

2(x) = {x+b,

COS X,

fonksiyonunu x = 0’da siirekli yapacak bir b degeri var midir?
Yanitiniz1 agiklaym.

&% /dx**(cos x)’i bulun.
Asagidakilerin x’e gore tiirevlerinin formiillerini ¢ikarin.

a. secx. b. cscx. c. cotx.

y=(cosx)i -7 =x =27
h=1,0.5,0.3 ve 0.1 i¢in
sin(x + &) — sinx
T
fonksiyonunu ¢izin. Baska bir gergeve acarak, # =—-1,-0.5, —0.3"i
deneyin. 1 — 0" ve h — 0~ iken ne olur? Burada gdsterilmek iste-
nen olay nedir?

araliginda ¢izin. Ayni ekranda,

y = —sin X1 —m = x = 27 araliginda ¢izin. Aym1 ekranda,
h=1,0.5,0.3 ve 0.1 igin
_cos(x + h) — cosx
h
fonksiyonunu ¢izin. Baska bir g¢ergeve agarak, & = —1, —0.5,
—0.3’{i deneyin. # — 0" ve & — 0~ iken ne olur? Burada gsteril-
mek istenen olay nedir?

Ortalanmus farklar oram  Ortalanmus farklar orant

fo+h) = fx = h)
2h
sayisal hesaplamalarda f'(x)’e yaklasim igin kullanilir, ¢iinkii (1)
h — 0 iken, limiti, f'(x) varsa, f'(x)’i verir, (2) verilen bir A
degeri i¢in, Fermat’nin

h
farklar oranindan daha iyi bir yaklasiklik saglar.
Asagidaki sekle bakin.
Egim = f'(x)

bgim = L5+ 1) = 169

S& + k) — fx — h)
2h
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54.

55.
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a. f(x) = sin x’in ortalanmis farklar oraninin f’(x) = cos x’e ne
hizla yakinsadigimi gérmek igin, y = cos x ve
sin(x + &) — sin(x — /)
2h

fonksiyonlarini, 2 = 1, 0.5 ve 0.3 degerleri igin [—, 27]
araliginda beraber ¢izin. Sonuglarinizi Alistrma  51°de
bulduklarmizla karsilastirin.

b. f(x) = cos x’in ortalanmis farklar oraninin f’(x) = —sin x’e ne
hizla yakinsadigini gérmek icin, y =—sinx ve

cos(x + h) — cos(x — h)
2h

fonksiyonlarini, 2 = 1, 0.5 ve 0.3 degerleri icin [, 27]
araliginda beraber ¢izin. Sonuglarinizi Alistrma  52°de
bulduklarmizla karsilastirin.

Ortalanmig farklar oranlar1 hakkinda bir uyar
53iin devamr)

(Ahstirma

fe+h) = fx = h)
2h

farklar oraninin, f’nin x’te tiirevi olmadiginda, # — 0 iken bir
limiti bulunabilir. Bir deneme olarak, f(x) = |x|alin ve

|0+ A= |0 — A
m .

;}1—>0 2h

limitini hesaplayin. Goreceginiz gibi, f(x) = |x| fonksiyonunun
x = 0'da tiirevi olmamasina ragmen, limit vardir. Moral: Bir orta-
lanmis farklar orani kullanmadan 6nce tiirevin varligindan emin
olun.

Tanjant fonksiyonunun grafigi iizerinde egimler y = tan x ve
tiirevini (—77/2, 7/2) araliginda birlikte ¢izin. Tanjant fonksiyonu-
nun grafiginin en biiyiik veya en kiigiik bir egimi var midir? Egim
hig negatif olur mu? Yanitlariniz1 agiklayin.

3.5

56.

57.

58.

Zincir Kurali ve Parametrik Denklemler

Kotanjant fonksiyonunun grafigi iizerinde egimler y = cotx
ve tiirevini 0 < x < 7 aralifinda birlikte ¢izin. Kotanjant fonksi-
yonunun grafiginin en bilyilik veya en kiiglik bir egimi var midir?
Egim hig pozitif olur mu? Yanitlarinizi agiklayn.
(sin kx)/x’i aragtirmak y = (sinx)/x, y = (sin2x)/x, ve
y = (sin4x)/x grafiklerini -2 < x =< 2 arahifinda birlikte ¢izin.
Her bir grafik y eksenini nerede keser gibi gériinmektedir? Grafik-
ler eksenle gergekten de kesisirler mi? y = (sin5x)/x ve
v = (sin (—3x))/x grafiklerinin x — 0 iken nasil davranmalarini
beklersiniz? Neden? Peki ya farkli £ degerleri igin y = (sin kx)/x
grafigi nasil davranir? Yanitinizi agiklayin.
Radyan ve derece: derece modunda tiirevler x radyan yerine
derece olarak olgiiliirse, sin x ve cos x’in tiirevlerine ne olur?
Asagidaki adimlari izleyerek bulun.
a. Grafik programinizi derece moduna ayarlayarak,
_ sinh
fy = Sk

fonksiyonunu ¢izin ve limy,_,, f(#)’yi tahmin edin. Tahminini-

zi /180 ile karsilastirm. Limitin 77/180 olmasi igin bir ne-

den var midir?
b. Grafik programiniz yine derece modunda olmak {izere,

lim cosh — 1
h—0 h

limitini hesaplayin.

¢. sin x’in tiirevinin ¢ikartilisina geri doniin ve buradaki adimlari
derece modunda limitler alarak tekrarlayin. Tiirev i¢in nasil bir
formiil bulursunuz?

d. cos x’in tiirevini derece modunda limitler alarak bulun. Tiirev
i¢in nasil bir formiil bulursunuz?

e. Derece modundaki formiillerin dezavantaji daha yiiksek
mertebe tiirevler alirken iyice belirginlesir. sin x ve cos x’in
ikinci ve ligtincli mertebe derece modundaki tiirevleri nedir?

y = f(u) = sin u ve u = g(x) = x> — 4 fonksiyonlarmnn tiirevlerini nasil alacagimiz biliyo-
ruz, fakat F(x) = f(g(x)) = sin(x’> — 4) gibi bir bileskenin tiirevini nasil aliriz? Yani,
F(x) = f o g’nin tiirevini nasil buluruz? Cevap, iki tiirevlenebilir fonksiyonun bileskesinin
tiirevinin, iki fonksiyonun da uygun noktalarda alinmis tiirevlerinin ¢arpimi oldugunu soy-
leyen zincir kuralidir. Zincir kurali biiyiik olasilikla matematikte en sik kullanilan tiirev al-
ma yontemidir. Bu boliim, kurali ve nasil kullanilacagni tanimlamaktadir. Daha sonra ku-
rali, diizlemde egrileri ve tegetlerini baska yolla tanimlamak i¢in kullanacagiz.
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Bir Bileske Fonksiyonun Tiirevi

Orneklerle basliyoruz.

ORNEK1  Tiirevleri iliskilendirmek

y = %x = %(Sx) fonksiyonu y =

2
fonksiyonun tlirevlerinin arasindaki iliski nedir?

u ve u = 3x fonksiyonlarimin bileskesidir. Bu g

Coziim
v _3  d_1 du _ 4
dx 2 du 2 V¢ dx
- . 3 1 -
oldugunu biliyoruz. 7=7%" 3 oldugundan,
d d
C:ydontis B:u doniis A: x dontis diicj = dift . %
buluruz.
SEKIL3.26 A dislisi x kere dnerken, B d d
dislisi u kere, C dislisi ise y kere doner. @ _a, du,
dx  du dx

Cevrelerini karsilastirarak veya dislerini . . o o . e L
olmast bir tesadiif midiir? Tiirevi bir degisim orani olarak disiiniirsek, simdiye kadar

ogrendiklerimiz bu iliskinin mantikli oldugunu gosterir. y = f(u) ve u = g(x) igin, y #’nun
yarist kadar izl degisiyor ve u da x’in ii¢ kat1 kadar hizli degisiyorsa, y’nin x’in 3/2 kat1
hizli degismesini bekleriz. Bu ¢oklu bir disli sisteminin etkisiyle aynidir (Sekil 3.26). m

sayarak, y = u/2 ( B’nin her bir donisii igin,

C yarim doniis yapar ), u = 3x (4’nn her bir

doniisii i¢in, B ii¢ defa doner), yani y = 3x/2

oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla

dy/dx =3/2=(1/2)(3) = (dy/du)(du/dx) olur.
ORNEK 2

y=09x*+6x>+ 1 =(3x>+ 1)

y =u? ve u = 3x* + 1 fonksiyonlarmin bileskesidir. Tiirevleri hesaplarsak,

dy du
' dx 2u - 6x
=2(3x%>+ 1)-6x
= 36x> + 12x
oldugunu goriiriiz. Turevleri agik formiilden hesaplarsak
b d(goa 2
= (ot e 4 1)
= 36x3 + 12x
elde ederiz. Bir kere daha
& dy .
du dx  dx

ile karsilasiriz.
f(g(x)) bileske fonksiyonunun x’teki tiirevi f’nin g(x)’teki tiirevi garpt g’nin x’teki
tirevidir. Buna zincir kurali denir (Sekil 3.27).
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Bileske /o g

x’teki degisme orani

J(g(x)) - gx) tir.

g

x’teki degisme m
orani g'(x)’tir. orani f"(g(x)) tir. ———
x u = gl y=flu) = f(g(x))

SEKIL3.27 Degisim oranlari carpilir: f o g *nin x’teki tiirevi fnin g(x)
noktasindaki tiirevi garp1 g’nin x’teki tiirevidir.

TEOREM 3 Zincir Kurali

f(u) u = g(x) noktasinda tiirevlenebiliyorsa ve g(x) de x’te tiirevlene biliyorsa,
(f ° g)(x) = f(g(x)) bileske fonksiyonu da x’de tiirevlenebilir ve bu tiirev

(f e g)'(x) = f'(gx)-g'(x)
olur. Leibnitz gosterimiyle, y = f(u) ve u = g(x) ise, bu

dy _dy du

dx  du dx
olarak yazilir. Burada dy/du u = g(x)’te hesaplanmaktadir.

Zincir Kuralimin Sezgisel “ispati”:

x’teki Ax degisimine karsilik #’daki degisme Au olsun, yani
Au = g(x + Ax) — g(x)

olsun. Buna karsilik y'deki degisme

Ay = flu + Au) = f(u)

olur.

ﬂ _ &M (1)
Ax  Au Ax

yazmak ve Ax — 0 iken limit almak ilging olabilir:

dy . Ay

=AM Ax
Ay Au

= Jm R Ax

lim « lim ——
Ax—0 Au Ax—0 Ax
Ay . Au (g stirekli oldugundan Ax — 0
icin Au — 0 olduguna dikkat

m —- lim —
Au—0 Au Ax—0 Ax 4
edin)
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Bu akil ytiritmedeki tek piiriiz su olabilir: (1) denkleminde Au = 0 olabilir (Au # 0 oldugu
halde) ve siiphesiz ki 0 ile bélemeyiz. Ispat, bu piiriiziin iistesinden gelmek igin farkl: bir
yaklasim gerektirmektedir ve Boliim 3.8 de tam ispat1 verecegiz. [

ORNEK 3 Zincir Kuralini Uygulamak

x-ekseni lizerinde hareket eden bir cismin her ¢+ = 0 zamanindaki konumu
x(f) = cos(# + 1) ile veriliyor. Cismin hizin1, #’nin bir fonksiyonu olarak bulun.

Cozim  Hizin dx/dt oldugunu biliyoruz. Bu arada, x bir bileske fonksiyondur: x = cos (u)

veu=¢~+1.

dx

dut = —sin(u) x = cos(u)
% =2t u=1+1
buluruz. Zincir kuralia gore,

de _ dx du

dt  du dt
= —sin(u) - 2¢ :;T\z wda hesaplanir.
= —sin(¢? + 1)-2¢
= —2tsin(t> + 1) -

bulunur. Ornek 3’te gordiigiimiiz gibi, Leibniz notasyonundaki zorluk, tiirevlerin tam
olarak nerede hesaplandigini belirtmemesindedir.

“Ic-Dis” Kurali
Bazen zincir kuralin su sekilde diisiinmek yararli olabilir: y = f(g(x)) ise

d
= e g

dir. Yani, “dis” fonksiyon f’nin tlirevini alin ve “i¢” fonksiyon g(x)’e dokunmayin; sonra
da i¢ fonksiyon g(x)’in tlireviyle garpin.

ORNEK 4 Distan Ice Tiirev Almak

sin (x* + x)’in x’e gore tiirevini alin.

Coziim
4 n(? +x) = 24 x)-(2x + 1 -
e X Xx) = cos (x x)*(2x )
ic i¢ ayn1 i¢in tiirevi
birakilmig

Zincir Kuralinin Ust Uste Kullanilmasi

Bazen bir tiirevi bulabilmek i¢in zincir kuralin1 iki veya daha fazla defa kullanmamiz
gerekebilir. Asagida buna bir drnek verilmektedir.
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TARIHSEL BiYOGRAFI

Johann Bernoulli
(1667-1748)

ORNEK5 g Halkali Bir “Zincir”

2(f) = tan (5 — sin 2¢) fonksiyonunun tiirevini bulun.

Cozim Burada suna dikkat edin, teget 5 — sin 2#’nin fonksiyonudur. Oysa siniis fonksiyo-
nu, kendisi de #nin bir fonksiyonu olan 2#’nin fonksiyonudur. Bu nedenle Zincir Kura-
Ir’ndan

gt = %(tan (5 — sin 2t))

. d . =5—gi
= sec?(5 — sin2¢) (5 — sin 2t) =5 sin2rolmak
dt uzere tan u nun turevi

. d u = 2t olmak tizere
= sec? (5 — sin2f)- <0 — cos 2t dt (2t)> 5 — sinu’nun tiirevi
= sec’(5 — sin2¢)+ (—cos 2t) -2
= —2(cos 2¢) sec® (5 — sin 2¢) ]
elde edilir.
Zincir Kurali ve Bir Fonksiyonun Kuvveti

f, w'nun tiirevlenebilir bir fonksiyonu ve u da x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonu ise,

B _dv du

dx  du dx
zincir kuralinda y = f(u) yazmak

L fa) = 1) 2
formiiltine gotiirtir.

Nasil galistigma dair bir 6rnek asagidadir: » bir tamsayiysa, pozitif veya negatif, ve
f(u) = u"ise, Kuvvet Kurali (2 ve 7 Kurallar1) f'(x) = nu"' oldugunu soyler. u , x’in
tiirevlenebilir bir fonksiyonu ise bunu, Zincir Kuralinit Kuvvet Zincir Kurali’na genislet-
mek i¢in kullanabiliriz:

d _
—u" = nu" 1@. &
dx dx du

ORNEK 6 Kuwet Zincir Kuralini Uygulamak

(11“) = nu""!

@ 4 (st =) = 750 = L (s = xt) v

ile Kuvvet Zincir Kurali

7(5x3 — xM8(5-3x% — 4x3)
= 7(5x% = x")°(15x% — 4x%)

d( 1 d .
(b) dx<3x - 2) = xBx-27

= _1(3x—2)72%(3x_2) u=3x—2,n=—lile

Kuvvet Zincir Kurali

—1(3x — 2)72(3)
3
(3x — 2)?

(b) sikkinda tiirevi bolme kuraltyla da bulabilirdik. [



| sin” x’in anlami (sin x)", n # —1.
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ORNEK7  Teget Egimlerini Bulmak
(a) y = sin’ x egrisine x = 7/3 noktasinda teget olan dogrunun egimini bulunuz.
(b) y=1/(1 — 2x)’ egrisine teget olan her dogrunun egiminin pozitif oldugunu gosterin.
Coziim
(a) d%: = 5sin*x- % sin x u = sinx,n = 5 ile Kuvvet Zincir Kurali
= Ssin*xcosx

Teget dogrusunun egimi

) (V3Y (1) _4s
dx |5 2 ) \2) " 32
dy _d 3
(b) o dx(l - 2x)

= —3(1 - 2x)_4-dii(1 - 2x) u = (1-2x), n=-3 Kuvvet Zincir Kurali

= —3(1 — 2x)*-(-2)

-6

(1 — 2x)*

Egri lizerindeki her (x, y) noktasinda, x # 1/2 dir ve teget dogrunun egimi, pozitif iki
sayinin orani olan

b6

dx (1 — 2x)*
tur. [ |

ORNEK8  Radyan ve derece

sin x ve cos x’in tlirev formiillerinin x’in derece degil, radyan olarak 6l¢iildiigii varsayimi

altinda ¢ikarildigini unutmamak ¢ok 6nemlidir. Zincir kurali bu ikisi arasindaki fark: anla-

maya daha iyi yardimci olur. 180° = 7 radyan oldugu igin, x° = 7x/180 radyan olur.
Zincir kuralini kullanarak,

isin(x") = isin TX ) = T _cos| 2N ) = T cos (x°)
dx dx 180 180 180 180

buluruz. Sekil 3.28’¢ bakin. Ayn1 sekilde, cos(x®) nin tiirevi —(7r/180)sin(x°) olur.

Dabha ilk tiirevde rahatsiz edici goriinen 77/180 faktorii iist iiste tiirev almayla daha da
belirginlesecekir. Bir bakigta radyan oOlgli kullanmanin neden daha c¢ekici oldugu
anlagilmaktadir. [

Parametrik Denklemler

Bir egriyi, egri lizerindeki bir P(x, y) noktasmin y-koordinatini x’in bir fonksiyonu olarak
ifade etmekle tanimlamak yerine, bazen her iki koordinati da bir {iglincii degigsken ¢
cinsinden ifade etmek daha uygundur. Sekil 3.29 da bir cismin, bir ¢ift denklem x = f(7),
y = g(t), ile taniml1 yolu goriilmektedir. Hareket incelemesinde ¢ genellikle zaman1 gos-



196 Biiliim 3: Tiirev

\

t aninda pargacigimn
konumu

(f(0), g(0)

SEKiL 3.29
parcacign izledigi yol her zaman x’in

xy-diizleminde ilerleyen bir

veya y’nin bir fonksiyonun grafigi
degildir.

y
2 _
LT P+yr=1
2
/- P(cos t, sin 1)
t=m \t t=0
0 (1,0
3w
=3

SEKIL3.30  x=cos ¢, y = sin ¢ denklemleri
x? +y? =1 gemberi tizerindeki hareketi
tanimlarlar. Ok artan ¢ yoniinii
gostermektedir (Ornek 9).

T I

y =sinx

SEKIL 3.28  sin x’in salnmasina karsin sin (x°) sadece 7/180 defa fazla salinir. Maksimum
egimi, x =0 da 7/180°dir (Ornek 8).

terir. Bu gibi denklemler, herhangi bir # aninda pargacigin (x, y) = f(#), g(f)) konumunu
verdikleri igin bir kartezyen formiilden daha iyidirler.

TANIM  Parametrik Egri
x ve y, bir t degerleri araliginda

x=f(, y=g@®

fonksiyonlar1 olarak verilmisse, bu denklemlerle tanimlanan (x, y) = (f(¢), g(f))
noktalarimin kiimesi bir parametrik egridir. Denklemler, egrinin parametrik
denklemleridir.

t degiskeni egrinin bir parametresi ve tanim kiimesi I, parametre arahgidir. I kapali bir
araliksa, « =t = b, (f(a), g(a)) noktas: egrinin baglangi¢ noktas: ve (f(b), g(b)) nok-
tast egrinin bitis noktasidir. Diizlemdeki bir egri igin parametrik denklemleri ve parame-
tre araligini verirsek, egriyi parametrize ettigimizi soyleriz. Denklemler ve aralik egrinin
parametrizasyonunu verir.

ORNEK 9

Asagidaki parametrik egrilerin grafiklerini ¢izin

Bir Cember Uzerinde Saat Yoniiniin Tersine Hareket

0=1t=2m.

0=t¢t=2m.

(a) x = cost, y = sint,

(b) x = acost, y = asint,

Coziim

(a) x*+y*=cos’t+sin® ¢ = 1 oldugundan, parametrik egri x>+ )? =1 cemberi iizerinde
dir. + 0’dan 27’ye artarken (x, y) = (cos ¢, sin /) noktasi (1, 0)’dan baslar ve saat

yoniiniin tersine olarak biitiin gemberi cizer (Sekil 3.30).

(b) x=acost,y=asint,0=t=2migin x>+ y? = a’cos’*t + a*sin’t = a*dir. Param-

etrizasyon, (a, 0) baslayip x* + y* = ¢® ¢emberini saat yoniiniin tersine bir defa kat
eden ve ¢ =27’de (a, 0) noktasina donen hareketi tanimlar. [



1. n

(=]

Harekete baglar
t=0

SEKIL3.31 x = V?vey =t denklemleri
ve t = 0 aralig1, y = x* paraboliiniin sag
kolunda ilerleyen bir parcacigin
hareketini tanimlar (Ornek 10).
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ORNEK 10 Bir Parabol Boyunca Hareket

xy-diizleminde ilerleyen bir pargacigin P(x, y) konumu
x=Vt, y=t t=0

denklemleri ve parametre araligtyla verilmektedir. Pargacigin izledigi yolu belirleyin ve
hareketi tanimlayin.

Cozim  Izlenen yolu x = V¢ ve y = ¢ denklemleri arasinda #’yi yok ederek bulmaya
calisiriz. Sansimiz varsa, bu x ile y arasinda tanimlanabilir bir cebirsel bagint1 verecektir.
Bu sekilde

y=i= (Vif =22

buluruz. Bu, par¢acigim konum koordinatlarmin y = x* denklemini sagladigim gosterir,
dolay1siyla pargacik y = x* parabolii boyunca hareket eder.

Ancak pargacigin izledigi yolun tim y = x? parabolii oldugunu diisinmek bir
hatadir—bu yol paraboliin sadece yarisidir. Pargacigin x koordinati higbir zaman negatif
degildir. Pargacik # = 0 iken (0, 0)dan harekete baslar ve ¢ arttikga birinci dortte bir
bolgede yiikselir (Sekil 3.31). Parametre araligi [0, o©) dur ve bir bitis noktasi yoktur. m

ORNEK 11 Bir Doru Parcasini Parametrelemek

Ug noktalar1 (-2, 1) ve (3, 5) olan dogru pargasinin bir parametrizasyonunu bulun.

Cozim (-2, 1) noktasini kullanarak
x=-2+at, y=1+bt
parametrik denklemlerini olustururuz. Her iki denklemi #’ye gore ¢ozer ve esitlersek
x+2 _y—1
a — p
elde ederiz. Bu esitlikten, denklemlerin bir dogruyu temsil ettiklerini goriiriiz. Bu dogru,

t=0iken (-2, 1) den geger. =1 iken dogru (3, 5) noktasindan gegecek sekilde a ve b
degerlerini belirleriz.

3=-2+a = a=>5 t=1liginx=3
1 +5b Sl b=4 t=1liginy=35

Bu nedenle,
x = —2 + 5¢t, y =1+ 4t 0=r=1

denklemleri, baslangi¢ noktast (-2, 1) ve bitis noktasi (3, 5) olan dogru pargasinin bir pa-
rametrizasyonudur. L]

Parametrize Egrilerin Egimleri

f ve g fonksiyonlar1 ¢ ’de tiirevlenebiliyorsa, parametrize x = f(¢), y = g(¢) egrisi de #'de
tiirevlenebilirdir. y’nin de x’in siirekli bir fonksiyonu oldugu tiirevlenebilir parametrize
bir egrinin tizerindeki bir noktada dy/dt, dx/dt ve dy/dx tirevleri Zincir Kurali’na gore
baglidirlar:

dy _dv ax

dt  dx dt
dx/dt # 0 ise, denklemin iki tarafini da dx/dt ile bolerek, dy/dx’i ¢ozebiliriz.
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dy/dx T¢in Parametrik Formiil
Her iig tiirev varsa ve dx/dt # 0 ise
dy  dy/dr

dx  dx/dt

(2)
dir.

ORNEK 12 Parametre ile Tiretmek

x=2t+3vey=~—1lise dy/dx’in t=6daki degerini bulun.

Cizim  (2) denklemi dy/dx’i £'nin bir fonksiyonu olarak verir.

dy _dyjdr o x-—3
dx dx/dt 2 2

t = 6 igin dy/dx = 6 olur. Suna dikkat edin, dy/dx tiirevini x’in bir fonksiyonu olarak da
bulabiliriz.

ORNEK 13 x?/a® + y?/b?* = 1 Elipsi Boyunca Hareket
t anindaki konumu P(x, y)
X =acost, y=bsint, 0=¢t=27
ile verilen bir pargacigin hareketini tanimlaymn. ¢ = /4 oldugu <a/ \6, b/ \/2),

noktasinda egriye teget olan dogruyu bulun (a ve b sabitlerinin her ikisi de pozitiftir).

Coziim

SR

X .
cost =7, sint =

denklemlerinden #’yi yok ederek, pargacigin konumu igin bir Kartezyen denklem buluruz.
Bunu cos® 7 + sin® # = 1 bagmtisini kullanarak yapariz. Bu baginti

2 2 2 2
X Y X Y
G+ () =t e egie

verir. Pargacigin (x, y) koordinatlar1 (x*/a*) = (*/b*) = 1 denklemini saglar, dolayisiyla
pargacik bu elips tizerinde hareket eder. = 0 iken pargacigin koordinatlari

x=acos(0)=a, y=bsin(0)=0

olur, dolayisiyla hareket (a, 0)'da baglar. ¢ artarken, parcacik yiikselir ve saat yoniiniin ter-
sine sola dogru hareket eder. Elipsi bir kere dolasarak ¢ = 27 iken baslangi¢ noktasi
(a, 0)’a doner.

t= /4 igin elipse teget olan dogrunun egimi

dy|_ dy/dt Denklem (2)
dx t=m/4 d)C/dt t=m/4
_ bcost
—asint|, .,

AT
—a/\/i

QS

dir.



d?y/dx?vyi t cinsinden bulmak

1. y’=dy/dx’i t cinsinden ifade edin.
2. dy’/dt’yi bulun.

3. dy’/dtyi dx/dt ile bolin.

=
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Teget dogru
y_b:_b( _a>
Vo oo V2
:b_b< _a>
RV RNV
veya

y=—§x+\/§b ]

Parametrik denklemler »’yi x’in iki kere tiirevlenebilir bir fonksiyonu olarak
tanimliyorsa, d?y/dx*’yi t’nin bir fonksiyonu olarak hesaplamak igin Denklem (2) yi
dy/dx = y”ye uygulayabiliriz:

@_i( ) dy' /dt
a2 dx YT axjde

(2) denkleminde y yerine y’ yazilmis.

d?y [dx* icin Parametrik Formiil

x = f(f), y = g(¢) denklemleri y’yi x’in iki kere tiirevlenebilir bir fonksiyonu

olarak tammliyorsa, dx/dt # 0 olan her noktada
d*y  dy'/dt
a2 - dx/dt

(3)

ORNEK 14
x=t—1 vey=t—1 ise d’y/dx*’yi bulun.

Parametrize Bir Eqri Iin d%y/dx?"yi Bulmak

Coziim
1. y’=dy/dx’i t cinsinden ifade edin:
L dy dy/dt 1 — 342

Y T T a1 -2

2. y”niin ’ye gore tiirevini alin:

' _d (1-372\_2—6t+ 6
d — dt\1—2t) (1— 2t)2 Boliim Kuralt

3. dy’/dtyidx/dt ile béliin.
dy dy'jdt (2 —60+60°)/(1 =20 2 — 6+ 6

E = dx/dt = 1= 2 = (1 _ 2t)3 Denklem (3) ]

ORNEK 15

Bir Kizilhag hava araci, bir felaket bolgesine acil yardim igin yiyecek ve ilag atmaktadir.
Hava araci, erzagi 700 ft uzunlugundaki agik bir alanin hemen kenarmin {iizerinde
birakirsa ve kargo

Acil Yardim cin Erzak Atmak

x=120¢t ve y=-16£+500, =0
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yolunu izlerse kargo alan igine diiser mi? x ve y koordinatlar1 feet olarak ve # parametresi

so0] Birakma aninda hava aracinin konumu (birakma dan itibaren) saniye olarak oOlgiilmektedir. Diisen kargonun yolu igin bir
Atlan kargonun yolu Kartezyen denklem bulun (Sekil 3.32) ve yere carptigi anda algalmasmin ilerlemesine
oranini bulun.
Cozim  Kargo, y = 0 iken yere carpar ve bu da #'nin
0 Acik alan 2 7|00 X —16£2 + 500 = 0 y =0 koyun
i t = 300 _ 75\/5sn =0
SEKIL3.32  Ornek 15°teki atilan erzak 16 2 r=

kargosunun izledigi yol .
aninda goriliir. Birakilma aninda x-koordinati x = 0 dir. Kargonun yere ¢arpmasi aninda

x-koordinati
x = 120r=:120(5}(5> = 300V/5 ft.
dir. 300\V/5 ~ 670.8 < 700 oldugundan kargo alan igine diiger.

Parametrik denklemler arasinda ¢ parametresini yok ederek kargo’nun yolu igin bir
kartezyen denklem buluruz:

y=—- 162 + 500 y’nin parametrik denklemi
2
_ X x =120 t esitliginden
o 16 (120) + 500 t’yi yerine yazin.
__ 1 :
= - Wx + 500 Bir parabol

Kargo yere ¢arptiginda algalmasinin ilerlemesine orant

d dy/dt
& = b/ Denklem (2)
dx =5\/5/2 dx/dt =5\/5/2
_ —32t
120 |/=s5v32

V5
Y5

—1.49

dir. Boylece, kargo yere garptigi anda 1 foot (ayak = 30.4 cm) ilerlemesine karsilik 1.5 feet
alcaliyordu. [

TEKNOLOJI KULLANMAK  Dikey Bir Dogru Uizerindeki Hareketin Simiilasyonu

x(t) =c¢,  y(t) = f(1)

: Parametrik denklemleri x = ¢ dogrusu tizerindeki noktalar1 aydinlatacaktir. f(¢), hareket
x(1) =2 etmekte olan bir cismin ¢ anindaki yiiksekligini goésteriyorsa, x(¢), y(£)) = (¢, f(¢))’yi
{ y(1) =1601-161> cizmek asil hareketi simiile edecektir. Bunu, Boliim 3.3, Ornek 5’teki kaya igin, x(f) = 2
ve Ornegin, y(f) = 160t — 16¢* ile nokta modunda ¢ adim igin deneyin. Noktalar
arasindaki bosluk degisiyor? Tepeye ulasildiginda, grafik gizici neden stop etmis gibi
x(t) =t goziikiiyor? (0 = = 5 ve 5 = ¢t = 10 igin ayr1 ¢izimler deneyin.)
{ y(1) =1601-161> Ikinci bir deney igin,
nokta modunda x(f)=t ve y(t)=160z— 161

ve
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parametrik denklemlerini, hareketin dikey simiilasyonu ile birlikte yine nokta modunda
¢izin. Biitiin ilging davranisi gdsterecek bir gergeve olgiisii segmek igin, Ornek 5’teki
hesaplamalardan, kayanin davranis1 hakkindaki bildiklerinizi kullanin.
Standart Parametrizasyonlar ve Tiirev Kurallar
2 y2
CEMBER x? + y? = a?: ELIPS 5 + pelalE
a
X = acost X = acost
y = asint y = bsint
0=t=2mw 0=t=2mw
FONKSIYON y = f(x): TUREVLER
x=t , _dy  dy/dt d*y _dy'/dt
y = f() VT T djd ax dvjd
Tiirev Hesaplamalari 2. s — sin (%) + cos (%)
1-8 aligtirmalarinda, y = f(u) ve u = g(x) verilmistir. dy/dx =
f/(g(x))g(x)’i bulun. 23. r = (csc® + cotf)! 24, r = —(sec + tan )~
— - 4 — 9,3 -y —
Ly=6u—9 u=(1/2x" 2.p=2w, u=8 -1 25. y = x%sin*x + xcos2x  26. y=%sin75x—§cos3x
3. y=sinu, u=3x+1 4. y =cosu, u= —x/3
-1
5. y=cosu, u=sinx 6. y =sinu, u =Xx — coSX 27.y:21f1(3x—2)7+(4—#)
7.y =tanu, u=10x —5 8. y=—secu, u=x>+7Tx x4
- 1(2
9-18 aligtirmalarinda, fonksiyonu y = f(u) ve u = g(x) seklinde yazin. 28. y=(5—20)7 + 3 <§ + 1>
dy/dx’i x’in bir fonksiyonu olarak bulun. 2.y = (dx+ e+ ) 30, y= (2 52 — 50)f
9. y=(2x+ 1) 10. y = (4 — 3v)° SR YT o
_ . _ _ 2 1
1. y— (1 B %) 7 12y - (% B 1) 10 31. A(x) = xtan (2\/);) +7 32 k(x) =x sec(;)
ing |\’ 1+ cost) '
2 4 s 33. f(0) = (L) 34, g(1) = (7)
13.y:(%+x—%) 14,y:(§+51—x) 10) 1 + cos@ g(1) sin ¢
. 1
35. r = sin(6) cos (20 36. r = sec\Vot (7)
15, 3 = sec(tan =) 16, 5 = Cot(ﬂ B %) r = sin(6°) cos(26) r=secVotan (4
. _ . t sin ¢
17. y = sin’x 18. y = S5cos *x 37. g = sin (7) 38. g = cot( )
Vit 1 !
19-38 alistirmalarindaki fonksiyonlarin tiirevlerini bulun. 39.48 alist larmda dv/dsvi bul
aligtirmalarinda £yi bulun.
19. p=V3 1 20. g = \V2r — 12 o vy ,
A A 39. y = sin” (7t — 2) 40. y = sec” mt
21. s = 371_sin 3t + 5, COS 5¢ 41. y = (1 + cos2t)™ 42. y = (1 + cot(#/2))?
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43. y = sin(cos(2f — 5)) 44. y = cos (5 sin (%))
4 t 3 1 2 3
45. y = (1 + tan (E)) 46. y = E(l + cos (71))

47. y = V1 + cos (%) 48. y = 4sin (V1 + VA)

Ikinci Tiirevler
49-52 alistirmalarinda y”’nii bulun.

49. y = (1 + %)3 50. y = (1 — Va)!

52. y = 9tan (%)

Tiirevlerin Sayisal Degerlerini Bulma

53-58 aligtirmalarinda, verilen x degerinde (f © g)’’niin degerini bu-
lun.
53 fu) =uw> + 1, u=gx)=Vx, x=1

54.f(u)=1—%, u=g(x)=ll , x=—1

51. y = écot(3x - 1)

55. f(u) = cot%, u=gkx)=5Vy, x=1

56. f(u) =u+——, u=g) =mx, x=1/4
cos”u
57. f(u) = 22u , u=gx) =102 +x+1, x=0
u”+ 1

u—1Y 1
58.f(u)=(u+1), u=gx)=—5-1 x=-1

59. file g fonksiyonlar: ve tiirevlerinin x = 2 ve x = 3’teki degerleri
asagida verilmistir.

x fe) g ' 8'®

2 8 2 1/3 -3
3 3 —4 27 5

Asagidaki kombinasyonlarin verilen x degerlerinde x’e gore
tiirevlerini bulun.

a. 2f(x), x=2
c. f(x)-glx),

b. f(x) +g(x), x=3
=3 d. f(x)/gx), x=2
e. flgx)), x=2 f. Vfkx), x=2
g 1/g%(x), x=3 h. VF2) + g2x), x =2

60. f ile g fonksiyonlar1 ve tiirevlerinin x = 0 ve x = 1’deki degerleri
asagida verilmistir.

x f) &) ') &'

0 1 1 5 1/3
1 3 —4 ~1/3 ~8/3

=

Asagidaki kombinasyonlarin verilen x degerlerinde x’e gore
tiirevlerini bulun.

a. 5f(x) —gkx), x=1 b. f(x)g3(x), x=0
f(x)

c. 2 « 1 x =1 d. f(gx)), x=0

e. g(f(x), x=0

g flx+g), x=0
61. s =cosfvedd/dt=5 ise, =3m/2 iken ds/dt yi bulun.
62. y=x>+Tx—5vedx/dt=1/3 ise, x =1 iken dy/dt yi bulun.

f. "M+ fx)2 x=1

Bileske Secimi

Bir fonksiyonu bir bileske olarak farkli sekillerde yazabiliyorsaniz, ne

olur? Her seferinde ayni tiirevi bulabilir misiniz? Zincir kurali boyle

oldugunu soyler. Bunu 63 ve 64 alistirmalarindaki fonksiyonlarla

deneyin.

63. y = x ise »’yi asagidaki bileskeler olarak kabul edip, zincir
kuralin1 kullanarak dy/dx’i bulun.

a. y=w/5+7 veu=>5x-35
b. y=1+/u)yveu=1/(x—1)
64. y = 2 ise »’yi asagidaki bileskeler olarak kabul edip, zincir
kuralin1 kullanarak dy/dx’i bulun.
a y=u> ve u=\Vx
b. y=Vu ve u=ux>

Tedet ve Egimler
65. a. y=2 tan (mx/4) egrisinin x = 1'deki tegetini bulun.

b. Bir tanjant egrisi iizerinde egimler Bu egrinin -2 < x < 2
araliginda alabilecegi en kiigiik egim degeri nedir? Yanitinizi
aciklayin.

66. Siniis egrisi lizerinde egimler

a. y = sin2xve y = —sin(x/2) egrilerinin orijindeki tegetleri-
nin denklemlerini bulun. Tegetlerin birbiriyle iligkisinde bir
ozellik var midir? Yanitiniz1 agiklayin.

b. y = sinmx ve y = —sin(x/m) (m # 0 bir sabit) egrilerinin
orijindeki tegetleri hakkinda bir sey soylenebilir mi? Yanitinizi
aciklaym.

c. Verilen bir m igin, y = sinmx ve y = —sin(x/m) egrilerinin
tegetlerinin egimlerinin alabilecegi en biiyiik degerler nedir?
Yanitinizi agiklaym.

d. y =sinx fonksiyonu [0, 27], araliginda bir periyot,
vy = sin 2x fonksiyonu iki periyot, y = sin(x/2) fonksiyonu
ise yarim periyot tamamlar. y = sinmx fonksiyonunun
[0, 277] araliginda tamamladig1 periyot sayisiyla, bu egrinin
orijindeki tegetinin egimi arasinda bir iliski var midir? Yantini-
z1 agiklaym.

Parametrik Denklemlerden Kartezyen Denklemleri Bulmak

67-78 alistirmalari, xy diizleminde ilerleyen bir pargacigin pa-
rametrik denklemlerini ve parametre araliklarini vermektedir.
Pargacigin izledigi yolu bir Kartezyen denklem bularak belirleyin.



Kartezyen denklemin grafigini ¢izin. (Grafikler kullanilan denkleme
gore degisecektir). Grafigin, parcacign kat ettigi pargasini ve hareket
yOniinii belirtin.

67. x =cos2t, y=sin2t, 0=t=mw

68. x =cos(m — 1), y=sin(w —1), 0=t=mw

69. x = 4cost, y=2sint, 0=¢t=27

70. x = 4sint, y = 5cost, 0=1¢t=2m
1. x =31, y=9% —00 <<
T2.x=-V1, y=t t=0

73.x=2t—5, y=4—-7, —00o<t<0o0
74. x =3 =31, y=2t, 0=¢t=1
75.x=1t y=V1—-4¢ —-1=t=0

76. x=Vt+1, y=Vi t=0

77. x =sec*t — 1, y=tant, —m/2<t<m)2
78. x = —sect, y =tant, —w/2 <t< 72

Parametrik Denklemleri Belirlemek

79. (a, 0) noktasindan baslayan ve x> + y?> = a? gemberini gizen bir
parcacigin hareketinin parametrik denklemlerini ve parametre

araligini bulun.
a. saat yoniinde bir kere b. saat yoniiniin tersine bir kere
c¢. saat yoniinde iki kere d. saat yoniiniin tersine iki kere

(Bunu yapmanin bir ¢ok yolu vardir, dolayisiyla yanitlariniz
kitabin arkasindakilerle ayn1 olmayabilir.)

80. (a, 0) noktasindan baslayan ve (x*/a?) + (y2/b%) = 1 elipsini
¢izen bir pargacigin hareketinin parametrik denklemlerini ve
parametre araligini bulun.
a. saat yoniinde bir kere b. saat yoniiniin tersine bir kere

c. saat yoniinde iki kere d. saat yoniiniin tersine iki kere
Aligtirma 79°da oldugu gibi, bir ¢ok dogru yanit vardir.)

81-86 alistirmalarinda, egri igin bir parametrizasyon bulun.

81. Ug noktalar1 (-1, —3) ve (4, 1) olan dogru pargast

82. Ug noktalar1 (-1, 3) ve (3, —2) olan dogru parcasi

83. x — 1 = y? paraboliiniin alt yaris1

84. y = x? + 2x paraboliiniin sol yaris

85. Baslangig noktasi (2, 3) olan ve (—1, —1) noktasindan gegen 1sin
(yarim dogru)

86. Baslangi¢ noktasi (—1,2) olan ve (0, 0) noktasindan gegen 1gin
(yarim dogru)

Parametrize Edrilerin Tegetleri

87-94 alistirmalarinda verilen ¢ degerinin tanimladig1 noktada egriye
teget dogrunun denklemini bulun. Ayrica, bu noktada d?y/dx> ’nin
degerini de bulun.

87. x = 2cost, t = /4
88. x =cost, y= \/.";cost, t=2m/3

y = 2sint,

89.
90.
91.
92.
93.
94.
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x=t y=Vi t=1/4
x=-Vrt+1, y=\/§, t=3
x=22+43, y=14 t=-1
x=t—sint, y=1—cost, t=m/3
x=cost, y=1+sint, t=7/2
x =sec’t— 1, y=tant, t=—m/4

Teori, Ornekler ve Uygulamalar

95.

96.

97.

98.

Bir aleti ¢ok hizh calistirmak Bir pistonun agag1 yukari hareket
ettigini ve ¢ anindaki konumunun, 4 ve b pozitif olmak iizere

s =A cos (27bt)

ile verildigini varsayin. 4’nin degeri hareketin genligi ve b de fre-
kanstir (saniyede pistonun asag1 yukar1 hareket etme sayisi). Fre-
kansin iki katina ¢ikarilmasinin hiz, ivme ve silkinme {izerindeki
etkisi ne olur? (Sonucu buldugunuzda, bir aleti ¢ok hizli ¢alistir-
digimizda aletin neden bozuldugunu anlayacaksiniz.)

Fairbanks, Alaska’da sicaklhiklar Sekil 3.33’teki grafik tipik bir
365 giinliik y1l boyunca Fairbanks, Alaska’daki ortalama Fahren-
heit sicakligi géstermektedir. x giiniindeki sicakliga

y = 37sin {%(}c — 101)} + 25
denklemiyle bir yaklasim yapilabilir.
a. Sicaklik hangi glinde en hizli artmaktadir?
b. En hizli artis1 sirasinda, sicaklik giinde ortalama kag derece
artmaktadir?

y
60 5
Ed X
. 40
2 N
gzo_ikiki 7k74>7<V7<'7A7A\"-A7477777777
% v N //
\ /|
.,,ff. -
_20.$&60%0¢%@\@@\$"\$q§(‘
. ™. SV S S
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SEKIL 3.33 Fairbanks, Alaska da hava sicakliklari normal
ortalamasi, veri noktalar1 olarak ¢izilmis ve siniis yaklasim
fonksiyonu (Alistirma 96).

Parcacik hareketi Bir koordinat dogrusu iizerinde ilerleyen bir
cismin konumu, s metre ve ¢ saniye olmak tizere, s = V1 + 4¢,
ile verilmektedir. # = 6 sn’de hiz ve ivmeyi bulun.

Sabit ivme Diisen bir cismin hizinin, baslangi¢ konumundan s

metre diigtiikten sonra v = kVs (k bir sabit) m/sn oldugunu
varsayin. Cismin ivmesinin sabit oldugunu gosterin.



204 Biiliim 3: Tiirev

99. Diisen meteor Diinyanin atmosferine giren agir bir meteorun
hizi, diinyanin merkezinden s km uzaktayken \s ile ters
orantihdir. Meteorun ivmesinin s? ile ters orantili oldugunu gos-
terin.

100. Pargacik ivmesi Bir pargacik x ekseninde dx/dt = f(x) hiziyla
ilerlemektedir. Pargacigin ivmesinin f(x)f'(x) oldugunu gosterin.

101. Sicaklik ve bir sarkacin periyodu Kiiciik genlikli salinimlar
(kisa sallanmalar) i¢in, basit bir sarkacin periyodu 7 ile boyu L

arasindaki iliskinin
T= 277\/5

ile verildigini sdyleyebiliriz. Burada g salinimim bulundugu yerdeki
sabit yer¢ekimi ivmesidir. g’yi santimetre bolii saniye kare olarak
oOlgersek, L’yi santimetre ve 77yi saniye olarak 6lgmemiz gerekir.
Sarkag metalden yapilmigsa, uzunlugu, L’ye orantili olarak, arta-
cak veya azalacak sekilde sicaklikla degisir. Formiild, « sicaklik ve
k oran sabiti olmak iizere

dL

du = kL

ile verilir. Bunu dogru varsayarak, periyodun sicakliga gore
degisim oraninin £7/2 oldugunu gésterin.

102. Zincir Kurah  f(x) = x* ve g(x) = | x| oldugunu varsaym. Bu
durumda (g ° @)(x) = |x]* =x% ve (g o f)(x) = | x*|=x* bileske
fonksiyonlarinin ikisi de (g’nin x = 0da tlirevlenememesine
ragmen) x = 0’da tiirevlenebilir. Bu zincir kuraliyla geligir mi?
Agiklaym.

103. Tegetler u = g(x)’in x = l'de ve y = f(u)’nun u = g(1)de
tiirevlenebildigini varsayin. y = f(g(x)) grafiginin x = 1°de yatay
bir tegeti varsa, g'nin grafiginin x = 1’deki tegeti veya f’nin
grafiginin u = g(1)deki tegeti hakkinda bir sey sdyleyebilir
miyiz? Yanitinizi agiklayin.

104. u = g(x)’in x = =5’te, y = f(u)’nun u = g(-5)’te tiirevlenebildik-
lerini ve (f ° g)’ (-5)’in negatif oldugunu varsaym. g'(-5) ve
f/(g(=5)) hakkinda bir sey soylenebilir mi?

105. sin 2x’in tiirevi y = 2 cos 2x fonksiyonunu -2 = x = 3.5

araliginda ¢izin. Ayni ekranda, 2 = 1.0, 0.5 ve 0.2 i¢in

_ sin2(x + 1) — sin2x
h

fonksiyonunu ¢izin. Negatif degerler de alarak baska 4 deger-
lerini de deneyin. # — 0 iken ne oldugunu goriiyorsunuz? Bu
davranist agiklayin.

106. cos (x?)’nin tiirevi y =—2x sin (x?) fonksiyonunu -2 = x = 3

araliginda ¢izin. Ayni ekranda, # = 1.0, 0.7 ve 0.3 i¢in

cos ((x + )% — cos (x?)
B h
fonksiyonunu ¢izin. Negatif degerler de alarak baska / degerlerini
de deneyin. & — 0 iken ne oldugunu goriiyorsunuz? Bu davranisi
aciklayin.

107 ve 108 alistirmalarindaki egrilere Papyon egrileri denmektedir.
Her bir durumda, birinci dortte bir bolge iginde, egrinin yatay
tegetinin bulundugu noktay1 ve orijindeki iki tegetin denklemlerini
bulun.

107. 108.

X =sint y
y = sin 2t 1

x = sin 2t
y = sin 3t

Zincir Kuralim kullanarak, 109 ve 110 alisttrmalarindaki x” fonksi-
yonlar1 igin (d/dx)x" = nx"~! kuvvet kuralmin gegerli oldugunu gos-
terin.

109. x4 = V"V~ 110. x¥* = VxVx

BILGISAYAR ARASTIRMALARI

Trigonometrik Polinomlar
111. Sekil 3.34’te goriildiigii gibi,

s = f(r) = 0.78540 — 0.63662 cos 2t — 0.07074 cos 6¢
—0.02546 cos 10t — 0.01299 cos 14¢

trigonometrik “polinomu” [, 7] araliginda s = g(7) testere disi

fonksiyonuna ¢ok iyi bir yaklagimdir. f nin tiirevinin, dg/d nin

taniml1 oldugu noktalarda g’nin tiirevine yaklasimi ne kadar iyi
dir? Yanit igin, asagidaki adimlari izleyin.

a. [-m, ] araliginda dg/dr’yi (tanimli oldugunda) gizin.

b. df/dt’yi bulun.

c. df/dtyi gizin. df/dtnin dg/df'ye en iyi ve en kotii
yaklasimlar nerededir? Trigonometrik polinomlarla yapilan
yaklasimlar 1s1 ve salinim teorilerinde 6nemlidirler, fakat bir
sonraki alistrmada gorecegimiz gibi, bunlara fazla
giivenemeyiz.

112. (Ahstirma 111°in devami) Alistirma 111°de, bir g(7) testere disi
fonksiyonuna [, 7] araliginda yaklasimda kullanilan bir f(¢)
trigonometrik polinomunun, testere disi fonksiyonunun tiirevine
benzeyen bir tiirevi oldugunu gordiik. Ancak, bir trigonometrik

s =g
()
—

—r 0| k

SEKIL3.34 Bir testere disi fonksiyonunun
bir trigonometrik “polinom” yaklagimi1
(Alistirma 111).



fonksiyon bir fonksiyonu, tiirevi o fonksiyonun tiirevine yakla-
stklik gdstermeyecek bir sekilde temsil edebilir. Ornek olarak,
Sekil 3.35’teki s = k(¢) basamak fonksiyonunu temsil etmek tizere

s = h(t) = 1.2732sin2¢ + 0.4244 sin 6t + 0.25465 sin 107
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Parametrize Egriler

113-116 alistirmalarinda asagidaki adimlar1 gergeklestirmek igin bir
BCS kullanm.

a. Verilen ¢ degerleri araliginda egriyi ¢izin

+ 0.18189 sin 147 + 0.14147 sin 18¢

b. fynoktasinda dy/dx ve d*y/dx*’yi bulun.

‘.‘pol%n.omu” kullanilmustir. Ancak /’nin tiirevinin £’nin tireviyle ¢. Egrinin, verilen ) degerinin belirttigi noktasindaki tegeti igin
iligkisi yoktur. bir denklem bulun. Egriyi ve tegeti birlikte bir grafikte ¢izin
a. [—m, 7). arahginda dk/df’yi (tanmimli oldugunda) gizin. 1 4 1,
b. dh/dt’yi bulun. W3 x=30, y=50, 0=t=1 n=1/2
c. dh/dtyi gizip dk/dt’ye yaklagiminin ne kadar kétii olduguna 4. x =263 — 162+ 25t +5, y=1>+1—-3, 0=1=6,
bakin. Gordiiklerinizi agiklayim. ty = 3/2
115. x =t —cost, y=1+sint, —w=t=m, f=m/4
S
s = k(1) 116. x = e‘cost, y =e€'sint, 0 =t=m, 1= m/2

o~

—T

T 0
2
-1

SEKIL3.35 Bir basamak fonksiyonunun bir

trigonometrik “polinom” yaklagimi
(Aligtirma 112).

Kapali Tiirev Alma

y
/ povEes
5 0 s 0"
/ (3,4
¥, =-V25 — 2 Eg‘;im:—%:Zl
SEKIL 3.36 Cember iki fonksiyonun

grafiklerini birlestirir. y, grafigi alt yari

¢cemberdir ve (3, —4) noktasindan geger.

Simdiye kadar ilgilendigimiz fonksiyonlar bir ¢ogu, y’yi x degiskeni cinsinden agik¢a
ifade eden y = f(x) seklindeki bir denklemle tanimlanmigti. Bu sekilde tanimlanan
fonksiyonlarin tiirevlerini almak igin kurallar 6grendik. Boliim 3.5°te ayrica, bir egri
x = x(f) ve y = y(x) denklemleriyle parametrik olarak tammlandiginda dy/dx tiirevinin
nasil bulunacagim drendik. Ugiincii bir durum

¥ +)y?-25=0,

seklinde denklemlerle karsilastigimizda ortaya g¢ikar (bkz. Sekil 3.37 ve 3.38). bu denk-
lemler x ve y degiskenleri arasinda kapali bir baginti tanimlarlar. Baz1 durumlarda boyle
bir denklemden y’yi x’in agik bir fonksiyonu olarak (veya belki birkag fonksiyon) ¢ozebi-
liriz. Bir F(x, y) = 0 denklemini bildigimiz sekilde tiirevini alabilmek icin y = f(x) haline
sokamadigimizda, kapali tiirev alma yontemiyle dy/dx’i yine de bulabiliriz. Bu, denkle-
min her iki tarafinin da x’e gore tiirevini almaktan ve sonra sonug¢ denklemi y"’ye gore
¢ozmekten ibarettir. Bu boliimde bu yontem anlatilmakta ve bu yontem kullanilarak kuv-
vet kurali, tiim rasyonel sleri kapsayacak sekilde genigletilmektedir. Bu boliimdeki 6r-
neklerde ve alistirmalarda verilen denklemlerin, daima )’yi x’in tiirevlenebilir bir fonksi-
yonu olarak tanimladiklari kabul edilmektedir.

Y¥—-x=0 veya x+)°—9%xy=0

Kapali Olarak Tamimu Fonksiyonlar

Bir 6rnekle basliyoruz
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2 _
y 27 1 1
Egim = — =
2
\yl 2Vx =V
TP(x, V)
|
|
l
0 l
|
L0, —Va)
y=—Vx
Egim = L - 1
2y, 2Vx

SEKIL3.37 y?—x =0, veya genelde
yazildig1 sekliyle y* = x denklemi x = 0
araliginda x’in tlirevlenebilir iki

fonksiyonunu tammlar. Ornek 1°de, y* =x

denklemini y’ye gore ¢ozmeden bu
fonksiyonlarin tiirevlerinin nasil
alinacagini gostermektedir.

y =)

B4y —y=0

(g y9) &Y =

SEKIL3.38 3+ — 9xy = 0 egrisi x’in tek
bir fonksiyonunun grafigi degildir. Ancak,

egri x’in fonksiyonlarinin grafikleri olan
ayr1 yaylara boliinebilir. Folyum olarak
adlandirilan bu 6zel egrinin gegmisi
1638°de Descartes’e kadar uzanir.

ORNEK 1

y*=xise dy/dx’i bulun.

Kapali Olarak Tiirev Alma

Gozim  y* = x denklemi x’in tiirevlenebilir ve aslinda bulabilecegimiz iki fonksiyonunu
tanimlar, yani y; = Vx ve y, = —Vx (Sekil 3.37). Ikisinin de x > 0 igin tiirevlerinin
nasil alinacagini biliyoruz:

1 dn 1

& 2vAE S ax T ok
Ama sadece y* = x denkleminin y’yi x > 0 i¢in x’in bir veya daha fazla tiirevlenebilir
fonksiyonu olarak tanimladigini bildigimizi varsayalim (agik olarak bilmesek de). Hala
dy/dx’1 bulabilir miyiz?

Yanit evettir. dy/dx’i bulmak igin, y = f(x)’e x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonuymus

gibi davranarak, y* = x denkleminin iki tarafinin da x’e gére tiirevini aliriz:

2

r Zincir kurali 4 (ﬁ) _
dy dx

2y*21 d N2 e .dy
i LT = 20 = 22
b _ 1 verir.
dx 2y .

oldugumuz tiirevleri vermektedir:

1 1 2 _ 1 o1 .

dx  2;m o(-Va) 2V

& 2n avAE Y©

ORNEK2  Bir Cemberin Bir Noktadaki Egimi

x? +y? =25 gemberinin (3, —4) noktasindaki egimini bulun.

Cizim  Cember x’in tek bir fonksiyonunun grafigi degildir. Iki tiirevlenebilir fonksiyo-
nun, y; = V25 — x%?ve y, = —\V/25 — x? fonksiyonlarmm grafiklerinin birlesimidir
(Sekil 3.36). (3, —4) noktas1 y, ’nin grafiginde bulunmaktadir, dolayisiyla egimi agikga he-
saplayarak bulabiliriz:

dy - 2 ____ =6 _3
dx | =3 2V25 — x2le=3 V25 -9 4

Ancak, verilen cember denkleminin x’e gore kapali olarak tiirevini alirsak, problemi daha
kolay ¢ozebiliriz:

)+ 207 = 2 ()

dy
2x + 2y$ =
b _ x
dx y
L. 3 3
(3, —4) noktasindaki egim -X = ——— == ’tir.
S PR —4 4



y
4k y2 = 2% + sin xy
2_
I I I I X
-4 -2 2 4
2+
_4_

SEKIL3.39  Ornek 3’teki

¥* + x% + sin xy’nin denklemi.

Ornek, kapali olarak tamimlanmig bu egri
tizerinde egimlerin nasil bulunacagini
gostermektedir.

Teget
151K 19101 &

Mercegin
yiizey
egrisi

Normal

SEKIL3.40  Bir 151k 15mnimin, mercegin
yiizeyinden gecerken kirtlmasini gosteren
mercek profili.
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Sadece x ekseninin altindaki noktalarda gegerli olan dy,/dx formiiliiniin aksine,
dy/dx = — x/y formiiliiniin gemberin egiminin bulundugu her yerde gegerli olduguna dikkat
edin. Ayrica, tiirevin sadece bagimsiz degisken x’i degil, x ve y degiskenlerinin ikisini de
icerdigine dikkat edin.

Kapali olarak tanimlanmis baska fonksiyonlarimn tiirevlerini hesaplamak igin, Ornek 1
ve 2°deki gibi ilerleriz: y’ye x’in tiirevlenebilir kapal1 bir fonksiyonu gibi davranir ve bilinen
kurallar1 uygulayarak tanimlayici denklemin iki tarafinin da tiirevini aliriz. [

ORNEK 3
y? = x? + sinxy ise dy/dx’i bulun (Sekil 3.39).

Kapali Olarak Tiirev Alma

Coziim
y? = x% + sinxy

L0 = )+ (o)

iki tarafinda x’e gore
tirevini alin. ..

dy d ...y"ye x’in bir fonksiyonu
2y d = 2x + (cosxy) d*(xy) gibi davranin ve zincir
x X kuralini kullanin.
dy dy
2y x = 2x + (cosxy)|y + Xa xy’ye bir garp1 gibi davranin

dy dy
2y£ — (cosxy) (x dx) = 2x + (cosxy)y

dy/dx 1i terimleri bir araya toplayin...

.. ve dy/dx’i ortak paranteze alin.

d
2y — xcosxy)dfi = 2x + ycosxy

dy  2x + ycosxy

a = m Bolerek dy/dx’1 bulun..

dy/dx formiiliiniin, kapali olarak tanimlanmis egrinin egiminin tanimli oldugu her yere
gegerli olduguna dikkat edin. Ayrica, tiirevin sadece bagimsiz degisken x’i degil, x ve y
degiskenlerinin ikisini de igerdigine tekrar dikkat edin. [

Kapali Tiirev Alma

1. y’ye x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonu gibi davranarak, denklemin iki
tarafinin da x’e gore tlirevini alin.

2. dy/dx’li terimleri esitligin bir tarafinda toplayin.
3. dy/dx’1 ¢Oziin

Mercekler, Tegetler ve Normal Dogrular

Bir mercege girerken 151gm nasil yon degistirdigini tanimlayan yasada, onemli agilar
151810 mercege giris noktasinda mercegin yiizeyine dik olan dogruyla yaptigi acilardir
(Sekil 3.40’taki 4 ve B acilart). Bu dogruya giris noktasinda ylizeyin normali ad1 verilir.
Sekil 3.40’taki gibi bir mercegin yandan goriiniisiinde, normal, egrinin 15181 giri§ nok-
tasindaki tegetine dik olan dogrudur.
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SEKIL3.41  Ornek 4, Descartes folyumunun
(2, 4)’teki tegetinin ve normalinin
denklemlerinin nasil bulunacagini
gostermektedir.

ORNEK 4  Descartes Folyumunun Tegeti ve Normali

(2, 4) noktasmimn x> + y* — 9xy = 0 egrisi iizerinde oldugunu gosterin. Sonra, egrinin bu-
radaki tegetini ve normalini bulun (Sekil 3.41).

Cozim (2, 4) noktas1 egrinin tizerindedir ¢link{i koordinatlar1 egrinin denklemini saglar:
22+ 4 -9(2)(4) =8+ 64 —72=0.

Egrinin (2, 4)’teki egimini bulmak igin, dnce kapali tiirev kullanarak dy/dx’in for-
miiliini buluruz:

¥ Hyi—oy =0

d d d d Iki tarafinda x’e gére
5 (X3> + a (y3) - a (9xy> = 5 (O) tlirevini alin. ..
dy dy d AA‘.‘.\:\f"}‘/i bir garplm Ve,"‘j,’ye
3x2 + 32— — 9<x +v2= ) =0 x’in bir fonksiyonu gibi
Y dx dx Y dx davranin.

d
(3y? — 9x)d—i +3x2— 9y =0

d
37 - 3x)£ =9y — 3x?

@_3y—x2
dx % — 3x

dy/dx’1 ¢oziin.

Sonra (x, y) = (2,4) noktasinda tiirevi hesaplariz:

dy 34 -2 8 4

- S _F

3y —x? 3(4) -2
o4 4 -302) 10 5

@e » -3

(2, 4) noktasindaki teget, (2, 4) noktasindan 4/ 5 egimiyle gegen dogrudur:

y=4+%(x—2>

_4 .12
y = 5 x + 5
Egrinin (2, 4) noktasindaki normali ise burada tegete dik olan dogru, (2, 4) noktasindan

-5 / 4 egimiyle gegen dogrudur:

y=—>-x+ 4 [ ]

Kuadratik formiil, y?> — 2xy + 3x% = 0 seklindeki ikinci derece bir denklemden y’yi
x cinsinden ¢dzmemizi saglar. Ugiincii dereceden bir denklemin ii¢ kokiinii veren,
kuadratik formiil gibi bir formiil vardir fakat ¢ok daha karmasiktir. Eger bu formiil
x> + y* = 9xy denkleminden y’yi x cinsinden ¢ozmek igin kullamlsaydi, denklem

tarafindan tanimlanan {i¢ fonksiyon

3 [ 6 3 [ 6
— N B X _ 3 X (X 3
y=flx) = \/ > t\a 27x° + \/ 5 1 27x
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s s v (e e - )]

olurdu. Ornek 4’te kapali tiirev almak, dy/dx’i yukaridaki formiillerden herhangi birinden
dogrudan dogruya hesaplamaktan ¢ok daha kolaydir. Daha yiiksek dereceden denklem-
lerin tanimladig1 egriler lizerinde egim bulmak genellikle kapali tiirev alma gerektirir.

Ve

Yiiksek Mertebe Tiirevler

Kapali tiirev alma daha yiiksek mertebeden tiirevler almak igin de kullanilabilir. Asagida
bir 6rnek verilmistir.

ORNEK5  Bir ikinci Mertebe Tiirevi Kapali Olarak Bulmak
2x® = 3y* =8 ise d?y/dx>’yi bulun.

Cozim  Baslangig¢ olarak, denklemin iki tarafiin da x’e gore tiirevini alarak,
y’ = dy/dx’i buluruz:

d%(zf -3 = d%(fi)

y’ye x’in bir fonksiyonu

2 [
6x° — 6yy =0 gibi davranin.
X =y =0
x2
Y = T y#0 y”’yil ¢dziin

Simdi y”nii bulmak i¢in Boliim Kuralin1 uygulariz.

, :d<x2) _ 2xy — x%y' :g_xi.y,
dx \ Y 2 Yooy2
Son olarak y”nii x ve y cinsinden yazabilmek igin y’ = x?/y’yi yerine yazariz.
y,,zzx_ﬁ<x2):2x_x“ 20 .
y y2 y y y3 y

Tiirevlenebilir Fonksiyonlarin Rasyonel Kuvvetleri

ax" = nx""!
kuvvet kuralinin n bir tamsay1 oldugunda gegerli oldugunu biliyoruz. Simdi bunun her
rasyonel n sayisi i¢in de dogru oldugunu gosterecegiz.

TEOREM 4 Rasyonel Usler icin Kuvvet Kurali
p/q bir rasyonel sayiysa, x4, X9 in tanim kiimesinin her i¢ noktasinda
tiirevlenebilir.

A plg — P o1
dxx —q*
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ORNEK 6 Rasyonel s Kuralini Kullanmak

(a) % (X1/2> = %x_l/z = 21? x>0 lgln
(b) a%(xz/3> = %x71/3 x # 0 igin
© d% (x3) = _éx% x#0 igin u

Teorem 4’iin Ispati p ve ¢, ¢ > 0 olmak iizere iki tamsay1 olsun ve y = \/xP =xrla
oldugunu varsayin. Bu durumda

yi = xP

olur. p ve g’nun ikisi de tamsayr oldugu igin (ki tamsayilar igin kuvvet kuralini
ispatlamistik), denklemin iki tarafinin da x’e gore kapali tiirevini alabiliriz:

d
qu_ld% = px/~!

y#0 ise, denklemin iki tarafin1 da ¢y ! ile boliip, dy/dx’1 bulabiliriz:

dy pxP !

dx gyt

xP7!

o , = Pl
(xPla)ya=1 S

! Py
q\1 Py

xPPla

. x(p_l)_(p_p/q) Bir iis kural

QT QT R QI

< xPl-1

bdylece kural ispatlanir. ]

Kuvvet Kurali’nin sifirdan farkli herhangi bir reel s igin ispatlandigt Bolim 7 de,
Teorem 4’lin ispatinda kullanilan tiirevlenebilirlik varsayimimi kaldirabilecegiz (Bkz.
Bolim 7.3).

Teorem 4’lin sonucunu Zincir Kurali ile birlestirince Kuvvet Zincir Kuralinin z’nun
rasyonel kuvvetlerine bir genislemesini elde ederiz: p/q bir rasyonel sayiysa ve u x’in
tiirevlenebilen bir fonksiyonu ise /¢ x’in tiirevlenebilen bir fonksiyonudur ve

d plg — P (p/q)*lﬂ

dx ! gt dx
dir. (p/q) < 1 igin u # 0 olmasi kosuluyla). Bu kisitlama zorunludur, zira takip eden
ornekte de goriilecegi gibi, 0 #”/“’nun tanim kiimesinde olabilir fakat «®/9~"’in tanim
kiimesinde bulunmayabilir.



ORNEK 7

[—1, 17de taniml1 fonksiyon
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Rasyonel Kuwvet ve Zincir Kurallarini Kullanmak
(a) a (1 - x2)1/4 = L (1 - xz)_3/4(—2x) u = 1 — x* ile Kuvvet Zinciri Kurah
dx 4 ’

(b) d%lc (cosx)™'/?

X

2(1 = ¥

yalniz (-1, 1) de taniml tiirev

_1 —6/5 d_
5 (cos x) e (cosx)
- % (cosx) ™% (—sinx)

% (sinx)(cos x) >

ALISTIRMALAR 3.6

Rasyonel Kuvvetlerin Tiirevleri
1-10 alistirmalarinda dy/dx’i bulun.

1. y= x4 2. y= xB

3.y= V2x 4. y = V/5x

5. y=T7TVx+6 6. y=-2Vx—1
7. y=(2x + 572 8. y=(1-6x)?
9. y=x(x>+ 1)12 10. y = x(x*> + 1712

11-18 alistirmalarindaki fonksiyonlarin ilk tiirevlerini bulun.
1. s = V7 12. r = Vo3

13. y = sin[(2¢ + 5)7%7] 14. z = cos[(1 — 61)*3]

15. f(x) = V1 — Vx 16. g(x) = 2(2x 2 + 1)1
17. h(6) = V1 + cos (26) 18. k() = (sin (0 + 5))*/*

Kapali Tiirev Alma
19-32 aligtirmalarinda dy/dx’i bulmak igin kapali tiirev alin.

19. x%y + 2 =6 20. x>+ y3 = 18xy

21 2xy + 2 =x+y 22. 3 —xy+yd=1
23. x2(x — y)? = x> — 2 24. (3xy + 7)* = 6y
2_X71 2_X_y

25.y—x+1 26'x_x+y
27. x = tany 28. xy = cot(xy)
29. x + tan(xy) = 0 30. x + siny = xy

31. . yZcos (%) =2x + 2

(1)
ysin |5 =1—-x

33-36 alistirmalarinda dr/d6’y1 bulun.

33. 02 + 12 =1 34. r -2V = %02/3 + %93/“

35. sin(r0) = % 36. cosr + cotf = r0

Ikinci Mertebe Tiirevler
37-42 alistirmalarinda, énce dy/dx’i, sonra da d*y/dx*’yi bulmak igin
kapali tiirev alin.

37. X2+ 2 =1 38. x2P + ¥ =1

39. y2 = x4+ 2x 40. y? —2x=1-2y
41. 2\Vy =x —y 2. xp+y2=1
43. x3+33 =16 ise, (2, 2) noktasinda d?y/dx*"nin degerini bulun.

44. xy +y? =l ise, (0, —1) noktasinda d?y/dx*'nin degerini bulun.

Edimler, Tegetler ve Normaller

45 ve 46 alistirmalarinda verilen noktalarda egimi bulun.

45. Y +x*=y"—2x (-2, 1) ve (-2, 1) de

46. (P +1?’=@x-y? (1,0)ve(l,-1)de

47-56 alistirmalarinda verilen noktanin egrinin iizerinde oldugunu

dogrulaym ve verilen noktada egrinin (a) tegetini ve (b) normalini bu-
lun.

47. X2 +xy -y =1, (2,3)
48. x* +y? =25, (3,—4)
49. x*y2 =9, (-1,3)
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50
51
52
53

54.

55

56.

57

58

59

60. Diocles’in sarmasik egrisi
sarmagsik egrisi olarak adlandirilan y*(2 — x) = x
(1, 1)'deki teget ve normalinin denklemlerini bulun.

2 Biiliim 3: Tiirev

.y2—2x—4y—1:

L6x? 4 3xy + 292+ 17y — 6 =0,

0,

(=2,1)

Lx2 = \/gxy+2y2: s (\/3,2)

. 2xy + wsiny = 2,
xsin2y = ycos 2x,
.y = 2sin(mx — y),

x2cos’y — siny = 0,

(

1,7/2)

(m/4,7/2)

(1

9 0)
(0, )

(=1,0)

. Paralel tegetler Paralel tegetler x>+ xy + y* =7 egrisinin x-ek-
senini kestigi iki noktay1 bulun ve bu noktalardaki tegetlerin para-

lel olduklarini gosterin. Tegetlerin ortak egimi nedir?

. Koordinat eksenlerine paralel tegetler x> + xy + y* = 7
egrisinin tegetinin (a) x-eksenine paralel oldugu ve (b) y-eksenine
paralel oldugu noktalart bulun. Ikinci durumda dy/dx tanimli
degildir, fakat dx/dy tammlidir. Bu noktalarda dx/dy’nin degeri

nedir?

. Sekiz egrisi Asagida gosterilen iki noktada y* = y? — x? egrisinin

egimini bulun.

y

-1

Y2-x=x

. D

3

(M.0. 200 civarinda) Diocles’in

egrisinin

61. Seytan egrisi (Gabriel Cramer [Cramer Kuralinin Crameri],
1750) y* — 4y? = x*— 9x? denklemiyle verilen seytan egrisinin be-
lirtilen dort noktadaki egimlerini bulun.

y Vo4 =t 92

(3,2)

(3,-2)

62. Descartes’in folyumu (Bkz. Sekil 3.38)

a. x> + ° — 9xp = 0 denklemiyle verilen Descartes’in fol-
yumunun (4, 2) ve (2, 4) noktalarindaki egimini bulun.

b. Folyumun orijinden baska hangi noktada yatay bir tegeti
vardir?

c. Sekil 3.38'de gosterilen ve folyumun dikey bir tegetinin
bulundugu 4 noktasinin koordinatlarini bulun.

Kapali Olarak Tanimlanan Parametrizasyonlar

63—66 alistirmalarindaki denklemlerin x ve y’yi kapali olarak,
x = f(¢),y = g(¢) tiirevlenebilir fonksiyonlari olarak tanimladikla-
rin1 varsayarak, x = f(¢), y = g(¢) egrisinin verilen ¢ degerindeki
egimini bulun.

63. x2 —2x + 22 =4, 23 —312=4, =2

6. x=\5-Vt, yt—1)=Vi t=4

65. x + 22 =2+ yVWe+1+20Vy=4, t=0

66. xsint + 2x =1t, tsint —2t=y, t=1

Teori ve Ornekler

67. f"(x)= x1/3 ise, asagidakilerden hangisi dogru olabilir?

a. f(x) = %xm -3 b. f(x) = %xs/3 -7

c. f"(x)= —%x_‘w d. f'(x) = %xm +6

68. ? =x’ ve 2x* + 3)? = 5 egrilerinin (1, £1) noktalarmn tegetlerinin
bir 6zellikleri var midir? Yanitmizi agiklayim.

22 4+ 3y* =5

0
(1,-1)




69. Normalini kesme x>+ 2xy— 3y*= 0 egrisinin (1, 1) noktasmdaki
normali egriyi baska hangi noktada keser?

70. Bir dogruya paralel normal xy + 2x — y = 0 egrisininin
2x + y =0 dogrusuna paralel olan normallerini bulun.

71. Bir parabole normal x = ) paraboliindeki (a, 0) noktasindan
asagida verilen ii¢ normali gizmek miimkiinse, a’nin 1/2°den
biiyiik olmas1 gerektigini gosterin. Normallerden biri x-eksenidir.
Diger iki normalin dik olmasi igin @ ne olmalidir?

0 (a, 0)

72. Ornek 6(b) ve Ornek 7(a)’daki tiirevlerin tamim kiimeleri iiz-
erindeki kisitlamalarin altinda yatan geometri nedir?

73 ve 74 alistirmalarinda hem (y’ye x’in bir fonksiyonuymus gibi
davranarak) dy/dx’i hem de (x’e y’nin bir fonksiyonuymus gibi davra-
narak) dx/dy’yi bulun. dy/dx ve dx/dy arasinda ne gibi bir iliski var
gibidir? Bu ikliskiyi grafikler cinsinden geometrik olarak agiklayiniz.

73. xpP +xy =6 74. x* + y? = sin’y
BILGISAYAR ARASTIRMALARI

75. a. x* + 4% =1 ise, dy/dx i iki yoldan bulun: (1) y’yi ¢dziip,
¢ikan fonksiyonlarin tlirevlerini her zamanki gibi alarak ve (2)
kapali tiirev alarak. Iki durumda da aym sonucu buluyor
musunuz?

b. x*+ 4y? = 1 denkleminden y’yi ¢bziin ve gikan fonksiyonlar
birlikte cizerek x* + 4y> = 1 denkleminin tam bir grafigini
olusturun. Seklinize bu fonksiyonlarin birinci tiirevlerinin

3.7 iliskili Oranlar:

76.
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grafiklerini de ekleyin. x* + 4y> = 1 grafigine bakarak tiirev
grafiklerinin genel davranigini tahmin edebilir miydiniz?
Tiirev grafiklerine bakarak x* + 4)? = 1 grafiginin genel
davranisini tahmin edebilir miydiniz? Yanitiniz1 agiklayin.
(x=2)2+y?=4ise, dy/dx’iiki yoldan bulun: (1) y’yi ¢oziip,
¢ikan fonksiyonlarin x’e gore tlirevlerini alarak ve (2) kapali
tiirev alarak. Tki durumda da ayn1 sonucu buluyor musunuz?
(x = 2> + »* = 4 denkleminden y’yi ¢dziin ve ¢ikan
fonksiyonlart birlikte gizerek (x — 2)> + y* = 4 denkleminin
tam bir grafigini olusturun. Seklinize bu fonksiyonlarin
birinci tiirevlerinin grafiklerini de ekleyin. (x — 2)*> + y* = 4
grafigine bakarak tiirev grafiklerinin genel davranigini tahmin
edebilir miydiniz? Tiirev grafiklerine bakarak (x —2)* +y* = 4
grafiginin genel davranisini tahmin edebilir miydiniz?
Yanitinizi agiklaym.

77-84 aligtirmalarindaki adimlar igin bir BCS kullanin.

77.
78.

79. y2 4+ y =

a.

Denklemi BCS’nin kapali ¢izim programiyla ¢izin. Verilen P
noktasinin denklemi dogruladigini kontrol edin.

Kapal1 tiirev almay1 kullanarak dy/dx tiirevi igin bir formiil
bulun ve bunu verilen P noktasinda hesaplayin.

(b) sikkinda buldugunuz egimi kullanarak, egrinin P’deki
tegetinin denklemini bulun. Kapali egriyi ve tegeti tek bir
grafikte ¢izin.

¥ -xy+yi=7, P2,1)
Ay ot + =4, P(1,1)

2+ x
1 —x’

P(0,1)

80. »° + cosxy = x2, P(1,0)

8

—

82.

y T
. x + tan <§) =2, P(l,z)

xp? + tan(x +y) = 1, P(%,O)

83. 22+ ()P =x2+2, P(1,1)
84. x\V1 + 2y +y=x% P(1,0)

Bu boliimde, baz1 degiskenlerin degisim oranlarinin soruldugu problemlere bakacagiz.
Her durumda oran, degistigi bilinen baska bir degiskenin (belki birkag degiskenin)
degisim oranindan hesaplanmasi gereken bir tlirevdir. Bunu bulmak igin, ilgili degisken-
leri birbirine baglayan bir denklem yazar ve aradigimiz orani bildigimiz oranlara baglayan
bir denklem elde etmek igin tlirevini aliriz. Degisimini 6lgebildiginiz bazi oranlardan ko-
layca elde edemediginiz bir oran bulma problemine iligkili oranlar problemi denir.
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SIS
|
-~
/
= —

av _
i 3000 L/dak
SEKIL3.42  Bir silindirik tank i¢indeki sivi

hacminin degisim orani, tank i¢indeki sivi
seviyesinin degisim oranina baglidir
(Ornek 1).

itiskili Oranlar Denklemleri

Kiiresel bir balon igine hava pompaladigimizi varsaym. Balonun hem hacmi ve hem de
yarigapi zamanla artar. Belirli bir anda balonun hacmi V' ve yarigap1 r ise

_4_ 3
V= 3T
olur. Zincir Kuralin1 kullanarak, iliskili oranlar denklemi bulmak icin tiirev aliriz:
AV _dVdr _, odr
it~ drdi " dr

Dolayisiyla, verilen belirli bir zaman aninda balonun yarigapini ve hacmin dV/dt artis ora-
nin1 biliyorsak, son denklemden dr/dt’yi ¢6zebilir ve verilen anda yarigapin ne kadar hiz-
I1 arttigini bulabiliriz. Hacmin artis oraninin dogrudan dl¢iimiiniin, yarigapin artig oraninin
dogrudan 6lgiimiinden daha kolay olduguna dikkat edin. iliskili oranlar denklemi dr/dt’yi
dV/dt’den hesaplamamizi saglar.

Asagidaki ornekte gosterildigi gibi, cogu zaman, bir iligkili oranlar problemindeki de-
giskenleri iligkilendirmenin anahtari, degiskenler arasindaki geometrik iligkileri gosteren
bir sekil ¢izmektir.

ORNEK 1

Dikey bir depolama tankinin igindeki sivi seviyesi, stviyr 3000 L/dak hizla pompalarsak
ne hizla diisecektir?

Bir Tanktan Disari Sivi Pompalamak

Cozim  Bir kismi dolu dik bir silindir tank ¢izer ve yarigapini r, stvinin yiiksekligini ise £
ile belirtiriz (Sekil 3.42). Sivinin hacmini ise V ile gosteririz.
Zaman gectikge, yaricap sabit kalir, fakat V' ve & degisir. V' ve h’y1 zamanin
tiirevlenebilir fonksiyonlari olarak kabul eder ve zamani 7 ile gosteririz. Bize
Siviyt disar1 3000 L/dak hizla
dv _

4 — 3000 pompalariz. Oran negatiftir, ¢iinkii
dt hacim azalmaktadir.
oldugu verilmistir ve bulmamiz istenen
‘j{l Sivi seviyesi ne hizla diigecektir?
t

dir. dh/dt’yi bulmak igin énce #’yi V”ye baglayan bir denklem yazariz. Denklem ¥ r ve h
icin segilen birimlere baghidir. V litre ve r ile & metre ise, silindirin hacmi igin uygun denklem

V = 10007k

olacaktir, ¢linkii bir metrekiipte 1000 litre bulunur.

V ve h t'nin tiirevlenebilir fonksiyonlari olduklari igin, ¥ = 1000777?h denkleminin

iki tarafinin da ¢’ye gore tiirevini alarak, dh/dt’yi dV/dt ile iliskilendiren bir denklem bula-
biliriz:

dv dh

ur _ 24n
i 100077 i

7 bir sabittir.

Bilinen dV/dt = -3000 degerini yerine koyar ve dh/dt’yi ¢dzeriz:
dh . —3000 3

dt  1000m2 wr?



0 = /4 iken
de _
P 0.14 rad/dak
0 = /4 iken
y @ _,
dt

Tarayici

500 ft

SEKIL 3.43  Balon yiiksekliginin degisim
orani telemetrenin yer ile yaptig1 aginin
degisim oranina baglidir (Ornek 2).
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Sivi seviyesi 3 /(%) m/dak. hizla diisecektir.
dh/dt =-3/7r? denklemi s1v1 seviyesinin diisiis oraninin tankin yarigapina nasil bagh
oldugunu géstermektedir.  kiigiikse, dh/dt biiyiik olacaktir; r biiyiikse, dh/dt kiigiik olur.

dh 3

r=1m: g = =095 m/dak =95 m/dak
m
r=lom o 3 40095 m/dak =-0.95 m/dak
’ dt 1007 ' '

iliskili Oranlar Problemlerini Cézme Stratejisi

1. Bir resim ¢izin ve degiskenlerle sabitleri isimlendirin. t’yi zaman icin kul-
lanin. Biitlin degiskenlerin zamanin fonksiyonu olduklarini varsayin.

2. Sayisal bilgileri yazin (sectiginiz sembolleri kullanarak).

3. Neyi bulmak istediginizi yazin (genellikle bir tiirev olarak ifade edilen bir
orandir).

4. Degiskenleri birbirine baglayan bir denklem yazin. Bilmek istediginiz orani
bildiginiz oranlarla birlestirecek tek bir denklem yazmak igin iki veya daha
fazla denklemi birlestirmeniz gerekebilir.

5. t’ye gore tiirev alin. Bilmek istediginiz orani degerini bildiginiz oran ve
degiskenler cinsinden ifade edin.

6. Hesaplaymn. Bilinen degerleri kullanarak bilinmeyen orant bulun.

ORNEK 2 Yiikselen Bir Balon

Yerden yukart dogru yiikselen bir sicak hava balonu kalkis noktasindan 500 ft uzaktaki bir
tarayici ile izlenmektedir. Tarayicinin balonla yaptigi a1t 7/4 oldugu anda, ag1 0.14
rad/dak. hiztyla artmaktadir. Balon o anda ne hizla yiikselmektedir?

Cozim  Soruyu alti adimda yanitlariz.

1. Bir resim ¢izin ve sabitlerle degiskenleri isimlendirin (Sekil 3.43). Resimdeki
degiskenler

0 = tarayicinin yer ile yaptigi ag1 (radyan),
y = balonun feet olarak yiiksekligi

dir. # zamani temsil eder ve 6 ile y’nin #’nin tiirevlenebilir fonksiyonlart oldugunu varsa-
yariz.

Resimdeki tek sabit tarayicinin kalkis noktasina olan uzakligidir (500 ft). Buna 6zel
bir sembol atamanin geregi yoktur.

2. Diger sayisal bilgileri yazin.

- . do _
0 y iken - =0.14 rad/dak.

3. Neyi bulmamiz gerektigini yazin. 6 = /4 iken dy/dt’yi istiyoruz.
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x=08, y=0.6
iken durum

dx _,
dr

SEKIL 3.44  Arabanin hizi, polis ekibinin
hizina ve aralarindaki uzakligin degisim
oranina baglidir ( Ornek 3).

4. yve 0 degiskenlerini iliskilendiren bir denklem yazin..

Y _ _

300 tand veya y = 500tan6

5. Zincir kuralm kullanarak t’ye gére tirev alin. Sonug (aradigimiz) dy/dfnin
(bildigimiz) d6)/dt ile iliskisinin nasil oldugunu gosterir.

dy _ 2 d_G

6. 0 =m/4vedd/dt=0.14 degerlerini yerine koyup dy/dt’yi bulun.

1

dy 2 P
== 500(V/2)%(0.14) = 140 sl =V

NS}

S6z konusu anda, balon 140 ft/dak hiziyla yiikselmektedir. [

ORNEK3  Otoyolda Takip

Kuzeyden dik acili bir kesisime yaklasan bir polis ekibi fazla hiz yaparak koseyi donen ve
doguya dogru giden bir arabay1 izlemektedir. Ekip kesigimin 0.6 mil kuzeyinde ve araba
0.8 mil dogusundayken, polis radarla kendileri ile araba arasindaki mesafenin 20 mil/saat
ile artmakta oldugunu tespit eder. Ekip 6lgiim aninda 60 mil/saat ile ilerliyorsa, arabanin
hizi nedir?

Cozim  Pozitif x-eksenini doguya giden otoyol ve pozitif y eksenini de gilineye giden
otoyol olarak segip, koordinat diizleminde arabay1 ve ekibi gizeriz (Sekil 3.44). ’yi za-
mani belirtmesi igin seger ve

x = t zamaninda arabanin konumu,

y = t zamaninda ekibin konumu,
s = t zamaninda ekip ile araba arasindaki mesafe

olarak tanimlariz. x, y ve s’nin #’nin tlirevlenebilir fonksiyonlar: olduklarini varsayariz.

d
x=08mil, y=0.6mil, jyt — —60 mil/saat % = 20 mil/saat

iken dx/dt’yi bulmak istiyoruz (dy/dt negatiftir, giinkii y azalmaktadir).
§2 = x% 4 32
Uzaklik denkleminin tiirevini aliriz (s = Vx? + y? denklemi de kullanilabilirdi).

ds _ , de &
zsdt_zxdt+2ydt

ds _ 1 ( dx 4y
a s \Yar TV

_ 1 L b
Vit w2 e T d

elde ederiz.



dv. 3

i 9 ft’/dak
y = 6 ft iken
dr _,
dt

SEKIL 3.45 Konik tankin geometrisi ve
suyun tanki doldurma orani, su seviyesinin
ne hizda yiikseldigini belirler ( Ornek 4).
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Son olarak, x = 0.8, y = 0.6, dy/dt = —60, ds/dt = 20 degerlerini kullanin ve dx/dt’yi bulun.

1 dx
20 = 0.8% + (0.6)(—60
V(0.8)% + (0.6)2 ( di (06)( )>
dx _ 20V(0.8) + (0.6 + (0.6)(60) _

dt 0.8

70

S6z konusu anda, arabanin hiz1 70 mil/saat’tir. [

ORNEK 4 Konik Bir Tanki Doldurmak

Konik bir tanka 9 ft*/dak hizla su akmaktadir. Tankin ucu yere dogru bakmaktadir ve yiik-
sekligi 10 ft ve taban yarigap1 5 ft’tir. Su derinligi 6 ft oldugunda, su seviyesi ne hizla art-
maktadir?

Cozim  Sekil 3.45 te kismen dolu bir konik tank goriilmektedir. Problemdeki degiskenler
V = t (dakika) zamaninda tanktaki suyun hacmi (ft%)
x =t zamaninda suyun ylizeyinin yarigapt (ft)
y =t zamaninda tanktaki suyun ytiksekligi (ft)

olarak verilmistir. ¥/ x ve y’nin #'nin tlirevlenebilir fonksiyonlar1 olduklarini varsayariz.
Sabitler tankin boyutlaridir.
y=6ft ve % = 9 ft’/dak.
iken dy/dt sorulmaktadir.
Su, hacmi
1

V= gmczy.

olan bir koni seklindedir.

Bu denklemde ¥ ve y’nin yamisira x de bulunmaktadir. S6z konusu anda x ve dx/dt
hakkinda bir bilgi verilmedigi i¢in, x’i ortadan kaldirmamiz gerekir. Benzer tiggenleri kul-
lanarak (Sekil 3.45) x’i y cinsinden yazabiliriz:

o3 veya x:X
Yy 10 2°

Dolayisiyla,

ve
ﬂ:l.g,zﬂzﬂ 2@
a 127 a4 a4

tiirevini buluruz.
Son olarak, dy/dt’yi bulmak igin y =6 ve dV/dt=9 degerlerini kullanin.

dy
(N2
9_4(6> dt
dy 1

=~ 032

S6z konusu anda, su seviyesi yaklasik olarak 0.32 ft/dak. gibi bir hizla artmaktadir. [
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ALISTIRMALAR 3.7

. Alan Bir dairenin yarigapt r ve alami 4 = 7r¥nin f'nin

tiirevlenebilir fonksiyonlari oldugunu varsayin. dA/dt’yi dr/dt’ye
baglayan bir denklem yazin.

. Yiizey Alam Bir kiirenin yarigapt » ve ylizey alani
S = 4mr¥nin  rnin tiirevlenebilir fonksiyonlar: oldugunu
varsayin. dS/dt’yi dr/dt’ye baglayan bir denklem yazin.

. Hacim Dik bir silindirin yaricap: r ve yiiksekligi / silindirin
hacmi V’ye V = 7rr2h . formiiliiyle baglidir.
a. rsabitse, dV/dt dh/dt’ye nasil baghdir?
b. h sabitse, dV/dt dr/dt’ ye nasil baghdir?

¢. Ne & ne de r sabit degilse, dV/dt dr/dt ve dh/df'ye nasil
baglidir?

. Hacim Dik bir koninin yaricap1 r ve yiiksekligi # koninin hacmi
V>ye V= (1/3)mr*h formiiliiyle baghdir.

a. rsabitse, dV/dt dh/dt’ye nasil baghdir?
b. h sabitse, dV/dt dr/dt’ ye nasil baghdir?

¢. Ne & ne de r sabit degilse, dV/dt dr/dt ve dh/df'ye nasil
baglidir?

. Gerilim degistirme Sekildeki gibi bir eletrik devresinin V' geri-
limi (volt), / akimi (amper) ve R direnci (ohm) arasindaki iliski
V = IR denklemi ile verilmektedir. / 1/3 Amper/sn hiziyla azalir-
ken, 7’nin 1 V/sn hiziyla arttigin1 varsayin. ¢ saniye olarak zama-
n1 gostersin.

LV_

dV/dtnin degeri nedir?
dl/dt nin degeri nedir?
dR/dtnin dV/dt ve dI/dt ile iliskisi nedir?

V=12V ve I =2 Amper iken R’nin degisim oranini bulun. R
artar mi1, azalir mi1?

g e o

. Elektrik giicii Bir elektrik devresinin giicii P (watt) devrenin
direnci R’ye (ohm) ve akimi I’ya (amper) P = RI* denklemi ile
baglidir.

a. Ne P R ve I'nin higbiri sabit deglise, dP/dt ne de I sabit
degilse, dP/dt, dR/dt ve dl/dt arasindaki iliski nedir?
b. P sabitse, dR/dt dI/dt’ye nasil baghdir?

£'nin tlrevlenebilir fonksiyonlart ve

s = Vx*+ y? de xy diizleminde (x, 0) ve (0, y) noktalar:

arasindaki uzaklik olsun.

a. y sabitse, ds/dt dx/dt’ye nasil baghdir?

8.

10.

11.

12.

13.

. Alan

b. Ne x ne de y sabit degilse, ds/dt, dx/dt ve dy/df’ye nasil
baglidir?

c. s sabitse, dx/dt, dy/dt’ye nasil baghidir?

kutunun kenar
uzunluklari

Kosegenler x, y ve z dikdortgen bir

uzunluklariysa. kutunun kosegenlerinin

Vx? + y? + 2% dir.

a. x, y ve z'nin f'nin tirevlenebilir fonksiyonlari olduklarini
varsayarak, ds/dt, dx/dt, dy/dt ve dz/dt ye nasil baglidir?

b. x sabitse, ds/dt, dy/dt ve dz/dt’ye nasil baglidir?

c. s sabitse, dx/dt, dy/dt ve dz/dt arasindaki iliski nedir??

Kenar uzunluklari, aralarindaki 6 agist ile a ve b olan bir
tcgenin alan1 su sekilde verilir:

1
A= 2absmB

a. a ve b sabitse, d4/dt df/dr’ye nasil baghdir?
b. Sadece b sabitse, d4/dt df/dt ve da/dt *ye nasil baglidir?

¢. e, a, b, ve 0’nm higbiri sabit degilse 6 sabit degilse, dA/dt
de/dt, da/dt ve db/dt ye nasil baghdir?

Bir tabag isitmak Dairesel bir metal tabak bir firinda
sitildiginda, yarigapt 0.01 cm/dak. hiztyla artmaktadir. Yarigap
50 cm oldugunda, tabagin alani hangi oranda artar?

Bir dikdortgenin boyutlarim degistirmek Bir dikdortgenin
uzunlugu / 2 cm/sn hizla azalirken, genisligi w 2 cm/sn hizla art-
maktadir. / = 12 cm ve w = 5 cm iken, dikddrtgenin (a) alaninin,
(b)gevresinin ve (¢) kdsegenlerinin uzunluklarinin degisim oran-
larin1 bulun. Hangi biiyiikliikler artmakta, hangileri azalmaktadir?

Dikdortgen bir kutunun boyutlarim degistirme Kapali bir
dikdortgen kutunun kenar uzunluklari x, y ve z’nin agagidaki sek-
ilde degistiklerini varsayin.

dx / dy
dt ' dt

dz
= —2m/sn i 1 m/sn

x =4,y =3 ve z=2 iken, kutunun (a) hacminin, (b) ylizey alaninin
ve (¢) s = Vx* + y? + 2% késegen uzunluklarimin hangi oranda
degistiklerini bulun.

Kayan bir merdiven 13-ft uzunlugunda bir merdiven, tabam
kaymaya bagladiginda bir eve dayanmaktadir. Taban evden 12 ft
uzakliga geldiginde, taban 5 ft/sn hizla kaymaktadir.

a. O anda merdivenin st tarafi ne hizla kaymaktadir?

b. Yer, duvar ve merdivenin olusturdugu tiggenin alani ayn1 anda
ne oranda degisir?

c. Merdivenle yer arasindaki 6 agis1 ayni anda ne oranda degisir?



14.

15.

16.

17.

18.

19.

y(0)

13-ft uzunlugunda
merdiven

>—> ¥
0 x(1)

Ticari hava trafigi Iki ticari ugak yerden 40.000 ft yukarida dik
bir agiyla kesisen diiz rotalar izlemektedirler. 4 ucag: kesisim
noktasina 442 notluk (bir saatte deniz mili, bir deniz mili 2000
yarddir) bir hizla yaklagmaktadir. B ugagi ise kesisim noktasina
dogru 481 notla ugmaktadir. 4 kesisim noktasina 5 hava mili, B
ise 12 deniz mili uzaktayken iki ugak arasindaki uzaklik hangi
hizla degisir?

Ucurtma ugurmak Bir kiz 300 ft yiikseklikte bir ugurtma ugur-
makta ve riizgar ugurtmayi kizdan yatay olarak 25 ft/sn hizla uza-
klagtirmaktadir. Ugurtma kizdan 500 ft uzaktayken, kiz ugurtmanin
ipini hangi hizla birakmalidir?

Bir silindirin ¢apim degistirmek Lincoln Otomotiv’deki
tamirciler yeni bir pistona uymasi i¢in 6 ing¢ derinliginde bir
silindirin gapini degistirmek istiyorlar. Kullandiklar1 makine her 3
dakikada bir silindirin yarigapini bir ingin binde biri kadar
arttirmaktadir. Silndirin ¢ap1 3.800 ing¢ oldugunda hacmi ne
oranda artar?

Biiyiiyen bir kum torbasi Konik bir tepenin iizerine kayan bir
kemerden 10 m?/dak. hizla kum diismektedir. Tepenin yiiksekligi
her zaman taban yarigapmin sekizde tgciidiir. Tepe 4 metreye
ulastiginda (a) yiikseklik, (b) yarigap hangi hizla degismektedir?
Konik bir depoyu bosaltmak Taban yaricapi 45 m ve yik-
sekligi 6 m olan, ucu asag1 bakan bir konik depodan su 50 m®/dak
hizla disar1 akmaktadir.

a. Su 5 m derinligindeyken, su seviyesi hangi hizla (dakikada
santimetre) diismektedir?

b. Suyun yiizeyinin yarigap1 ne hizla degismektedir? Cevabinizi
cm/ dak. olarak verin.

Yarim kiire seklinde bir depoyu bosaltmak Yan kesidi asagida
gosterilen, 13 m yarigapinda yarim kiire seklinde bir depodan
6m3/ dak hizla su akmaktadir. Yarigap1 R olan yarim kiire seklin-
deki bir depoda bulunan suyun derinligi y iken hacmi
V = (m/3)y*(3R — y) dir. Asagidaki sorulari cevaplaym.

Kiirenin merkezi

L‘ 13
Su seviyesi

20.

21.

22.

23.
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a. Suyun derinligi 8 m iken, su seviyesi hangi oranda de-
gismektedir?

b. Suyun derinligi y m ise, su yiizeyinin yarigap1 » nedir?

¢. Suyun derinligi 8 m iken, » yarigap1 ne oranda degisir?

Biiyiiyen bir yagmur damlas1 Bir sis damlasinin miikemmel

bir kiire oldugunu ve sikismayla damlanin yiizeyiyle orantili bir

hizla nem topladigini varsaym. Bu kosullar altinda damlanin

yarigapinin sabit bir oranla arttigini gosterin.

Sisen bir balonun yaricapr Kiiresel bir balon 1007 ft3/ dak.

hizla helyumla doldurulmaktadir. Yarigap 5 ft oldugunda, balonun

yarigapi ne hizla artmaktadir? Yiizey alani ne hizla artmaktadir?

Bir sandalh ¢cekmek Bir sandal, iskelede bulunan ve sandaldan

6 ft yukaridaki bir makaraya bagl bir iple gekilmektedir. Ip

2 ft/sn hizla gekilmektedir.

a. Ipin uzunlugu 10 ft iken kayik hangi hizla iskeleye
yaklagmaktadir?

b. 6 acis1 ne oranda degismektedir (sekle bakin)?

Iskelenin kenarmdaki

Bir balon ve bir bisiklet Bir balon diiz bir yolun iizerinde dik
olarak 1 ft/sn sabit hizla yiikselmektedir. Balon yerden tam 65 ft
yiiksekteyken, altindan 17 ft/sn sabit hizla bir bisiklet gegmekte-
dir. Bisikletle balon arasindaki mesafesi 3 sn sonra ne hizla artar?

y

s(t)

0 - x(0)
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24. Kahve yapmak Koni seklinde bir filitreden silindirik bir gay-

danliga 10 ing®/dak. hizla kahve damlamaktadir.

a. Konideki kahve 5 ing yiiksekligindeyken caydanliktaki kahve
seviyesi ne hizla yiikselir?

b. Konideki kahve seviyesi ne hizda azalir?

Bu seviye
ne hizda
diiser?

Bu seviye

ne hizda
|\ yiikselir?
6 —
25. Kan pompalanmasi 1860’larin  sonunda,  Wirtzberg, Al-

manya’daki Tip Fakiiltesinde bir fizyoloji profesorii olan Adolf
Fick, giiniimiizde de kalbin dakikada ne kadar kan pompaladigini
olgmek icin kullanilan bir yontem gelistirmistir. Bu climleyi
okurken kalbiniz ortalama dakikada 7 litre kan pompalamaktadir.
Dinlenirken ise kan pompalanmasi ortalama 6 L/dak. dir.
Egitimli bir maraton kosucusuysaniz, kosarken kalbinizin kan
pompalamasi dakikada 30 litreye kadar gikacaktir.
Kalbinizin kan pompalay1s orani

Y=

gibi bir formiille verilir. Burada Q dakikada soludugunuz CO,
miktarinin mililitre sayisi, D ise kalbin cigerlere pompaladigi
kandaki CO, konsantrasyonu ile cigerlerden geri donen kandaki
CO, konsantrasyonu (ml/1) arasindaki farktir. O = 233 ml/dak. ve
D=97-56=41 ml/L iken,

_ 233 ml/dak.

=~ 5.68 L/dak.
41ml/L

¢ogu kisinin sahip oldugu taban (dinlenme sirasindaki) orani
6 L/dak’ya gok yakindir. (Veriler: J. Kenneth Herd, M.D., Quillan
Tip Fakiiltesi, East Tennessee State University.)

O =233 ve D = 41 iken, D’nin dakikada 2 birim hizla a-
zaldigini, fakat O’nun sabit kaldigini bildigimizi varsayalim. Kan
pompalama oranina ne olur?

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Maliyet, kazan¢ ve kir  Bir sirket x adet mali ¢(x) dolar
maliyet, 7(x) dolar satis kazanct ve p(x) = r(x) — c(x) dolar kar
marjiyla iiretebilmektedir (her sey binle garpilacak). Asagidaki x
ve dx/dt degerleri igin, dc/dt, dr/dt ve dp/dt’yi bulun.

a. x=2ise r(x) = 9x, c(x) =x° — 6x> + 15x ve dx/dt = 0.1

b. x=1.5ise, r(x) = 70x, c(x) = x> — 6x> + 45/x ve dx/dt = 0.05
Bir parabol iizerinde ilerlemek Bir pargacik, birinci dortte bir
bolgede y = x? parabolii tizerinde, x-koordinat: (metre) 10 m/sn
sabit hizla artacak sekilde ilerlemektedir. x = 3 m iken, pargacigi
orijine baglayan dogrunun egim agis1 6 ne hizla degisir?

Bagka bir parabol iizerine ilerlemek Bir parcacik y = V—x
parabolii iizerinde x koordinati (metre) 8 m/sn hizla azalacak sek-
ilde sagdan sola dogru ilerlemektedir. x = —4 ise, pargacig1 orijine
baglayan egim agis1 6 nasil degisir?

Diizlemde hareket Metrik xy diizlemindeki bir pargacigin koor-
dinatlar1, dx/dt = —1 m/sn ve dy/dt = =5 m/sn ile, zamanin
tiirevlenebilir fonksiyonlaridir. Pargacik (5, 12) noktasindan
gegerken orijinden uzakligi nasil degisir?

Hareket eden bir golge 6 ft boyunda bir adam yerden 16 ft
yiiksekte olan bir sokak lambasina dogru 5 ft/sn hizla yiiriimekte-
dir. Go6lgesinin ucu hangi hizda ilerler? Adam 1siktan 10 ft uzak-
tayken golgesinin boyu ne hizla degisir?

Baska bir hareket eden golge 50 ft yiiksekliginde bir diregin
tepesinden bir 151k parlamaktadir. 30 ft uzakliktaki bir noktadan,
1s1kla ayni yiiksekten agagi bir top birakilir (sekle bakimiz). 1/2 sn
sonra topun yerdeki goélgesi ne hizla ilerler? (Topun ¢ saniyede
s = 167 gibi bir mesafe diistiigiinii varsaym.)

Isik

<¢=0 aninda top

1/2 s sonra
50-ft
lirek

Golge

S —

0 30 x(?)

OLCEKLI DEGIL

Videoya kaydetmek Pistten 132 ft uzaktaki bir tribiinden, 180
mil/sa (264 ft/sn) hizla ilerleyen bir arabayi izleyerek yarigi
videoya aldigimizi varsayin. Araba tam oniinlizden gegerken kam-
era aciniz 6 hangi hizla degisir? Ya yarim saniye sonra?



33.

34.

35.

Kamera

Araba

Bir buz tabakasin eritmek 8§ in¢ gapli kiiresel bir demir top
her yerinde ayni kalinlikta bir buz tabakasiyla kaplidir. Buz 10
in(;3/ dak hizla eriyorsa, buzun kalinligi 2 ing iken kalinlik ne
hizla azalir? Buzun dig ylizey alan1 hangi hizla azalir?

Otoyol devriyesi Bir otoyol devriye ucagi diiz bir yolun 3 mil yu-
karisinda 120 mil/sa hizla ugmaktadir. Pilot gelen bir araba gdriir
ve radarla arabayla ugak arasindaki mesafe 5 mil iken, bu mesafe-
nin 160 mil/saat hizla azaldigini belirler. Arabanin otoyoldaki hizi-
n1 bulun.

Bir binanin golgesi Giinesin dogrudan binanin iizerinden
gececegi bir gliniin sabahinda, 80 ft yiksekliginde bir binanin
golgesi 60 ft uzunlugundadir. S6z konusu anda, giinesin yerle
yaptig1 6 agis1 0.27°/dak hizla artmaktadir. Gélgenin kisalma hizi
nedir? (Radyan kullanmay1r unutmayin. Cevabinizi ing bdli
dakika olarak verin.)

3.8

Lineerizasyon ve Diferansiyeller

36.

37.

38.

N

3.8 Lineerizasyon ve Diferansiyeller

Yiiriiyiisciller 4 ve B dik aciyla birlesen diz sokaklarda
yiiriimektedir. 4 kdseye 2 m/sn hizla yaklagirkan, B késeden 1
m/ sn hizla uzaklagsmaktadir. 4 koseden 10, B ise 20 m uzak-
tayken 6 acis1 hangi hizla degisir? Cevabinizi derece bolil saniye
olarak ifade edin.

A

0| 1-3—)—»

Beyzbol oyuncular1 Bir Beyzbol alani bir kenar1 90 ft olan bir

karedir. Bir oyuncu birinci kdseden ikinci kdseye 16 ft/sn hizla

kosmaktadir.

a. Oyuncu birinci késeden 30 ft uzaktayken, oyuncunun tigiincii
koseye olan uzakligi ne hizla degismektedir?

b. Aynianda 6, ve 6, acilari (sekle bakin) hangi hizla degisir?

¢. Oyuncu ikinci kdseden 15 ft/sn hizla geger. Oyuncu kdseye
ayak bastiginda, 6, ve 0, agilar1 nasil degisir?

Gemiler ki gemi birbirleriyle 120° ag1 yapacak sekilde bir O
noktasindan uzaklagmaktadirlar. 4 gemisi 14 not (deniz mili boli
saat, bir deniz mili 2000 yarddir) hizla, B gemisi ise 21 not hizla
ilerlemektedir. O4 = 5 ve OB = 3 deniz mili iken gemiler birbir-
lerinden ne hizla uzaklagmaktadir?

Bazen karmagik fonksiyonlara, 6zel uygulamalar igin istedigimiz hassasligi veren ve
calisilmas1 daha kolay olan fonksiyonlarla yaklagimda bulunuruz. Bu béliimde tartigilan
yaklasim fonksiyonlarina lineerizasyonlar denir ve teget dogrularimi temel alirlar. Poli-
nomlar gibi, bagka yaklagim fonksiyonlar1 Boliim 11 de tartigilacaktir.
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Egim = f(a)

SEKIL3.47 y = f(x) egrisinin x = a daki
teget dogrusunun denklemi

L(x) = f(a) + f'(a)(x — a)dir.

Diferansiyeller ad: verilen yeni dx ve dy degiskenlerini tanitacak ve bunlari, tiirevin
dy/dx Leibniz gosterimine gergek bir oran anlami verecek sekilde tanimlayacagiz. dy’yi
6l¢iimlerdeki hatayr ve bir fonksiyonun degisikliklere karsi duyarliligi dlgmekte kul-
lanacagiz. Bu fikirlerin uygulamalar1 Zincir Kuralin1 tam ispatin1 saglayacaktir (Bolim
3.5).

Lineerizasyon

Sekil 3.46°da goreceginiz gibi, y = x* egrisinin tegeti degme noktasi civarinda egriye ya-
ki bulunur. Iki tarafta da kisa bir aralikta, teget dogrusu iizerindeki y degerleri egri iize-
rindeki y degerlerinin oldukca iyi bir yaklagimini verir. Bu olay1, her iki grafik tizerinde
degme noktasina yakindan bakarak veya degme noktasinin x-koordinat1 yakinlarinda f(x)
ile tegeti arasindaki deger farklar1 tablosuna bakarak gorebiliriz. Yerel olarak her tiirevle-
nebilir egri bir dogru gibi davranir.

— | 3
(1, 1) de y = x? ve tegeti y = 2x — 1.

1.2 1.003
0.8 V1.2 0.997 '

0.8 0.997
Teget ve egri gosterilen x-araliginin Teget ve egri hala yakin. Bilgisayar ekrani
tamaminda ¢ok yakindir bu x-aralig1 tizerinde tegeti egriden ayirt

edemiyor.

SEKIL 3.46  Bir fonksiyonun tiirevlenebilir oldugu bir noktadaki grafigini biiyiittiikge
grafik diizlesir ve tegetine benzerligi artar.

Genel olarak, y = f(x)’in tlirevlenebilir oldugu bir x = a noktasindaki tegeti (Sekil
3.47) (a, f(a)) noktasindan geger, dolayisiyla nokta-egim denklemi su sekildedir:

y = fla) + f(a)x — a).
Yani, teget
L(x) = fla) + f'(a)(x — a).

lineer fonksiyonunun grafigidir. Dogru f’nin grafigine yakin kaldig1 siirece, L(x) f(x)’e
iyi bir yaklasim verecektir.



1.1 -
1.0 /
0.9 ‘
-0.1 0 0.1 0.2

SEKIL3.49  Sekil 3.48°deki ercevenin
biiyiitiilmiis goriintiisii.
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TANIMLAR Lineerizasyon, Standart Lineer Yaklasim
f fonksiyonu x = a’da tiirevlenebilirse,
L(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

yaklastirma fonksiyonu, f’nin a’daki lineerizasyonudur. f’ye L tarafindan
yapilan

f(x) = L(x)

yaklasimi f’nin a’daki standart lineer yaklasimidir. x = @ noktas1 yaklagimin
merkezidir.

ORNEK1  Bir Lineerizasyon Bulmak
f(x) = V1 + x’in x=04daki lineerizasyonunu bulun (Sekil 3.48).

SEKIL3.48  y = V1 + x’in grafigi ve x = 0 ve x = 3’teki
lineerizasyolari. Sekil 3.49 da y-eksenindeki 1 civarinda
kiiciik bir ¢ergevenin biiyiitiilmiis goriintlisii verilmistir

Coziim
f'(x) = %(1 + x)_l/z
oldugu igin, f(0) =1 ve f'(0) = 1/2dir. Buradan
L) = fl@) + f@)x—a)=1+5(x=0)=1+3

bulunur. Sekil 3.49’a bakin |

Ornek 1'deki V1 + x = 1 + (x/2) yaklasiminin 0’a yakin x’ler igin ne kadar dogru
olduguna bakin.

Sifirdan uzaklastikga dogrulugu kaybederiz. Ornegin, x = 2 igin, lineerizasyon V3
i¢in yaklasim olarak 2’yi verir ki, bir ondalik basamaga kadar bile dogru degildir.

Bu hesaplamalarla lineerizasyonla biitiin yapacaklarimizin bir hesap makinesiyle ya-
pilmasinin daha iyi olacag fikrine kapilmayin. Pratikte, asla belirli bir karekokii bulmak
i¢in bir lineerizasyon kullanmayiz. Bir lineerizasyonun yarari karmasik bir fonksiyonu bii-
tiin bir deger araliginda daha basitiyle degistirme becerisidir. 0’a yakin x degerlerinde

1 + x ile galismak zorundaysak ve ortaya ¢ikacak kiigiik bir hataya g6z yumabilecek
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(=)
3

X
2\/=cosx
— ™
y=-x+ )

SEKIL3.50  f(x) = cos x’in grafigi ve
x = 77/2’deki lineerizasyonu. x = 77/2

yakininda cos x = —x + (7/2) (Ornek 3).

Yaklasim Gercek deger | Gergek deger-Yaklagim |
Viz=1+% =110 1095445 <107
Vs = 1+ 2 = 1025 1024695 <1073

\V1.005 ~ 1 + ngli._ 1.00250  1.002497 <1073

durumdaysak, 1 + (x/2) ile ¢alisabiliriz. Elbette, bu durumda da hatanin ne kadar oldugu-
nu bilmemiz gerekir. Boliim 11°de hata tahmini iizerine daha sdyleyeceklerimiz var.
Normalde bir lineer yaklasim merkezinden uzakta hassashigimi yitirir. Sekil 3.48’in
gosterdigi gibi, V1 + x = 1 + (x/2) yaklasim biiyiik olasilikla x = 3 civarinda yararli
olamayacak kadar kaba olacaktir. O noktada, x = 3’teki lineerizasyona ihtiyacimiz vardir.

ORNEK 2  Baska Bir Noktada Bir Lineerizasyon Bulmak
f(x) = V1 + x’inx = 3’teki lineerizasyonunu bulun.

Cozim  L(x)’i tanimlayan denklemi a = 3’te hesaplariz.

[y =2 fE) =3(1+x)"

x=3

oldugu igin,

L(x)=2+%(x—3)=

ENIEV
ENGESY

x = 3.2°de, Ornek 2'deki lineerizasyon
+ 32~ 1250 + 0.800 = 2.050

Vi+x=V1+32~ 4

verir, ki bu da gercek deger V4.2 ~ 2.04939 ’dan binde birden daha az bir oranda
degisir. Ornek 1°deki lineerizasyon

VI1+x= \/1+32~1+7—1+16—26

ise gercek degerden %25°ten daha fazla fark gosteren bir sonugtur.

-Mm

ORNEK3  Kosiniis Fonksiyonu Icin Bir Lineerizasyon Bulmak

f(x) = cosx’in x = ar/2’deki lineerizasyonunu bulun (Sekil 3.50).

Cizim  f(7/2) = cos(m/2) = 0, f'(x) = —sinx,ve f'(7/2) = —sin(7/2) =—1,
oldugundan,

L(x) = fla) + f'(a)(x — a)

o+en@—g>

=—x+g u

buluruz.
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Kokler ve kuvvetler i¢in 6nemli bir lineer yaklasim sudur:
(1+x)f=1+k (x0ayakin, k herhangi bir say1)

(Alistirma 15). Sifira yeterince yakin x degerlerinde iyi sonug veren bu yaklagimin genis
uygulamalari vardir. Ornegin, x kiigiik ise,

\/1+x%1+lx k=1/2

2
1 ix =(1— x)71 1+ (-1)(—x)=1+x k=—1; x yerine —x
V145t =(1+5H3~1+ %(Sx“) =1+ §x4 k= 1/3; x yerine 5x*
1 _ 2-1/2 1 2y _ 1. _ )
2—(1—x) ~ 1+ ) (—x)—1+2x k=-1/2; x yerine —x
1 —x

Diferansiyeller

Bazen y’nin x’e gore tiirevini gostermek igin dy/dx Liebniz notasyonunu kullaniriz.
Gorlintisiiniin tersine, bu bir oran degildir. Simdi, oranlar1 tanimli oldugunda tiireve esit
olacak olan iki yeni degisken, dx ve dy tanitacagiz.

TANIM Diferansiyeller

y = f(x) tlirevlenebilir bir fonksiyon olsun. dx diferansiyeli bagimsiz bir
degiskendir. dy diferansiyeli

dy=f'(x) dx

olarak tanimlanir.

Bagimsiz degisken dx’in aksine, dy degiskeni her zaman bagimli bir degiskendir. Hem x’e
hem de dx’e baghdir. dx belirli bir degerse ve x, f fonksiyonunu tanim kiimesinde 6zel
bir say1 ise dy’nin sayisal degeri tanimlidir.

ORNEK4  dy Diferansiyelini Bulmak

(a) y =x>+37xise dy’yi bulun.
(b) x=1vedx=0.2ise, dy’nin degerini bulun.

Coziim
(@) dv = (5x* + 37)dx
(b) dy’nin ifadesinde x = 1 ve dx = 0.2 yazarsak;
dy = (5-1* + 37)0.2 = 8.4. m
buluruz.

Diferansiyellerin geometrik anlamlar1 Sekil 3.51 de gosterilmistir. x = a olsun ve
dx = Ax koyun. Buna karsilik y = f(x)’teki degisme
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Ay = fla + dx) — fla)

AL = f(a)dx

dx, x’te kiigtik bir degisim ise,
lineerizasyonda buna kars1 gelen
degisim tam olarak dy dir

1 |
[ [
[ [
[ [
[ [
[ [
[ [
1 1
0 a a + dx

SEKIL 3.51  Geometrik olarak, dy diferansiyeli f’nin x = a’daki
lineerizasyonunun dx = Ax degisimine karsi gelen AL
degisimidir.

Ay = f(a + dx) — f(a).
Buna karsilik L teget dogrusundaki degisim
AL = L(a + dx) — L(a)
= fl@) + fl@l(a + dx) — a] — fa)

L(a + dx) L(a)

=f'(a) dx
dir. Yani, x = a ve dx = Axoldugunda f’nin lineerizasyonundaki degisim tam olarak dy
diferansiyelinin degeridir. Bu nedenle dy, x’te dx = Ax kadar bir degisim meydana
geldiginde, teget dogrunun buna karsi gelen yiikselmesini veya algalmasini gosterir.
dx # 0 ise, dy diferansiyelinin dx diferansiyeline oran1 f'(x) tiirevine esittir ¢linkii:

"(x) d. d
dy+dx=f(;))c x=f’(x)=dfi

olur. Bazen dy = f'(x) dx yerine df’e f’nin diferansiyeli diyerek
df = f'(x) dx
yazariz. Ornegin, f(x) = 3x*> — 6 ise
df = d(3x> — 6) = 6x dx.
gibi

du+v) du dv d(sin u) du
Z _4du | av yeya = £ex
dx dx + dx Y dx cosu dx

gibi her tiirev formiiliine karsilik,

dlu +v)=du+dv veya d(sinu) = cosudu

seklinde bir diferansiyel form karsilik gelir.



dr =0.1

AA = dA = 2ma dr

SEKIL3.52 dr=0.1vea=10
iken oldugu gibi, draile
karsilastirildiginda kiiglikse,
dA = 27ra dr diferansiyeli

r = a + dr yarigapl ¢gemberin
alanini tahmin igin bir yol verir
(Ornek 6).
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ORNEK5  Fonksiyonlarin Diferansiyellerini Bulmak

(a) d(tan2x) = sec’(2x) d(2x) = 2 sec® 2x dx

) d( X )Z(X"‘1)dx_Xd(x+1)_xdx+dx—xdx_ dx
x+1

(x + 1) (x + 1) o+ 1)

Diferansiyellerle Tahmin Etme

Tirevlenebilir f(x) fonksiyonunun bir a noktasindaki degerini bildigimizi ve bu degerin
¢ok yakindaki bir a + dx noktasina gittigimizde nasil degistigini tahmin etmek
istedigimizi varsayalim. dx kiigiikse, Sekil 3.51den Ay’nin yaklagik olarak dy diferansiye-
line esit oldugunu gorebiliriz, ¢iinki

fla + dx) = f(a) + Ay,
oldugundan diferansiyel yaklagimi dx = Ax olmak iizere

fla + dx) = f(a) + dy
verir. Boylece, Ay ~ dy yaklagimi, f(a) biliniyorsa ve dx kiigiikse f(a + dx)’i hesapla-
mak i¢in kullanilabilir.

ORNEK 6 Diferansiyellerle Tahmin Etme
Bir gemberin yarigap1 », @ = 10 m’den 10.1 m’ye artiyor (Sekil 3.52). Cemberin alan1 4
‘daki artig1 tahmin etmek igin dA4’y1 kullanin. Genigletilmis ¢gemberin alanini tahmin edin
ve bunu gergek alanla kargilastirin.
Cozim A4 = 772 oldugu igin, tahmin edilen artis
dA = A'(a) dr = 2ma dr = 2m(10)(0.1) = 27 m*.
bulunur. Boylece,
A(10 + 0.1) = 4(10) + 27
= 7(10)> + 27 = 1027.

dir. Yaricap1 10.1 m olan ¢emberin alani yaklasik olarak 1027 m? dir.
Gergek alan

A(10.1) = 7(10.1)?
= 102.017 m?

dir. Tahminimizdeki hata A4 — dA farki olan 0.017 m? dir. ]

Diferansiyel Yaklasimdaki Hata

f(x) fonksiyonu x = a da tiirevlenebilir olsun ve x’teki bir artma dx = Ax olsun. x a’dan
a+ Ax’e degisirken f’deki degisimi tanimlamanin iki yolu vardir:

Gergek degisim: Af = fla + Ax) — f(a)
Diferansiyel tahmin: df = f'(a) Ax

df’nin Af’e yaklagimi ne kadar iyidir?
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Yaklasimdaki hatayt Af*ten df’i ¢gikararak buluruz:
Yaklasim hatasr = Af — df

= Af — f'(a)Ax
= fla + Ax) = f(a) — f'(a)Ax
Af
_ (f(a RO (a)) N

buna e deyin

€ Ax.
Ax — 0 iken

fla + Ax) — f(a)
Ax

fark oran1 f'(a)’ya yaklasir (f'(a)’nin tanimini hatirlayin), dolayisiyla parantez i¢indeki
deger ¢ok kiigiik bir say1 haline gelir (bu yiizden ona € dedik). Aslinda, Ax — 0 iken
€ — 0°dir. Ax kiiciik ise € Ax yaklagim hatas1 daha kiigiiktiir.

Af = f'(a)Ax + € Ax

—
gergek tahmini hata
degisim  degisim

Hatanin tam olarak ne kadar kiigiik oldugunu bilmememize ve Boliim 11°den 6nce bunun
tizerine fazla ilerleme yapmayacak olmamiza ragmen, burada bahsedilmeye deger bir sey
vardir, yani denklemin aldig form.

x = a yakiminda y = f(x)’teki degisim
y = f(x) x = a’da tiirevlenebiliyor ve x a’dan « + Ax’e degisiyorsa, f’deki Ay
degisimi

Ay = f'(a) Ax + € Ax Q)

formunda bir denklemle verilir. Burada Ax — 0 iken € — 0 olur.

Ornek 6’da
A4 = 7(10.1)> — w(10)*> = (102.01 — 100)7 = 27 + 0.017) m?

dA hata

bulduk, dolayisiyla yaklagim hatast A4 — dA = € Ar = 0.0l ve € = 0.017/Ar =
0.0177/0.1 = 0.17r m’dir.
(1) denklemi Zincir Kuralinin ispatini basarili bir sekilde sonlandirmamizi saglar.

Zincir Kuralinin ispati

Amacimiz f(u) u’nun tiirevlenebilir bir fonksiyonu ve u = g(x) de x’in tiirevlenebilir
bir fonksiyonu ise, y = f(g(x)) bileskesi x’in tiirevlenebilir bir fonksiyonudur.

Daha acik olarak, g xy’da tiirevlenebiliyorsa ve f de g(xy)da tiirevlenebiliyorsa,
bilegke x,’da tiirevlenebilir:
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d
= pg) g ().

dx X=Xq

Ax x’in bir artim1 ve Au ve Ay de u ve y’de buna karsilik gelen artimlar olsun. Den-
klem (1) i uygulamakla

Au = g'(x0)Ax + € Ax = (g'(xg) + €1)Ax
elde ederiz. Burada Ax — 0 iken €; — 0 olur. Ayni sekilde,
Ay = f’(uo)Au + €) AL{ = (f,(uo) + 62)Au

olur ve yine Au — 0 iken €, — 0’dir. Ayrica Ax — 0 iken Au — 0 olduguna dikkat edin.
Au ve Ay denklemlerini birlestirmek

Ay = (f"(uo) + €2)(g'(xo) + €1)Ax
verir, dolayisiyla

A
Tﬁ = f'(u0)g'(x0) + €2g'(xo) + f'(uo)e1 + €2€;

olur. Ax sifira giderken €, ve €, de sifira gittigi i¢in, denklemin sag tarafindaki dort terimin
¢t limitte sifir olur ve

d A
ooy = lim 3= g Go) = £(800)) g (x0)

kalir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Degisime Karsi Duyarlilik

df = f'(x) dx denklemi f’nin ¢iktisinin farkli x degerleri i¢in girdilerdeki degisikliklere ne
kadar duyarli oldugunu gostermektedir. f"’niin x’teki degeri ne kadar biiyiikse, dx’e ver-
ilen bir degisikligin etkisi de o kadar biiyiiktiir. Bir @ noktasindan yakinindaki bir a + dx
noktasina giderken f’deki degisimi lig sekilde tanimlayabiliriz.

Gergek Tahmin edilen
Mutlak degigim Af = fla + dx) — f(a) df = f'(a)dx
+1 desisi AF &
Bagil degisim (a) (a)
Yiizde degisi af X 100 A X 100
tizde degisim — —
= f(a) f(@)

ORNEK7  Bir Kuyunun Derinlifini Hesaplamak

s = 167 denkleminden, attigimz agir bir tagin suya ne kadar zamanda diistiigiinii 6lgerek
bir kuyunun derinligini hesaplamak istiyorsunuz. Hesabiniz zamani dlgerken yapacaginiz
0.1 sn’lik bir hataya ne kadar duyarlidir?

Coziim
ds =32t dt

denkleminde ds’nin boyutu #'nin ne kadar biiyiik olduguna baglidir.
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Opak
boya
T1kaniklik]

A

Anjiografi

Opak bir boya, igerisinin x-1ginlari altinda
goriilebilmesi amaciyla kismen tikali bir
atardamara enjekte edilir. Bu tikanikligin yerini
ve ciddiligini ortaya ¢ikarir.

Kateter

A

Anjioplasti

Uzerine balon takilmas bir kateter tikanik noktada
damar genisletmek i¢in atardamar i¢inde sisirilir.

Egert =2 snise, df=0.1’in yol agacag1 hata sadece
ds = 32(2)(0.1) = 6.4 ft.
olacaktir. Ug saniye sonra, ¢= 5 sn iken, ayn1 d¢’nin yol agtig1 hata
ds = 32(5)(0.1) = 16 ft.

olacaktir. Kuyunun tahmin edilen derinliginin gercek derinliginden farki, zaman 6lgiimiin-
deki verilen bir hata i¢in, atilan tasin asagidaki suya ¢arpmasina kadar gegen siire arttikca
biiyiir. [

ORNEKS  Tikanmis Damarlar Agmak

1830’larin sonunda, Fransiz fizyolog Jean Poiseuille ("puasoy") giliniimiizde normal
akisina geri donebilmesi icin kismen tikali bir atardamarin yarigapinin ne kadar
genisletilmesi gerektigini tahmin etmek i¢in kullandigimiz formiilii kesfetmistir. Formiild,

V=l

sabit basingta birim zamanda kiigiik bir boru veya tiipten akan akiskanin hacmi V’nin, bir
sabit kere tilibiin yarigap1 7’nin dordiincii kuvveti oldugunu sdyler. »’deki %10’luk bir artig
J”yi nasil etkileyecekir?

Cizim  » ve J’nin diferansiyelleri arasindaki iliski su formiille verilir:

_dar

_ 3
ar dr = 4kr> dr.

dv

Dolayisiyla, V’deki bagil degisim

dv _ dkrddr _ 4 dr

vV e T
bulunur. V’deki bagil degisim 7’deki bagil degisimin 4 katidir, dolayisiyla #’deki %10’ luk
bir artis, akista %40°lik bir artis yaratacaktir. [ |

ORNEK9  Kiitlenin Enerjiye Déniisimii

Newton’un ikinci yasas,
in(mv) = m@ = ma
dt dt
kiitlenin sabit oldugu varsayimina dayanarak kurulmustur, ancak bunun tamamen dogru
olmadigini biliyoruz, ¢linkii bir cismin kiitlesi hizla birlikte artar. Einstein’in diizeltilmis
formiiliinde, kiitlenin degeri
Mo
1 —v?/c?

olarak verilir. Burada “durgun kiitle” m hareket etmeyen bir cismin kiitlesini temsil eder
ve ¢ 300.000 km/sn civarinda olan 151k hizidir. Eklenen v hizindan kaynaklanan, kiitledeki

Am artigin1 tahmin etmek i¢in
1

1 »
~1+4+=x (2)
1 —x 2

2

yaklagimint kullanin.
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Cizim v, cile karsilastirildiginda ¢ok kiiciikse, c, v2/ & sifira yakin olur ve

2
% ~ 1+ % ("2> x = 2 ile Denklem (2)
1 —v/e ¢

yaklasimini kullanmak giivenlidir. Buradan,

veya

L ()] _ 1 H(1
=g |13 ()] = s e ()

m =~ my + %mov2 <612> (3)

(3) denklemi kiitlede, eklenen v hizindan kaynaklanan artist ifade eder.

Enerji Yorumu

Newton fiziginde (1/2)mv? cismin kinetik enerjisidir (KE), ve (3) denklemini

seklinde yeniden yazarsak,

(m — mg)c? ~ %mov2

1

(m — mg)c? ~ %mov2 = jmov2 - %mO(O)2 = A(KE)

veya

(Am)c? = A(KE)

oldugunu goriiriiz. Baska bir deyisle, 0 hizindan v hizina giderken kinetik enerjideki
degisim A(KE) yaklasik olarak (Am)c>’ye esittir, kiitledeki degisim kere 15tk hizinin
karesi. ¢ =~ 3 x 10® m/sn’yi kullanarak, kiitledeki kiigiik bir degisikligin enerjide biiyiik
bir degisiklik yarattigini goriiriz. [

ALISTIRMALAR 3.8

Lineerizasyonlari Bulmak
1-4 alistirmalarinda f(x)’in x = a’daki L(x) lineerizasyonunu bulun.
1. fx) =x>—2x+3, a=2

2. f(x) = Vx> +9, a=—4

3. f(x)=x+%, a=1

4. f(x) = \3/);, a= -8

Yaklasim icin Lineerizasyon

Verilen x, noktalarmni igeren araliklarda, 5-10 alistirmalarindaki
fonksiyonlarm yerine gegecek lineerizasyonlar istiyorsunuz. Isinizi

miimkiin oldugunca basitlestirmek icin de, her lineerizasyonun mer-
kezini xy’da degil de, verilen fonksiyon ve birinci tlirevinin kolayca
hesaplanabilecegi yakindaki bir x = a tamsayisinda almak istiyorsu-
nuz. Her durumda hangi lineerizasyonu kullanirsiniz?

5. f(x) =x*+2x, x=0.1

6. f(x) =x"", xp=09
7. f(x) = 2x> +4x — 3, xp = —09
8 f(x)=1+ux, xo=28.1
9. f(x) = Vx, xo=85
__x _
10. f(x) = T M 1.3
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Trigonometrik Fonksiyonlarin Lineerlestirilmesi

11-14 alistirmalarinda, f’nin x = g’daki lineerizasyonunu bulun. Li-
neerizasyonu ve f’yi birlikte ¢izin.

11. f(x)=sinx (@ x=0, (b) x=7
12. f(x)=cosx (@ x=0, (b) x=-7/2
13. f(x)=secx (@) x=0, (b) x=—7/3
14. f(x)=tanx (a) x=0, (b) x=x/4

(1 + x)¥ =~ 1 + kxYaklasimi

15. f(x) = (1 + x)Pnin x = 0°daki lineerizasyonunun L(x) = 1 + kx
oldugunu gosterin.

16. 0’a yakin x degerlerinde f(x) fonksiyonuna bir yaklasim bulmak
igin (I + x)f ~ 1 + kx formiiliinii kullamn.

2

1 —x

# . — 2 2
Vies  HImemvEe
1 2
f. f(x) = 3(1—72_'_)6)

e. f(x) = (4 +3x)"?
17. Hesap makinesinden daha hzh (1 + x)* ~1 + kx formiiliinii
kullanarak asagidakileri tahmin edin.

a. (1.0002)% b. V1.009
18. x=07da f(x) =x + 1 + sin x’in lineerizasyonunu bulun.
Vx + 1 ve sin x’in tek tek lineerizasyonlarina nasil baglidir?

a. f(x) = (1 —x)° b. f(x) =

¢ flx) =

Diferansiyel Formda Tiirevler
19-30 alistirmalarinda, dy’yi bulun.

19. y =x% — 3Vx 2

20. y=xVI1—x

21. y = 2"2 22.y=i

1 +x 3(1 + Vi)
23. 2y3/2+xy—x=O 24, xy2—4x3/2—y=O
25. y = sin (5VXx) 26. y = cos (x?)
27. y = 4tan (x3/3) 28. y = sec (x> — 1)
29. y =3csc(l —2Vh) 30. y = ZCot(%)

Yaklasim Hatasi
31-36 alistirmalarinda, x xy’dan x, + dx’e degisirken her f(x) fonksi-
yonu deger degistirir.

a. Af = f(xg+ dx) — f(xy) degisimini;

b. df = f'(xq) dx tahmininin degerini; ve

c. | Af —df | yaklagtirma atasini

bulun.

y
y= 17
I 4
A= Sl + d) = flxo)
(50, /%0)) df = f'(xy) d
i
Teget \ |
| | .
0 X0 xo + dx

3. f(x) = x> +2x, xo=1, dv=0.1

32. f(x) =2x2 +4x — 3, xo=—1, dx=0.1
33. fx) =x—x, xo=1, dx=0.1

34. f(x) =x* xo=1, dx=0.1

35. f(x) =x71, x =05 dx=0.1

36. fx) =x3—2x+3, xp=2, dx=0.1

Degisimlerin Diferansiyel Tahminleri

37-42 alistirmalarinda, hacim veya ylizey alaninda verilen degisimi
tahmin eden bir diferansiyel formiil yazin.

37. Yarigap ry’dan ry + dr'ye degisirken bir kiirenin hacmi
V= (4/3)mr>teki degisim.

38. Kenar uzunluklar x,’dan x, + dx’e degisirken bir kiibiin hacmi
V = x¥teki degisim.

39. Kenar uzunluklart xy'dan xy + dx’e degisirken bir kiiblin ylizey
alan1 S = 6x>deki degisim.

40. Yarigap ro'dan r + dr’ye degisir ve yiikseklik ayni kalirken dik bir
koninin yan yiizey alam § = 7\ r? + h*deki degisiklik

41. Yaricap ry’dan r + dr’ye degisir ve yiikseklik ayni kalirken dik bir
silindirin hacmi V' = 7r7*h’deki degisiklik.

42. Yikseklik sg’dan hy + dh’ye degisir ve yarigap ayni kalirken dik
bir silindirin yan ylizey alan1 S = 27rh’deki degisiklik.

Uygulamalar
43. Bir ¢cemberin yarigap1 2.00°den 2.02 m’ye ¢ikarilmaktadir.
a. Alanda meydana gelen degisikligi tahmin edin.

b. (a)daki tahmini gemberin esas alanmin yiizdesi olarak ifade
edin.

44. Bir agacin gapt 10 ingtir. Bir yil iginde, gevresi 2 ing biyiir.

Agacin gap1 ve kesit alan1 yaklasik olarak ne kadar biiylimiistiir?

45. Hacim tahmin etmek Yiksekligi 30 ing, yarigapt 6 ing ve

kalinligi 0.5 ing olan silindir seklindeki bir malzemenin hacmini
tahmin edin.



46.

47.

48.

49.

50.

51.

30 in.

6 in.

Bir binamin yiiksekligini tahmin etmek Bir binanin tabanin-
dan 30 ft uzakta duran bir 6lgtimcii, binanin tepesine olan yiiksel-
me agisin1 75° olarak Olgiiyor. Binanin tahmin edilen yiiksekli-
gindeki hatanin %4’ten az olmast i¢in a1 ne kadar hassasiyetle
Ol¢iilmelidir?

Tolerans Dik bir silindirin yiiksekligi ve yarigapt aynidir, dola-
yistyla silindirin hacmi ¥ = 7h* olur. Hacim, gergek degerinden
en fazla %1 hata ile hesaplanacaktir. /'de izin verilebilecek en bii-
yiik hatay1 yaklasik olarak bulun ve 4’ nin bir yiizdesi olarak ifade
edin.

Tolerans

a. 10 m yiiksekliginde silindirik bir tankin i¢ ¢ap1 tankin hacminin
%] hatayla hesaplanabilmesi i¢in hangi hatayla 6l¢tilmelidir?

b. Tankin dis ¢ap1 tanki boyamak icin gereken boya miktarmin
%S5 hatayla hesaplanabilmesi i¢in hangi hatayla 6l¢iilmelidir?

Bozuk para iiretmek Bir tiretici federal hiikiimet i¢in bozuk pa-
ra yapmak iizere anlagsmustir. Paralarin ideal agirliklarindan en
fazla 1 / 1000 kadar farkli olmalar1 gerekiyorsa, paralarin yarigapi
r’de ne kadar bir hataya goz yumulabilir? Kalinligin degismedigi-
ni varsayin.

Bir kiibiin hacmindeki degisikligi ¢cizmek. Kenarlarinin uzun-
Iugu x olan bir kiibiin hacmi V' = X3, x’teki Ax kadar artigla AV
kadar degisiyor. Bir resim ¢izerek AJ’yi geometrik agidan, asagi-
da verilen hacimlerin toplami olarak nasil ifade edilebilecegini
gosterin.

a. Boyutlart x X x X Ax olan {i¢ dilim.

b. Boyutlar1 x X Ax X Ax olan ii¢ cubuk.

c. Boyutlari Ax X Ax X Ax olan bir kiip.

dV = 3x* dx diferansiyel formiilii V’deki degisimi ti¢ dilimi kulla-
narak hesaplar.

Ucus manevralarinin kalbe etkisi. Kalbin ana pompalama
odacigt, sol karincik, tarafindan birim zamanda yapilan is
Vou?

W=Pr+ Sy

denklemiyle verilir. Burada ¥ is, P ortalama kan basinci, V birim
zamanda pompalanan kanin hacmi, § kanin yogunlugu, v ¢ikan
kanin ortalama hiz1 ve g de yercekimi ivmesidir.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.
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PV, 6 ve v sabitseler, W sadece g’nin bir fonksiyonu olur ve
denklem

W=a+ g (a, b sabit)

haline gelir. NASA’nin tip ekibinin bir iiyesi olarak, g’de ugus
manevralar1 dolayisiyla olusacak belirgin degisikliklere #’nun ne
kadar duyarli oldugunu bilmek istiyorsunuz ve bu da g’nin
baslangi¢ degerine baglidir. Arastirmanizin bir pargast olarak,
verilen bir dg degisiminin g =5.2 ft/ sn? olan aydaki etkisini ayn1
degisimin g = 32 ft/ sn’ olan diinyadaki etkisiyle karsilagtirmaya
karar veriyorsunuz. dW, in dWgjn,'ya oranini bulmak igin
yukaridaki basitlestirilmig denklemi kullanim.

Yercekimi ivmesini 6lgmek Bir saat sarkacinin uzunlugu L
sicakligi kontrol edilerek sabit tutuldugunda, sarkacin periyodu 7
yercekimi ivmesi g’ye baglidir. Dolayisiyla periyot, saat diinya
iizerinde bir yerden digerine gotiiriiliirken g’deki degisime bagli
olarak biraz degisecektir. AT"yi izleyerek, 7, g ve L’yi birbirine
baglayan 7 = 27T(L/ 2)"/? denkleminden g'deki degisimi tahmin
edebiliriz.

a. L sabit ve g serbest degisken olmak iizere, d7"yi hesaplayin ve

bunu (b) ile (c)’de sorular1 yanitlamakta kullanin.

b. gartiyorsa, T artar mi1, azalir m1? Sarkagl bir saat ileri mi geri
mi gider? Agiklaymn.

¢. 100 cm uzunlugunda sarkaci olan bir saat g = 980 cm/ sn® olan
bir yerden baska bir yere gotiiriliyor. Bu periyodu
dT=0.001 sn kadar arttirtyor. dg’yi bulun ve yeni yerde g’nin
degerini belirleyin.

Bir kiibiin kenar1 %1°lik bir hatayla 10 cm olarak 6lgiilmektedir.

Kiibiin hacmi bu &lglimle hesaplanacaktir. Hacim hesabindaki

yiizde hatay1 bulun.

Alani, gergek degerinin %2’si kadar bir hatayla buldugunuzdan

emin olmak i¢in, bir karenin kenarini ne hassaslikta 6l¢gmelisiniz?

Bir kiirenin gapt 100 = 1 cm olarak 6lgiiliiyor ve hacmi de bu

6l¢timle hesaplantyor. Hacim hesabindaki yilizde hatay: bulun.

Hacim hesaplanirken en fazla %3 hata yapilabilecekse, bir kiirenin

¢ap1 D’yi dlgerken izin verilebilecek yiizde hatay1 bulun.

(Ornek 7’nin devami) t'yi dlgerken yapilacak %5°lik bir hatanin

s = 16/ denkleminden s bulunurken %10’luk bir hataya neden

olacagimi gosterin.

(Ornek 8’in devami) V ’yi %50 arttirmak igin » hangi yiizdeyle
arttirilmalidir?

Teori ve Ornekler

59.

Orijindeki lineerizasyonu ile V1 + x ’e yapilan yaklasimin
x— 0 iken iyilesmesi gerektigini
VI1+x

e G2 !

limitini hesaplayarak gosterin.
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60.

61.

62.

|
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Orijindeki lineerizasyonu ile tan x’e yapilan yaklasimin x — 0
iken iyilesmesi gerektigini

limitini hesaplayarak gosterin.

Lineerizasyon en iyi lineer yaklastirnmdir.  (Lineerizasyonu
kullanmamizin nedeni budur) y = f(x)’in x = ada
tiirevlenebildigini ve g(x) = m(x — a) + ¢’nin de, m ve ¢ sabit olmak
tizere, lineer bir fonksiyon oldugunu varsaym. Eger
E(x) = f(x) — g(x) hatast x = a civarinda yeterince kiigiikse,
L(x) = f(a) + f'(a)(x — a) lineerizasyonu yerine f’ye lineer
yaklasim olarak g’yi kullanabiliriz. g lizerine asagidaki kosullart
koyarsak,

1. E(a) =0 x = a’da yaklagim hatas1 sifirdur.
) E(x) x — a ile karsilastirildiginda hata ihmal
2. lim v—=5; =0 edilebilir.
x—a

g(x) = f(a) + f'(a)(x — a) oldugunu gosterin. Yani, L(x) lineeriza-
syonu hatast hem x = a’da sifir olan hem de x — a’ya gore ihmal
edilebilir tek lineer yaklastirimi verir.

L(x) lineerizasyonu:

y=fla) +f(@)(x~a)

\

(. f(@)

Baska bir lineer
yaklastirim, g(x):
y=m(x—-a)+c

y:f(X/ ‘

|
|
|
|
|
a

Kuadratik Yaklasimlar
a. O(x) = by + bi(x — a) + ba(x — @) f(x)’in x=a da
asagidaki ozellikleri saglayan bir kuadratik yaklasimi olsun:
i. 0(a) = f(a)
ii. 0'(a) = f'(a)
iii. 0"(a) = f"(a)
by, by ve b, katsayilarini belirleyin.
b. f(x)=1/(1 —x)’in x = 0°daki yaklagimin1 bulun.
c. f(x)=1/(1-x)’ivex=0daki yaklagimini ¢izin. Sonra her iki
grafikte (0, 1) noktasini yaklastirin. Gordiigiiniizii agiklayn.
d. g(x) = 1/x’in x = 1°deki yaklagimini bulun. g’yi ve yaklagmini
birlikte ¢izin. Gordiigiiniizii agiklayin.

e. A(x) = V1 + x’in x = 0daki yaklagimimi bulun. 4’yi ve
yaklagmini birlikte ¢izin. Gordigiiniizi agiklayin.

f. (b), (d) ve (e) siklarinda, karsi gelen noktalarda f, g ve A’nin
lineerizasyonlar1 nelerdir?

63.

64.

65.

E3 o6.

Grafiklerden tiirevleri okumak Tiirevlenebilir egrilerin
biiytitiildiiklerinde  diizlestikleri diisiincesi belirli noktalarda
fonksiyonlarmn tiirevlerinin degerlerini tahmin etmede kullanila-
bilir. Egriyi gordiigiimiiz kisminin istenilen noktada diiz bir
dogru gibi goriinecegi kadar biiyiitiir ve ekranin koordinat dilim-
lerini kullanarak egrinin egimini benzedigi dogrunun egimiymis
gibi okuruz.

a. Islemin nasil yiiriidiigiinii gérmek igin, 6nce x = 1'de y = x?

fonksiyonu ile deneyin. Okuyacagiiz egimin 2 olmasi
gerekir.

b. x=1,x=0vex=—1'de y=¢" egrisini deneyin. Her durumda,
tahmin ettiginiz tiirevin degerini ¢* ’in o noktadaki degeriyle
kargilastirin. Ne gibi bir iligki gorliyorsunuz? Baska x degerle-
rini de deneyin. Boliim 7°de neler oldugu agiklanacaktir.

Tirevlenebilir bir f(x) fonksiyonunun x = a’da yatay bir tegeti
oldugunu varsayin. f’nin x = a’'daki lineerizasyonu hakkinda bir
sey soylenebilir mi? Yanitiniz1 agiklayin.

Durmakta olan bir cismin kiitlesini %1 arttirabilmek i¢in hangi
bagil hiza ivmelemek gerekir?

Arka arkaya kok almak

a. Hesap makinenize 2 yazin ve kare-kok tusuna siirekli basarak
(veya arka arkaya 0.5 kuvvetini alarak) art arda karekok alin.
Ne gibi bir kalip goriiyorsunuz? Neler oldugunu agiklayim.
Arka arkaya onuncu kokleri alirsaniz ne olur?

&

Islemi, girdi olarak 2 yerine 0.5 alarak tekrarlayin. Simdi ne
oluyor? 2 yerine herhangi bir pozitif x sayist kullanabilir
misiniz? Neler oldugunu agiklayin.

BILGISAYAR ARASTIRMALARI
Fonksiyonlari Lineerizasyonlar ile Karsilastirmak

67-70 alistirmalarinda belirli bir / araliginda fonksiyonun yerine li-
neerizasyonu kullanmaktan dogacak hatay1 bulmak igin bir BCS kul-
lanacaksiniz. Asagidaki adimlari gergeklestirin:

a.
b.

f fonksiyonunu / araliginda ¢izin.

a noktasinda fonksiyonun L lineerizasyonunu bulun.

c. fve L’yi tek bir grafikte birlikte ¢izin.

. I araligindaki mutlak hata | f(x) — L(x)

’1 birlikte ¢izin ve maksi-
mum degerini bulun.

. (d) sikkindaki grafiginizden, € = 0.5, 0.1 ve 0.01 igin

|x —al <38 =

|f(x) = Lx)| <€

kosulunu saglayacak bulabildiginiz en biiyiik 6 > 0 degerini bulun.
Sonra grafik olarak & tahmininizin dogru olup olmadigin1 kontrol
edin.

67. fx) =x>+x*—2x, [-1,2], a=1
- x—1 _3 _1
68. f(x)_4x2+ I { 4’1}’ ‘72
69. f(x) = x*P(x —2), [-2,3], a=2
70. f(x) = Vx —sinx, [0,27], a =2
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Bolim 3 Tekrar Sorulari

Boliim

Tekrar Sorulan

. Bir f fonksiyonunun tiirevi nedir? Tiirevin tanim aralig1 ile f* nin

tamim arahig1 arasindaki iliski nedir? Ornekler verin.

. Egim, teget ve degisim oranlarini tanimlamada tiirevin oynadigi

rol nedir?

. Elinizde sadece bir fonksiyonun degerlerinin tablosu varsa, o

fonksiyonun tiirevinin grafigini nasil ¢izersiniz?

. Bir fonksiyonun agik bir aralikta ve kapali bir aralikta tiirevliene-

bilir olmasi ne anlama gelir?

. Tirevler ve tek tarafl tiirevler arasindaki iliski nedir?

6. Bir fonksiyonun bir noktada tlirevinin o/mamasini geometrik

10.

11.

12.

olarak agiklaymn.

. Bir fonksiyonun bir noktadaki tiirevlenebilirligi ile o noktadaki

stirekliligi arasinda nasil bir iliski vardir, eger varsa?

. Birim basamak fonksiyonu

0, x<0
1, x=0

Ulx) = {

[-1, 1] araligindaki baska bir fonksiyonun tiirevi olabilir mi?
Aciklayn.

. Tirev hesaplamak icin hangi kurallar1 biliyorsunuz? Bir kag

Ornek verin.

i ny — n—1
a. dx(x) nx

d ~du
b. dx(cu)_cjx

d _dup dup du,
€ by b ) = s S e

formiillerinin bir polinomun tiirevini almamizi nasil sagladigin
agiklaym.

Onuncu sorudaki ii¢ formiile ek olarak, rasyonel fonksiyonlarin
tiirevini almak icin hangi formiile gerek vardir?

Ikinci ve iigiincii mertebeden bir tiirev nedir? Bildiginiz fonksi-
yonlarin kag tiirevi verdir? Ornekler verin.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

Bir fonksiyonun anlik ve ortalama degisim oranlari arasindaki
iliski nedir? Bir 6rnek verin.

Hareketin incelenmesinde tiirevin rolii nedir? Bir cismin bir
dogru {iizerindeki hareketi hakkinda konum fonksiyonunu in-
celeyerek ne 6grenebilirsiniz? Ornekler verin.

Tiirevler ekonomide nasil bir rol oynar?

Tiirevlerin diger uygulamalarina 6rnek verin.

limy,—o ((sin &)/h) ve lim;—o((cos & — 1)/h) limitlerinin siniis ve
kosiniis fonksiyonlarinin tlirevleriyle iliskisi var midir? Bu
fonksiyonlarmn tiirevleri nedir?

sin x ve cos x’in tiirevlerini biliyorsaniz, tan x, cot x, sec x ve csc x
fonksiyonlarinm tiirevlerini nasil bulabilirsiniz? Bu fonksiyon-
larin tirevleri nedir?

Alt1 temel trigonometrik fonksiyon hangi noktalarda siireklidir?
Nereden biliyorsunuz?

iki tiirevlenebilir fonksiyonun bileskesinin tiirevini hesap-lama-
nin kural nedir? Boyle bir tiirev nasil hesaplanir? Ornekler verin.
x = f(¢), y = g(f) parametrik egrisinin dy/dx egimi igin formiil
nedir? Formiil ne zaman uygulamr? Ne zaman d’y/dx*’yi bula-
bilmeyi beklersiniz? Ornekler verin.

u x’in tirevlenebilir bir fonksiyonu ve n bir tamsayiysa,
(d/dx)(u")’yi nasil hesaplarsiniz? Peki ya, n rasyonel bir say1ysa?
Ornek verin.
Kapali tiirev alma nedir? Buna ne zaman ihtiyag duyarsiniz?
Ornek verin.

[liskili oranlar problemleri neden ortaya ¢ikar? Ornek verin.

iligkili oranlar problemlerini ¢6zmek igin bir strateji tanimlayin.
Bir 6rnege uygulayin.

Bir f(x) fonksiyonunun x = a noktasindaki lineerizasyonu L(x)
nedir? Lineerizasyonun bulunabilmesi i¢in f’nin «’da nasil
davranmas: gerekmektedir? Lineerizasyonlar nasil kullanilir?
Ornek verin.

x, a’dan yakindaki bir a + dx degerine giderse, tlirevlenebilir bir
f(x) fonksiyonunun degerinde buna karsilik gelen degisimi nasil
bulursunuz? Bagil ve yiizde degisimlerini nasil tahmin edersiniz?
Ornek verin.

Boliim

Problemler

Fonksiyonlarin Tiirevleri

1-40 problemlerindeki fonksiyonlarin tiirevlerini bulun.

1.

3.

y=x>—0125x> 4+ 025x 2. y=3—07x+ 0.3x’

1
- 7 _
4. y=x + V7 p——1

y=x3=3ux*+ 7%

5.

7.

9.

y=(x+ D*x>+ 2x) 6. y=(2x—5)4—x)"

_ csc 6 9:2
8.y—(1 5 4)

Vi 10. s = I

T+ Vi Vi—1

y = (6 +sech + 1)}

N
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11. y = 2tan’*x — sec’x

13. s = cos* (1 — 21)
15. s = (sect + tant)’
17. r = V20sin 6
19. » = sin V26
21. y = %xz csc%
23. y = x 712 gec (2x)?
25. y = 5cotx?
27. y = x%sin’ (2x?)
4\
29. s = (t T 1)
o Va Y
3.y = (1 + x
2
X+ x
33. y= 2
. 2
_ sin 6
35.r= (cosO - 1>
37. y=(2x + )V2x + 1
39. y 3

Boliim 3: Tiirev

Kapali Tiirev Alma

41-48 problemlerinde, dy/dx’i bulun.
42.
44.
46.

41.

43. 3+ 4xy — 3y4/3 = 2x

45.

47.

xy+2x+3y=1

Vxy =1
2 X
YT H

a (5x2 + sin 2x)*2

P
sin‘ x s x
14. s = cot’ (%)
16. s = csc®(1 — ¢ + 3¢%)
18. r = 20V cos O
20. r =sin (6 + Vo + 1)
22. y = 2Vxsin Vx
24. y = Vxese(x + 1)
26. y = x?cot 5x
28. y = x 2sin® (x3)
30.5=
15(15¢ — 1)
2
3.y = (27\/5)
2Vx + 1
34. y = &xVx + Vx
(1 + sinf 2
36. 1= (1 - cos@)
38. y =20(3x — 4)'*3x — 4)7'/°
40. y = (3 + cos®3x)"'/

48.

x2+xy+y2—5x=2

5x45 + 10y9° = 15

x2y2 =1

2 _ 1 +x
Y V1 —x

49 ve 50 problemlerinde dp/dg’yu bulun.

49. p? + 4pg — 3¢* =2
51 ve 52 problemlerinde dr/ds bulun.

51. rcos2s + sin’s = o 5. 2rs —r—s+s2=-3

50.

q = (5p* + 2p)"?

53. d’y/dx*’yi kapali tiirev alarak bulun.

54, a. x> — y2 =1 denkleminin tiirevini kapali olarak alarak,

Tiirevlerin Sayisal Degerleri

55. f(x), g(x) fonksiyonlarinin ve ilk tiirevlerinin x = 0 ve x = 1'deki

a.x3+y3=1

b. y2=1—%

dy/dx = x/y oldugunu gosterin.

b. d*y/dx* =-1/y* oldugunu gosterin.

degerlerinin asagidaki gibi oldugunu varsayn.

56.

57.
58.

59.

60.

61.
62.

x f) &) ') g'x)

0 1 1 -3 1/2
1 3 5 1/2 —4

Asagidaki kombinasyonlarin verilen x degerlerinde birinci tiirev-

lerini bulun.

a. 6f(x) —g(x), x=1
¢ Lx) x=1
T+ U

e. g(f(x)), x=0

g fx+g(x), x=0

f(x) fonksiyonu ve birinci tiirevinin x = 0 ve x = 1’deki deger-

lerinin asagidaki gibi oldugunu varsayin.

b. f(x)g*(x), x=0
d' f(g(x))7 X = 0

f. (x + f(x))3/2, x=1

x f) ')

0 9 -2
1 -3 1/5

Asagidaki kombinasyonlarin verilen x degerlerinde birinci tiirev-
lerini bulun.

a. Vxf(x), x=1 b. Vf(x), x=0
c. f(Vx), x=1 d. f(1 —5tanx), x =10
) 2_{(72” x=0 f. 10sin (?)fz(x), x=1

y =23 sin2x vex =+ ise, t = 0°'da dy/d'nin degerini bulun.

s =2+ 5tvet=(u*+2u)? ise, u = 2'de ds/du’nin degerini bu-
lun.

w = sin (\/;7 - 2) ve r=8sin (s + 7/6) ise, s = 0'da dw/ds’yi
bulun.

r= (6% + 7)" ve 6’ +6=1ise r=04da dr/drnin degerini bu-
lun.

> +y =2 cos x ise, (0, 1) noktasinda d?y/dx*’nin degerini bulun.

X3+ yl/3 =4 ise, (8, 8) noktasinda d%y/dx*’nin degerini bulun.

Tiirev Tanimi
63 ve 64 problemlerinde, tanimi kullanarak tiirevleri bulun.
1 — hy2
f(t) = Y 64. g(x) = 2x~ + 1

63.

65.

a. Asagidaki fonksiyonu ¢izin.

2 <
fx) = {_xz, 1=x<0

x5, 0=x=1
b. f, x=04da siirekli midir?

c. f, x=0da tirevlenebilir mi?



66.

67.

68.

Yanitinizi agiklaym.
a. Asagidaki fonksiyonu ¢izin.

ﬂn={L

tan x,

-1=x<0
0=x=a/4

b. f, x=04da siirekli midir?

c. f, x=0da tirevlenebilir mi?

Yanitinizi agiklaym.

a. Asagidaki fonksiyonu ¢izin.

X,
o ={r_,
b. f, x=1de siirekli midir?

c. f, x=14de tiirevlenebilir mi?

1 <x=2

t)

Yanitinizi agiklayim.
m sabitinin hangi deger veya degerleri igin,

sin2x, x =0
ft) = {mx, x>0

a. x = (0’da siireklidir?
b. x = 0’da tiirevlenebilir?

Cevaplarinizi agiklayin.

Edim, Teget ve Normaller

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

Belirli egimde tegetler y = (x/2) + 1/(2x — 4) egrisinin,
egimi —3,/2 olan bir noktast var midir? Varsa, bulun.

Belirli egimde tegetler y = x — 1/(2x) egrisinin, egimi 3 olan
bir noktast var midir? Varsa bulun.

Yatay tegetler y = 2x> — 3x*> — 12x + 20 egrisinin {izerinde tegetin
x-eksenine paralel oldugu noktalar1 bulun.

Teget Kesimleri y = x° egrisine (-2, —8) noktasinda teget olan
dogrunun x- ve y-eksenlerini kesim noktalarini bulun.

Verilen Dogrulara dik veya paralel
y = 2x3 — 3x% — 12x + 20 egrisinin iizerinde tegetin

tegetler

a. y=1—(x/24) dogrusuna dik;
b. y = V2 - 12x dogrusuna paralel oldugu noktalari bulun.

Tegetlerin Kesisimi y = (7 sinx)/x egrisinin x = 7 ve x = —7r
noktalarindaki tegetlerinin dik kesistiklerini gosterin.

Bir dogruya paralel normaller y = tan x, —7/2 < x < 7/2
egrisinin normalinin y = —x/2 dogrusuna paralel oldugu noktalari
bulun. Egriyi ve normalleri denklemleriyle isimlendirerek birlikte
¢izin.

Teget ve normal dogrular y = 1 + cos x egrisinin (7/2, 1) nok-
tasindaki normal ve tegetinin denklemlerini bulun. Egriyi, nor-
mali ve tegeti denklemleriyle isimlendirerek birlikte ¢izin.
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77. Teget parabol y = x> + C paraboliiniin y = x dogrusuna teget
olmasi igin C ne olmalidir?

78. Tegetin egimi y = x> egrisinin  herhangi bir (a, a®)
noktasindaki tegetinin, egriyi, egimi (a, a*) *teki egimin dort kati
olan baska bir noktada kestigini goésterin.

79. Teget egri  ¢’nin hangi degerinde y = ¢/(x + 1) egrisi (0, 3)
ve (5, —2) noktalarindan gegen dogruya teget olur?

80. Cembere normal x> + y% = 4? gemberinin herhangi bir nok-
tasindaki normalinin orijinden gectigini gosterin.

Kapali Olarak Tamimlanmis Egrilerin Tedetleri ve Normalleri

81-86 problemlerinde, egrilerin verilen noktalardaki teget ve normal
denklemlerini bulun.

81. x2 +2y? =09,
82. x3 +y? =2,

(1,2)
(1, 1)

83. xy+2x —5y=2, (3,2)
84. (y —x))=2x+4, (6,2)
8. x + Vxy =6, (4,1)

86. X% + 2y =17, (1,4)

87. x%3 + y2 = x + y egrisinin (1, 1) ve (1, —1) noktalarindaki
egimini bulun.

88. Asagidaki grafik y = sin (x — sinx) egrisinin x-ekseninde yatay
tegetleri olabilecegini belirtmektedir. Gergekten var midir?
Yanitinizi aciklayim.

y = sin (x — sin x)

Parametrik Egrilerin Tegetleri

89 ve 90 problemlerinde, verilen ¢ degerine karsilik gelen noktada
egriye teget olan xy-diizlemindeki dogrunun denklemini bulun. Ayrica
d*y/dx*nin bu noktadaki degerini bulun.

89. x=(1/2)tant, y=(1/2)sant, t=u/3
90. x =1+ 1/1% y=1-3/t, t=2

Grafikleri Inceleme

91 ve 92 problemlerindeki sekillerin her biri, biri y = f(x)
fonksiyonu, digeri onun tiirevi f'(x) olan iki grafigi
gostermektedir. Hangi grafik hangisidir? Nasil anlarsiniz?
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91. y 92.

93. Asagidaki bilgileri kullanarak -1 = x = 6 araliginda y = f(x)
grafigini ¢izin.
i. Grafik uc uca eklenmis dogru parcalarindan olusur.
ii. Grafik (-1, 2) noktasindan baslar.

iii. Tanimli oldugunda, f’nin tiirevi asagida gosterilen basamak
fonksiyonuyla uyusur.

94. Grafigin (-1, 2) yerine (-1, 0) noktasindan basladigim diisiinerek
Problem 93’ii tekrar edin.

95 ve 96 problemleri Sekil 3.53’teki grafiklerle ilgilidir. (a)
kismindaki grafikler kiigiik bir topluluktaki tavsan ve tilki sayisin
gostermektedir. 200 giinlik bir zaman iginde zamanin fonksiyonu
olarak isaretlenmistir. Baslangigta, tavsanlar {irerken, sayilar1 artmak-
tadir. Fakat tilkiler tavsanlarla beslenmektedir ve tilkilerin sayisi
arttikga, tavsan sayisi diismeye baslamaktadir. Sekil 3.53b tavsan nii-
fusunun tiirev grafigini gostermektedir. Egimleri isaretleyerek ¢izdik.

95. a. Tavsan sayist en yiksek ve en diisik oldugunda, Sekil
3.53’teki tavsan niifusunun tiirevinin degeri nedir?
b. Tiirevi en yiiksek ve en diisiik oldugunda, Sekil 3.53" teki
tavsan toplulugunun biiytikligii nedir?

96. Tavsan ve tilki topluluklarinin egrilerinin egimi hangi birimle be-
lirtilmelidir?

Trigonometrik Limitler

sin x 3x — tan 7x

97. lim ———— 98. lim
x—0 2x% — x x—0 2x

Tav $‘P1
/ V] St
2000
\ 1k tavsan sayisi = 100
Tk tilki % =4
(20, 17700), \
1000 .
11l R
| | sayisi PE e =
Bilaummet SEES P L
0 50 100 150 200
Time (days)
(@)
+100
50
0, 40)\
0
=50 e
-1005 50 100 150 200
Zaman (gtinler)
Tagvan niifusunun tiirevi
(b)

SEKIL3.53  Bir av-aver toplulugundaki tavsan ve tilkiler

99, lim S0 100. 1im Sn(n0)
r—0 tan2r 6—0 0
2
101. im 4 tan 02+ tanf + 1
0—(m/2)" tan 0 + 5
_ 2
102. lim 5 2cor0
6—0" 5cot“0 — 7coth — 8
103. lim =X 104, lim - —¢0s0
x—0 2 — 2cosx 6—0 62

Problem 105 ve 106°da, fonksiyonlarin orijinde siirekli olacak sekilde
nasil genisletilecegini gosterin.

__ tan (tanx)
T tanx

tan (tan x)

105. g(x) 106. f(x) =

sin (sin x)
iliskili Oranlar
107. Dik dairesel silindir Bir dik dairesel silindirin toplam yiizey

alam S, taban yarigap: r ile yiikseklik #’ye S = 2% + 2mrh
denklemiyle bagldir.

a. h sabitse, dS/dt dr/dt’ ye nasil baghdir?
b. rsabitse, dS/dt dh/dt’ye nasil baghdir?



108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

c. Ne rne de & sabit degilse, dS/dt dr/dt ile dh/dt’ye nasil
baghidir?

d. Ssabitse, dr/dt dh/dt’ye nasil baghdir?

Dik dairesel koni Bir dik dairesel koninin toplam yiizey alani

S, taban yarigapt r ile yikseklik i’ye S = mr\Vr? + h?

denklemiyle baglidir.

a. K sabitse dS/dt, dr/dt ye nasil baghdir?

b. rsabitse dS/dt, dh/dt’ye nasil baglidir?

c. Ne 7 ne de h sabit degilse dS/dt, dr/dt ile dh/dt’ye nasil
baghidir?

Dairenin alan degisimi Bir dairenin yarigap1 —2/7 m/s hizla

degismektedir. » =10 m iken, dairenin alani ne hizla degisir?

Kiipiin kenarlarinin degisimi Bir kiipiin hacmi, kenarlar1 20

cm iken 1200 cm®/dak. hizla artmaktadir. Aym anda kenarlarmmn
degisim orani nedir?

Paralel bagh direncler Bir elektrik devresinde bulunan R; ve
R, ohmluk iki direng R-ohmluk direng olusturacak sekilde para-
lel baglanmistir. R’nin degeri

denklemiyle bulunur. R; 1 ohm/sn ve R, 0.5 ohm/sn hizla azali-
yorsa, Ry =75 ohm ve R, = 50 ohm iken R hangi hizla degisir?

Bir seri devrede empedans Bir seri devrede

empedans Z
(ohm), direng R (ohm) ve reaktans X’e (ohm) Z = VR?* + X2,

denklemiyle baglidir. R 3 ohm/sn hizla artiyor ve X 2 ohm/s
hizla azaliyorsa, R = 10 ohm ve X = 20 ohm iken Z ne hizla
degisir?

Bir parcacigin siirati Metrik xy diizleminde ilerleyen bir
pargacigin koordinatlart dx/dt = 10 m/sn, dy/dt = 5 m/sn olmak
lizere zamanin tlirevlenebilir fonksiyonlaridir. Pargacik (3, —4)
noktasindan gegerken orijinden ne kadar hizli uzaklagmaktadir?

Bir parcacigin hareketi Bir pargacik, orijinden uzaklig1 saniyede
11 birim artacak sekilde, y = x*'? egrisinin, birinci dortte bir bolge-
deki pargasi iizerinde ilerlemektedir. x = 3 iken, dx/df’yi bulun.

Bir su tankimi bosaltmak Asagidaki sekilde goriilen konik
tanktan 5 ft*/dak. hizla su akmaktadir.

a. Sekildeki / ve r degiskenleri arasindaki iligki nedir?
b. h =6 ft iken su seviyesi hangi hizla diiser?

116.

117.

118.
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Bélim 3

Problemler

Cikas hizi: 5 f3/dak.

Bir makaray1 cevirmek Bir caddedeki telefon direklerinden
gegirilmek tizere biiyilik bir makaradan televizyon kablosu ¢eki-
lirken, kablo makaranin iizerindeki sabit yarigapli katlardan ¢o-
ziilmektedir (Sekle bakiiz). Kabloyu ¢eken kamyon 6 ft/s (4
mil/saat’den biraz fazla) hareket ediyorsa, s = rf denklemini
kullanarak, 1.2 ft yarigaph kat ¢oziiliirken, makaranin hangi hiz-
la dondiigiini bulun.

Isildak isinimin hareketi  Asagidaki sekil sahilden 1 km uzak-
ta, kiytyr bir fenerle tarayan bir sandali géstermektedir. Isik
d@/dt = —0.6 rad/sn hizla donmektedir.

a. A noktasina ulastiginda 151k hangi hizla ilerlemektedir?
b. 0.6 rad/sn dakikada kag doniis demektir?

1 km

Koordinat eksenlerinde kayan noktalar A ve B noktalar
sirastyla x ve y eksenlerinde, orijinden 4B dogrusuna olan dik
uzaklik (metre) sabit kalacak sekilde hareket etmektedirler.
OB = 2r oldugunda ve B O’ya dogru 0.3 m/sn hizla ilerlerken,
OA ne hizla degismektedir? Bu mesafe artar mi, azalir mi?
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Boliim 3: Tiirev

Lineerizasyon

119.

120.

121.
122.

Asagidaki fonksiyonlarin lineerizasyonunu bulun.

a. tanx, x=-m/4 b. secx, x=-m/4

Egrileri ve lineerizasyonlar birlikte ¢izin.

f(x) =1/(1 + tan x) fonksiyounun x = 0’da yararli bir lineerizas-
yonunu

1
1+x~1 X ve tanx ~ x
yaklagimlarini
1
1 + tanx I
olacak sekilde birlestirerek elde edebiliriz. Bu sonucun

1/(1 + tan x)’in x = 0’daki standart lineer yaklagimi oldugunu
gosterin.

f(x) =71+ x + sin x — 0.5’in x = 0’da lineerizasyonunu bulun.

fx)=2/(1 —x) + V1 + x — 3.1’in x = 0’da lineerizasyo-
nunu bulun.

Degisimin Diferansiyel Tahminleri

123.

Bir koninin yiizey alam  Yiikseklik %q'dan g + dh’ye degisir
ve yarigap ayni kalirsa, dik bir dairesel koninin yiizey alaninda
meydana gelecek degisikligi tahmin eden bir formiil yazin.

V=L

S =mrVrt+ i?

(Yiizey alant)

124.

125.

126.

Hatay1 kontrol etmek

a. Bir kiiblin yilizey alanim1 en fazla %2’lik bir hatayla
hesapladiginizdan emin olmak igin kiibiin kenarini ne
hassaslikta 6l¢gmelisiniz?

b. Kenarin (a) sikkinda istenen hassaslhikta o&lglildigiini
varsayin. Kiiblin hacmi bu kenar Sl¢limiiyle hangi hassaslikta
hesaplanabilir? Bunu bulmak i¢in hacim hesaplanmasinda
kenar olglimiinii kullanmaktan kaynaklanacak ylizde hatay:
tahmin edin.

Hata Birlestirme Bir kiirenin bir biiylik ¢gemberinin gevresi
olas1 bir 0.4 cm’ lik hatayla 10 cm olarak &lgiiliiyor. Olgiim daha
sonra yaricapl kesaplamada kullaniliyor. Yarigap da kiirenin
ylizey alanini ve hacmini hesaplamak igin kullaniliyor.

a. Yarigapin

b. yiizey alaninin

¢. hacmin

Yiikseklik bulmak Bir 151k direginin (sekle bakin)
yiiksekligini bulmak igin direkten 20 ft uzakhiga 6 ft
uzunlugunda bir ¢ubuk yerlestiriyorsunuz ve gdlgesinin
uzunlugu a’y1 6lgliyorsunuz. A igin buldugunuz deger 15 ft, art1
eksi bir ingtir. Lamba direginin uzunlugunu a = 15 ft degerinden
hesaplayin ve sonugtaki olas1 hatay1 bulun.

Boliim

1.

Ek - ileri Austirmalar

sin@ + cos># = 1 gibi bir denkleme ézdeslik denir, giinkii her
0 degeri icin gegerlidir. sin 6 = 0.5 gibi bir denklem ise dzdeslik
degildir, ¢linkii hepsinde degil, sadece belirli 6 degerlerinde
gecerlidir. Bir trigonometrik 6zdesligin iki tarafinin da 6’ya gore
tiirevini alirsaniz, ortaya ¢ikan denklem yine bir 6zdeslik ola-
caktir.

a. sin20 = 2sinf cos 0

b. cos26 = cos®@ — sin’ 6

. sin(x + a) = sinxcosa + cosxsina Ozdeslignin x’e gore

tiirevi alinirsa, ortaya ¢ikacak denklem yine bir 6zdeslik olur mu?
Aymi prensip ¥* — 2x — 8 = 0 denklemine de uygulanabilir mi?
Yanitinizi agiklayn.

. a. f(x)=cosx ve g(x)=a +bx+cx> denklemlerinin

f0)=g(0), f'(0)=g'(0) ve [f(0)=g"(0)

kosullarma uymasini saglayacak a, b ve ¢ degerlerini bulunuz.



b. f(x)=sin(x +a) ve g(x)= bsinx+ ccosx denklemlerinin

f(0) = g(0) ve f'(0) =g'(0)

kosullarina uymasini saglayacak a, b ve ¢ degerlerini bulunuz.

¢. a, b ve ¢’nin buldugunuz degerleri igin, (a) ve (b) siklarindaki
f ve g’nin igiincii ve dordiincii tiirevlerine ne olur?

4. Diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri

a. y=sinx, y=cosxvey =acosx + bsinx (a ve b sabit)
denklemlerinin hepsinin

y'+y=0
denklemini sagladigini gosterin.
b. (a) sikkindaki fonksiyonlar
y’+4y=0

olmasini saglayacak sekilde nasil degistirirsiniz? Bu sonucu
genellestirin.

5. Dokunan bir ¢cember (x — 4)? + (y — k)* = a® gemberini
y = x*+ 1 paraboliine (1, 2) noktasinda teget olmasin ve her iki
egri iizerinde dy/dx? ikinci tiirevlerinin o noktada aym degerde
olmasini saglayacak 4, k ve a degerlerini bulun. Bunun gibi, bir
egriye teget olan ve teget noktasindaki ikinci tiirevi egrininkiyle
ayni olan ¢cemberlere dokunan ¢emberler denir. Bu gibi gember-
lerle Bolim 13°te yine karsilasacagiz.

6. Marjinal kazan¢ Bir otobiis 60 kisi almaktadir. Yolculuk
basina otobiisii kullanan kisi sayist x toplanan {icrete (p dolar)
p=1[3 — (x/40)]? denklemiyle baghdur. Otobiis sirketinin yolculuk
basina toplam kazancini, 7(x), veren bir denklem yazin. Her yol-
culukta kag kisi olmahdir ki, dr/dx marjinal kazanci sifir olsun.
Buna karsilik gelen ticret nedir? (Bu kazancin en yiiksek olmasini
saglayan lcrettir, yani otobiis sirketi {icret politikasini yeniden
gbzden gecirse iyi our.)

7. Endiistriyel iiretim

a. Ekonomistler “biiylime oran1” ifadesini genellikle mutlak
degil de, goreli terimler igin kullanirlar. Ornegin, u = f(¢) bir ¢
zamaninda bir endiistri kolunda ¢alisan insan sayis1 olsun. (Bu
fonksiyon aslinda tamsay1 degerli bir basamak fonksiyonu
oldugu halde, tiirevlenebildigini varsayacagiz.)

v = g(f) zamaninda is giicli olarak kisi basina ortalama
iiretim olsun. Dolayistyla toplam {iretim y = uv olur. s giicii
yilda %4’likk bir oranda artiyorsa (du/dt = 0.04u) ve kisi
basina {iiretim yilda %5’lik  bir oranda artiyorsa
(dv/dt = 0.05v) toplam iiretim y’deki artis oranmi bulun.

b. (a) sikkindaki kisi basima tiretim yilda %3 oraninda artarken,
is giiciiniin %2 oraninda azaldigini varsayim. Toplam iiretim
hangi oranda artar veya azalir?

Bilim3 K - ileri Alistirmalar 241

8. Bir gondol tasarlamak 30 ft yarigapli bir sicak hava balonunun
imalatgisi, sekilde goriildiigii gibi, balonun 8 ft altina balonun
yiizeyine teget kablolarla bir sepet baglamak istiyor. Sekilde
sepetin iki ucundan (12, -9) ve (12, —9) noktalarina teget olarak
¢ikan iki kablo goriilmektedir. Sepetin genisligi ne olmalidir?

(-12,-9)

Aski

kablolari
Sepet

|[«<— Genislik

OLCEKLI DEGIL

9. Pisa’dan parasiitle Asagidaki fotograf 5 Agustos 1988'de Pisa
Kulesi’nin {izerinden parasiitle atlayan Mike McCarthy’yi goster-
mektedir. Atlayis sirasindaki stiratinin grafiginin seklini kabaca
gosteren bir sekil ¢izin.

Londra’li Mike McCarthy Pisa Kulesi’'nden atlamis ve parasiitiinii
kendi deyisiyle yere en yakin parasiit atlayisi olan 179 ft’te agmustir.
Kaynak: Boston Globe, 6 Agustos, 1988.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Boliim 3: Tiirev

Bir parcacigin hareketi Bir koordinat dogrusunda ilerleyen bir
pargacigin ¢ = 0 zamanindaki konumu

s=10cos (t+m/4)
ile verilmektedir.
a. Pargacigin baslangic konumu nedir (t = 0)?
b. Pargacigin, orijinin saginda ve solunda ulastigi en uzaktaki
noktalar hangileridir?

c¢. Parcacigin (b) sikkinda buldugunuz noktalardaki hizini ve
ivmesini bulun.

d. Pargacik ilk olarak orijine ne zaman varir? Bu anda hizi, siirati
ve ivmesi nedir?

Bir atas1 firlatmak Diinyada, bir atas1 bir lastikle rahatlikla
64 ft yukartya firlatabilirsiniz. Firlattiktan ¢ saniye sonra, atag
elinizden s = 64t — 164 ft yiiksektedir.

a. Atasin maksimum yiikseklige ulagmasi ne kadar siirer? Eliniz-
den hangi hizla ¢ikar?

b. Ayda, ayni ivme atagi ¢ saniyede s = 64t — 2.6¢% ft yiiksege
firlatacaktir. Atasin maksinum yiikseklige ulasmasi ne kadar
stirer ve bu yiikseklik nedir?

iki parcacigin hizlar1 ¢ saniye aninda, bir koordinat eksenin-

deki iki pargacigm konumlart s; = 3¢3 — 12¢> + 18/ + 5m ve

$5 = —£ + 97 — 12¢ m dir. Pargaciklarin hizlar1 ne zaman ayni
olur?

Bir parcacigin hizi Sabit m kiitleli bir pargacik x-ekseninde iler-

lemektedir. Hiz1 v ve konumu x

1 1
Em(vz —v?) = Ek(xo2 —x?)
denklemini saglamaktadir. Burada, &, vy ve x, birer sabittir. v # 0
oldugunda,
dv
moas = kx
oldugunu gosterin.

Ortalama ve anhk hiz

a. Hareket eden bir noktanin x koordinati x = A¢* + Bt + C gibi ¢
zamaninin ikinci dereceden bir fonksiyonu olarak verilmisse,
herhangi bir [#y, #,] araligindaki ortalama hizin zaman araligi-
nin tam orta noktasindaki anlik hiza esit oldugunu gosterin.

b. (a) sikkindaki sonucun geometrik dnemi nedir?

Hangi m ve b degerlerinde

_ { sin x, x <
fonksiyonu g mi+b x=a
a. x = gr’de siireklidir?

b. x = m’de tirevlenebilirdir?
1 - xcosx’ 0
fx) = 0. =0

fonksiyonunun x = 0’da tiirevi var midir? Agiklayim.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

. a. a ve b’nin hangi degerleri i¢in

x) = {ax, x <2

ax* —bx+3, x=2

fonksiyonu her x degerinde tiirevlenebilirdir?
b. Ortaya ¢ikan f grafiginin geometrisini tartigin.

a. a ve b’nin hangi degerleri igin

()_{ax+b, x = -1
g ax* + x +2b, x> —1

fonksiyonu her x degerinde tiirevlenebilirdir?
b. Ortaya ¢ikan g grafiginin geometrisini tartigin.

Tiirevlenebilir tek fonksiyonlar x’in tiirevlenebilir bir tek
fonksiynunun tiirevinin bir 6zelligi var midir? Yanitinizi agikla-
yin.

Tiirevlenebilir ¢ift fonksiyonlar x’in tiirevlenebilir bir cift
fonksiyonunun tiirevinin bir 6zelligi var midir? Yanitiniz1 agikla-
yin.

f ve g fonksiyonlarmin x, noktasini igeren bir agik aralikta
tanimli olduklarmni, f’nin xy'da tiirevlenebildigini ve f(xo) = 0,
oldugunu ve g’nin x,’da siirekli oldugunu varsayin. fg ¢arpiminin
xo'da tirevlenebildigini gosterin. Bu, 6rnegin, |x|, x = 0da
tiirevlenemezken, x|x| ¢apiminin tiirevlenebilecegini gosterir.
(Alistirma 21’in devami) Alistirma 21’in sonucunu kullanarak
agagidaki fonksiyonlarin x = 0’da tiirevlenebildiklerini gosterin.

a. |x|sinx b, x¥3sinx ¢. Va(l — cosx)
d hx) = {x2 sin(1/x), x #0
N x=0

2 .
hx) = {)(; sin (1/x), ii 8

fonksiyonunun tiirevi x = 0da siirekli midir? Peki ya,

k(x) = xh(x)’in tiirevi? Cevabinizi agiklaymn.

Bir f fonksiyonunun her reel x ve y degerlerinde, asagidaki
kosullart sagladigini varsayn.

L flx +y) = fx)- f(y).

ii. f(x) =1+ xg(x), lim—og(x) = 1.

Her x degerinde f'(x) tiirevinin var oldugunu ve f'(x) = f(x).
oldugunu gosterin.

Genellestirilmis ¢carpim kuralh y = uju; - - u, tirevlenebilir
fonksiyonlarin sonlu bir garpimiysa, y’nin bu fonksiyonlarin or-
tak tanim araliginda tiirevlenebilir oldugunu ve

dy _duy duy du,

— = — U +u7...u +...+uu...u_7
dx dx 2 n ldx n 142 n ldx

oldugunu matematiksel indiiksiyonla gosterin.
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26. Carpimlarin yiiksek mertebe tiirevleri icin Leibniz kurali a. Periyodu 7= 1 sn olan saat sarkacinin uzunlugunu.

Tiirevlenebilir fonksiyonlarn g¢arpimlarmm yiiksek mertebe b. (a) sikkindaki sarkag 0.01 ft uzatilirsa T°deki dT degisimini.

tirevleri icin Leibniz kural
drevlerd igin Leibniz kural c. (b) sikkindaki dT kadarlik periyot degisiminden dolay: saatin

2
d"(w) _ d’u du dv d*v bir giinde kazandig1 ya da kaybettigi miktari.

x> dx? v dxdx " dx?

a.
28. Eriyen buz kiipii Bir buz kiibiiniin erirken kiip seklini

) d*u d*u dv du d*v d*v korudugunu varsaym. Kiibiin kenar uzunluguna s dersek, hacmi

b. = v+3 +3 +u 5 R N .
dx3 dx’ dx? dx dx x> dx? V = x> ve yiizey alant 6s~ olur. V' ve s’nin ¢ zamaninin
d"(wv) gy 4" Y dv tiirevlenebilir fonksiyonlari oldugu varsayalim. Ayrica kiibiin
C Tt T vt e dx +o hacminin de yiizey alaniyla orantili olarak azaldigini varsayalim.
o (Bu son varsayim erimenin yiizeyde gerceklestigini disiiniirsek
+ nin = 1)--(n=k+1)d"*udv olduk¢a mantiklidir:  Alan miktarini  degistirmek erimeye

k! "k dxk birakilan buzun miktarimni degistirir.) Matematiksel bir ifadeyle
d"v
+---+udxn. %:_k(6s2), k>0

oldugunu sdyler. (a) ve (b) denklemleri (c) denkleminin 6zel o ) ) ) ) o
durumlaridir. () denklemini matematik indiiksiyonla ve olur. Eksi isareti hacmin azaldigini belirtmektedir. Orant1 sabiti
(m) ( m ) m! ml k’nin sabit oldugunu kabul edelim. (Fakat gercekte etraftaki ha-

_ ! . ! . s o 3 . I
Hm — 11k + Dliom — &k — 1)1 vanin goreli nemliligi, hava sicakligi, kirilma veya giines 15181 bu

k kol lunmamasi gibi bir ¢cok dis etkene baglidir.)
esitligini kullanarak bulun. Son olarak, kiibiin ilk bir saat i¢inde hacminin 1/4’{ini kay-
bettigi bir dizi kosul bulundugunu ve #=0 aninda hacmin ¥,
27. Bir saat sarkacimin periyodu Bir saat sarkacinin periyodu 7 oldugunu varsayin. Buz kiibiiniin erimesi ne kadar siirer?

(ileri ve geri tam bir sallanma igin gereken siire) 7% = 27%L/g
formiiliiyle verilir. Burada L saniye olarak 0lgiiliir,
g =322 ft/sn? olarak verilir ve L, sarkacin uzunlugu, ft ile
olgiiliir. Asagidakileri yaklasik olarak bulun.

Boliim Teknoloji Uygulama Projeleri

Mathematica/Maple Module

Kirig Egimlerinin Tiirev Fonksiyonuna Yakinsamalari

Bir egri lizerinde art arda gelen noktalar arasindaki kirisleri géziiniizde canlandiracaksiniz ve aralarindaki uzaklik kiigiildiikge neler oldugunu
gbzleyeceksiniz. Fonksiyon, drnek noktalar ve kirisler tek bir grafikte gizilmistir. Ikinci bir grafik kirislerin egimleri ile tiirev fonksiyonunu
karsilastirmaktadir.

Mathematica/Maple Module

Tiirevier, Egimler, Teget Dogrular ve Film Yapmak

Boliim I-III. Bir noktada tiirevi, bir fonksiyonun lineerizasyonunu ve tiirev fonksiyonunu goziiniizde canlandiracaksiniz. Ayni grafik tizerinde
grafigin ve segilmis tegetlerinin nasil ¢izildigini dgreniyorsunuz.

Boliim IV Bircok Teget Cizmek)

Boliim V (Film Yapmak). Modiilin IV. ve V. Boliimleri bir fonksiyonun grafigi boyunca kayan teget dogrular1 canandirmak i¢in kullanilabilir.

Mathematica/Maple Module

Kirig Egimlerinin Tiirev Fonksiyonuna Yakinsamalart

Soldan ve Sagdan tiirevleri goziiniizde canlandiracaksiniz.

Mathematica/Maple Module .

Bir Dogru Boyunca Hareket: Konum — Hiz — Ivme

Konum, hiz ve ivme fonksiyonlar: arasindaki tiirev bagintilarinin dramatik canlandirmalarini gdzleyin. Metindeki sekiller canlandirilabilir.



TUREV
UYGULAMALARI

GIRIS Bu boliim, tiirevlerin 6nemli bazi uygulamalarini incelemektedir. Fonksiyonlarin
ekstrem degerlerinin bulunmasinda, grafiklerin sekillerinin belirlenmesinde ve incelen-
mesinde, pay ve paydasi ikisi birden sifira veya sonsuza yaklasan kesirlerin limitlerinin
bulunmasinda ve bir fonksiyonun nerede sifir oldugunun sayisal olarak bulunmasinda
tiirevlerin nasil kullanildigin1 6greniyoruz. Ayrica, tiirevinden fonksiyonu bulma islemini
ele altyoruz. Bu basarilarin bir gogunun anahtari, sonuglart Bolim 5’teki integral analizine
giris kapisini agan Ortalama Deger Teoremi dir.

Fonksiyonlarin Ekstrem Degerleri

y =sinx
y = cos x

SIEE
[«
(SIEK

—1+

SEKIL 4.1 siniis ve kosiniis fonksi-
yonlarinin [~7/2, /2] araligi
tizerindeki mutlak ekstremumlari. Bu
degerler fonksiyonun tanim kiimesine
bagli olabilir.

244

Bu boliim, siirekli fonksiyonlarin ekstrem degerlerinin, tiirevlerinden nasil bulunup tanim-
lanacagini gostermektedir. Bunu yapabildigimiz andan itibaren, bir g¢ok optimizasyon
problemini ¢ozebiliriz ki, bu problemlerde bazi seyleri, verilen durumlarda optimal (en
iyi) sekilde yapmanin yolunu buluyoruz.

TANIMLAR Mutlak Maksimum, Mutlak Minimum
f, tanim kiimesi D olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

Drdeki her x igin fx) = f(o)

ise, f’nin D {izerinde, ¢ noktasinda bir mutlak maksimum degeri,
Drdeki her x igin fx) = f(o)

ise, f’nin D {izerinde, ¢ noktasinda bir mutlak minimum degeri vardir.

Mutlak maksimum ve minimum degerlere mutlak ekstrema (Latincede ekstremum’un
¢ogulu) denir. Mutlak ekstremler ayrica, asagida tanimlanan yerel ekstremlerden ayirt et-
mek igin, global ekstrem diye de adlandirilir.

Ornegin, [-7/2, /2] araliginda, f(x) = cos x fonksiyonu maksimum deger olarak 1
degerini (bir kere) ve minimum deger olarak 0 degerini (2 kere) alir. Ayni aralikta
2(x) = sin x fonksiyonu ise maksimum deger olarak 1, minimum deger olarak —1 degerini
alir (Sekil 4.1).

Ayni kuralla tanimlanan fonksiyonlarin, tanim kiimelerine bagl olarak, farkli ekstrem
noktalar1 olabilir.
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ORNEK1  Mutlak Ekstremleri Arastirmak

Asagidaki fonksiyonlarin tanim kiimeleri tizerindeki mutlak ekstremleri Sekil 4.2 de
goriilebilir.

y y
y=x? y=x*
D= (-, ) D =10,2]
! X ! x
2 2
(a) yalniz mutlak min. (b) mutlak maks. ve min.
y y
D =(0,2] D =(0,2)
L x L x
I 2 | 2
(c) yalniz mutlak maks. (d) maks. veya min. yok.

SEKIL 4.2 Ornek 1 igin grafikler

Fonksiyon kurah D Tanim kiimesi D’deki mutlak ekstremler

x? (—00, 00) Mutlak maksimum yok.

x = 0’da mutlak minimum 0.

(@) y

(b) y=x [0, 2] x = 2°de mutlak maksimum 4
x = 0°da mutlak minimum 0

() y=x (0, 2] x = 2°de mutlak maksimum 4
Mutlak minimum yok.

d) y = x? 0, 2) Mutlak ekstrem yok. [

Asagidaki teorem, bir [a, b] kapali aralimin her noktasinda siirekli olan bir fonksi-
yonun, bu aralik {izerinde bir mutlak maksimum degerinin ve bir mutlak minimumu dege-
rinin var oldugunu ileri siirer. Bir fonksiyonun grafigini ¢izerken her zaman bu degerleri
arariz.
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Bolim 4: Tiirev Uygulamalarn

En biiyiik deger yok
. AN

AN

y=x
0=x<l1

é x
AN / 1
En kiigiik deger

[=]

SEKIL 4.4  Stireksizligin tek bir noktada
olmasi bile, bir fonksiyonun bir
minimumunun veya maksimumunun
olmasini engelleyebilir.

_ {x,

y 0,

fonksiyonu [0, 1] araliginin x = 1 disindaki
her noktasinda siireklidir, ama [0, 1]

araligindaki grafiginin en yiiksek bir
noktasi yoktur.

0=x<1
x =1

TEOREM1  Ekstrem Deger Teoremi

/, kapal1 bir [a, b]araliginin her noktasinda siirekli ise, bir mutlak maksimum
deger M’ye ve bir mutlak minimum degeri m’ye [a, b] ig¢inde erigir. Yani,
[a, b]da, f(x;) = m ve f(x,) = M olacak sekilde x; ve x, sayilari vardir ve
[a, b]’daki diger her bir x ig¢in m = f(x) = M dir ( Sekil 4.3).

y =/
M

_/

m

\
\
\
\
\
- X - X
I m] b a b
I|m
[ Ug noktalarda
maksimum ve minimum

(xy, m)
I¢ noktalarda maksimum
ve minimum

Bir i¢ noktada maksimum,
bir ug noktada minimum

Bir i¢ noktada minimum,
bir ug noktada maksimum

SEKIL 4.3 Kapal bir [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyonun olasi mutlak
maksimum ve minimumlari

Ekstrem Deger Teoremi’nin ispati reel say1 sistemi hakkinda detayli bilgi gerek-
tirmektedir (Bkz. Ek 4), bunun i¢in burada verilmeyecektir. Sekil 4.3 te, bir [a, b] kapali
araliginda siirekli olan bir fonksiyonun, mutlak ekstrem degerlerinin olast konumlar1 gos-
terilmektedir. y = cos x fonksiyonunda goézledigimiz gibi, bir mutlak minimumun (veya
mutlak maksimumun), araligin iki veya daha fazla farkli noktasinda bulunmasi olasidir.

Teorem 1°deki, araligin kapali ve sonlu olmasi ve fonksiyonun stirekli olmasi kosullar1
anahtar bilesenleridir. Bunlar olmadan, teoremin sonuglarinin gegerli olmasi gerekmez.
Ornek 1, araligin hem sonlu ve hem de kapali olmamasi durumunda bir mutlak ekstrem
degerin bulunmayabilecegini gdstermektedir. Sekil 4.4, stireklilik sartinin ihmal edile-
meyecegini gostermektedir.

Yerel (Goreceli ) Ekstremum Degerler

Sekil 4.5’te, bir fonksiyonun, [a, b] tanim araliginda bes noktada ekstremum degerleri
olan grafigi goriilmektedir. e noktasinda fonksiyonun degerinin, ¢evresinde bulunan her
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Mutlak maksimum
f’nin daha biiyik degeri yok.

. Ayrica yerel bir maksimum.
Yerel maksimum Y y

Yakinlarda f’nin daha
biyiik degeri yok.

Yerel minimum
i Yakinlarda f’nin
| daha kiiciik degeri
| } yok.
Muytlak minimum

kinlarda !f’nin | Yerel minimum

aha kiucik bir | Yakinlarda £ nin

egeri yok. Ayrica I'daha kiigiik Ibir
H‘lr yerel mlri‘lmum } degeri yok. ‘
X

[
[
[
[
[
|
a c e d b
SEKIL 4.5 Maksimum ve minimumlarin smiflandiriimast

hangi bir noktada oldugundan, daha kii¢iik olmasina ragmen, fonksiyonun mutlak mini-
mumu « noktasindadir. Egri, ¢ civarinda solda yiikselir ve sagda diiser bdylece f(c)’yi bir
yerel maksimum yapar. Fonksiyon mutlak maksimum degerini d noktasinda alir.

TANIMLAR  Yerel Maksimum Yerel Minimum
Bir f fonksiyonunun, tanim araliginin bir ¢ i¢ noktasinda,

c’yi igeren bir agik araliktaki her x igin =~ f(x) = f(c)

ise, bir yerel maksimum degeri vardir. Bir f fonksiyonunun, tanim araliginin
bir ¢ i¢ noktasinda,

c’yi igeren bir agik araliktaki her x igin fx) = f(o)

ise, bir yerel minimumu vardir

¢ ug noktasini igeren bir yar1 agik araliktaki her x i¢in uygun bir esitsizlik gegerliyse, f’nin
¢ ug¢ noktasinda bir yerel minimumunu veya yerel maksimumunu tanimlayarak, yerel
ekstremum tanimini araliklarin u¢ noktalarini da kapsayacak sekilde genisletebiliriz. Sekil
4.5’te, f fonksiyonunun c¢ ve d noktalarinda yerel maksimumlari, a, e ve b noktalarinda
ise yerel minimumlar1 vardir. Yerel ekstremumlara goreceli ekstremumlar da denir.

Bir mutlak maksimum ayn1 zamanda bir yerel maksimumdur. Her yerdeki en biiyiik
deger oldugu i¢in, en yakin komsulugundaki en biiyiik deger de odur. Yani, biitiin yerel
maksimumlarin kiimesi ayni zamanda, varsa, mutlak maksimumu da igerecektir. Benzer
sekilde, biitlin yerel minimumlarin kiimesi ayni zamanda, varsa, mutlak minimumu da
icerecektir.

Ekstremumlari Bulmak
Asagidaki teorem, bir fonksiyonun ekstrem degerlerini bulmak icin neden genellikle
sadece bir kag degeri incelememiz gerektigini agiklamaktadir.

TEOREM 2 Yerel Ekstrem Degerler icin Birinci Tiirev Teoremi

Tanim araliginin bir ¢ i¢ noktasinda, f’nin bir yerel maksimum veya minimumu
varsa ve c’'de f'tanimliysa,

/=0
dir.
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Yerel maksimum deger

Kiris egimleri = 0
(asla negatif degil)

[

\ \
\ \

) )

X X
SEKIL 4.6  Bir yerel maksimum degeri
olan bir egri. c’deki egim, yani negatif
olmayan sayilarin ve pozitif olmayan
sayilarin ortak limiti, sifirdir.

Kiris egimleri = 0
(asla pozitif degil)

X

ispat f ’(c)’nin bir yerel ekstremumda sifir oldugunu gostermek igin, dnce f ’(c)’nin pozi-
tif olamayacagini, sonra da negatif olamayacagini gosterecegiz. Ne pozitif ne de negatif
olmayan tek say1 sifirdir, yani f'(c) sifir olmalidir.

Baslangig olarak, f’nin x = c¢de, c’ye yeterince yakin her x degerinde
f(x) — f(c¢) = 0 olacak sekilde bir yerel maksimum degeri oldugunu varsayin (Sekil
4.6). ¢, f’nin tanim kiimesinin bir i¢ noktas1 oldugu i¢in, f’(c)

lim (x) = f(e)
MYy =c

iki tarafli limitiyle verilir. Bu, x = ¢’de hem sagdan hem de soldan limitlerin var oldugu ve
f’(c)’ye esit oldugu anlamina gelir. Bu limitleri ayr1 ayr1 inceledigimizde

. fx) = fle) -
! = lim ——" <. (x—c>0ve 1)
f (C) x—>ct x ¢ f(x) = f(c) oldugundan [
Ayni sekilde,
' — 1; f(x) — f(C) (x —¢c) <O0ve
f (C) B xll)rrcL x—c = 0. f(x) = f(c) oldugundan

(2)

(1) ve (2) birlikte f’(c) = 0 olmasin1 gerektirir.

Boylece yerel maksimumlarla ilgili teorem ispatlanmis olur. Yerel minimumlarla ilgili
teoremi ispatlamak iginse, (1) ve (2)deki esitsizlikleri koruyan f(x) = f(c) esitsizligini
kullaniriz. [

Teorem 2, bir fonksiyonun, bir yerel ekstremum degerinin bulundugu ve tiirevinin
taniml1 oldugu bir i¢ noktada, birinci tiirevinin sifir oldugunu sdyler. Dolayisiyla, bir f
fonksiyonunun bir ekstremum degerinin (yerel veya mutlak) bulunabilecegi yerler
1. f’=0 oldugu i¢ noktalar,

2. f”nilin tanimli olmadig: i¢ noktalar,

3. f’nin tanim kiimesinin ug noktalari

dir. Asagidaki tanim biitiin bunlar1 6zetlemeye yardimet olacaktir.

TANIM Kritik Nokta

Bir f fonksiyonunun tanim kiimesinin, f”niin sifir veya tanimsiz oldugu bir i¢
noktasi f’nin bir kritik noktasidir.

Boylece, bir fonksiyonun ekstrem degerler alabilecegi noktalar sadece tanim kiimesinin
kritik noktalar1 ve ug¢ noktalaridir.

Teorem 2’yi yanlis anlamamak igin dikkatli olun, ¢linkii tersi dogru degildir.
Tiirevlenebilir bir fonksiyonun, bir yerel ekstremum degerinin bulunmadig1 bir kritik nok-
tast var olabilir. Ornegin, f(x) = x> fonksiyonunun, orijinde bir kritik noktasi vardir ve bu-
radaki degeri sifirdir, fakat orijinin saginda pozitif ve solunda negatiftir. Dolayisiyla, ori-
jinde bir yerel ekstremum degeri bulunamaz. Onun yerine, burada bir déniim noktasi
vardir. Bu kavram, Boliim 4.4’te tanimlanmakta ve daha fazla tartisilmaktadir.

Ekstremum noktalar1 bulma nedenlerinin en basinda kapali bir aralikta stirekli bir
fonksiyonun mutlak ekstremlerini bulmak gelir. Teorem 1 bdyle degerlerin var oldugunu
soyler; Teorem 2 ise bunlarin ancak kritik ve u¢ noktalarda bulunabilecegini belirtir.



1.7

|
—_
—_

y=8t—1r

SEKIL 4.7 [-2, 1] araliginda
g(1) = 8t — +* nin ekstrem degerleri
(Ornek 3).
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Genellikle, bu noktalarin bir listesini kolaylikla yapabilir, hangilerinin en biiyiik ve en
kiigiik oldugunu ve nerede bulunduklarini bulmak icin karsilik gelen fonksiyon degerlerini
hesaplayabiliriz.

Kapali Sonlu Bir Aralikta Siirekli Bir f Fonksiyonunun Mutlak Ekstremleri Nasil Bulunur?
1. Biitiin kritik ve u¢ noktalarda f’yi hesaplayin.
2. Bu degerlerin en biiyligiinii ve en kiigiigiinii alin.

ORNEK 2 Mutlak Fkstremleri Bulmak

f(x) = x%nin [-2, 1] araliginda mutlak maksimum ve minimum degerlerini bulun.

Cozim  Fonksiyon tanim kiimesinin tamaminda tiirevlenebilirdir, dolayisiyla tek kritik
nokta f'(x) = 2x = 0,0ldugu x = 0 noktasidir. x = 0 ve x = -2 ile x = | u¢ noktalarinda
fonksiyonun degerlerini kontrol etmemiz gerekir.

Kritik nokta degeri: 0)=0

Ug nokta degerleri:  f(—2) = 4

fy =1

Fonksiyonun x = —2’de degeri 4 olan bir mutlak maksimumu ve x = 0’da degeri 0 olan bir
mutlak minimumu vardir. [

ORNEK3  Ug Noktalarda Mutlak Ekstremumlar

g(f) = 8t—*iin [-2, 1] arahginda mutlak ekstremlerini bulun.

Cozim  Fonksiyon tanim kiimesinin tamaminda tiirevlidir, dolayisiyla kritik noktalar
sadece g ’(¢) = 0 oldugu yerlerde bulunur. Bu denklemi ¢ozersek,

§—43=0 veya ;=V2>1,

verilen tanim kiimesinde bulunmayan bir nokta buluruz. Dolayisiyla, fonksiyonun mutlak
ekstremleri ug noktalardadir: g(-2) =-32  (mutlak minimum) ve g(1) = 7 (mutlak maksi-
mum) Sekil 4. 7’ye bakin. [

ORNEK 4 Bir Kapali Aralik Uzerinde Mutlak Ekstremumlan Bulmak

f(x) = x¥*in [-2, 3] arahginda mutlak ekstremlerini bulun.

Cozim  Fonksiyonu kritik noktalarda ve ug noktalarda hesaplariz ve degerlerin en biiytigii
ile en kiigiigiini aliriz.
, 2 /3 2
fx) =3x8 = 22
3 3V
birinci tlirevinin sifirlar yoktur, fakat x = 0°da tanimsizdir. f’nin bu kritik noktadaki ve ug
noktalarindaki degerleri

Kritik nokta degeri:  f(0) = 0
Ug nokta degerleri:  f(—2) = (—2)%° = V4
f3) = (3)° = V5.

dur.
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, 2 =x<3

Mutlak maksimum;

Yerel ayrica yerel maksimum

maksimum 2 |~
s
I I

2 -1 o\i 2 3

Mutlak minimum;
ayrica yerel minimum

SEKIL 4.8 f(x) = x**iin [-2, 3]
araligindaki mutlak ekstrem degerleri
x =0 ve x = 3’tedir (Ornek 4).

y
1+
Y =13
| | X
l/o 1
1k
(b)

SEKIL 4.9  Ekstrem deger bulunmayan
kritik noktalar. (a) y' = 3x%x=04da
sifirdir, fakat y = x’{in burada ekstrem
degeri yoktur. (b) x = 0da y' = (1/3)x%/>
tammsizdir fakat y = x'/3’{in burada
ekstremumu yoktur.

Bu listeden, mutlak maksimum degerin, sag u¢ nokta x = 3’te bulunan \3/§ ~ 2.08,
degerinin oldugunu gorebiliriz. Mutlak minimum degeri ise x = 0 i¢ noktasinda bulunan 0
degeridir. (Sekil 4.8). [

Bir fonksiyonun ekstremleri sadece kritik ve u¢ noktalarda bulunabilirken, her kritik
veya ug¢ nokta bir ekstrem degerin varligini belirtmez. Sekil 4.9 bunu i¢ noktalar igin gds-
terir.

Bu bolimii, ¢alismis oldugumuz bu kavramlarin bir gercek diinya problemini
¢ozmede nasil kullanildiklarini gosteren bir 6rnekle tamamliyoruz.

ORNEK 5

Kiryidan 12 mil agiktaki bir sondaj makinesi, boru hatti ile kiyida sondaj makinesi hizasin-
dan dogrusal olarak 20 mil ilerideki bir rafineriye baglanacaktir. Sualt1 boru hatti1 maliye-
ti mil bagina 500.000$ ve yeryiizii boru hatti maliyeti mil bagina 300.000$ ise, ikisinin
hangi kombinasyonu en ucuz baglantiy1 saglayacaktir?

Bir Sondaj Makinesinden Bir Rafineriye Petrol Iletmek

Cozim  Problemi hissetmek icin birka¢ deneme yapalim:

(a) En az miktarda sualti hatti

Sondaj makinesi

Rafineri

20
Sualt1 boru hatti ¢gok pahalidir, dolayistyla olabildigi kadar az kullanalim. Dogrudan
kiytya ulasalim (12 mil), sonra rafineriye kadar (20 mil) yeryiizii hatt1 kullanalim.

12(500,000) + 20(300,000)
= 12,000,000

Dolar maliyeti

(b) Biitiin hat sualti (en diiz rota)

Sondaj makinesi

/144 + 400

Rafineri

=

20

Su altindan dogrudan rafineriye gideriz.

Dolar maliyeti = \/544 (500,000)
~ 11,661,900

Bu (a)’daki plandan daha ucuzdur.
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(¢) Bunlarin arasinda bir sey

Sondaj makinesi

12 mil

Rafineri

Simdi, sualtt hat uzunlugu x’i ve yeryiizii hat uzunlugu )’yi degiskenler olarak
tanimlayalim. x ile y arasindaki iliskiyi ifade etmenin anahtari, sondaj makinesinin tam
karsisindaki dik agidir. Pisagor teoremi

x2 =122 + (20 — y)?

x = V144 + (20 — y)? (3)

verir. Bu modelde sadece pozitif kokiin anlami1 vardir.
Boru hattinin dolar maliyeti

¢ =500,000x + 300,000y

dir. ¢’yi tek bir degiskenin fonksiyonu olarak ifade edebilmek igin (3) denkleminden x’i

yerine yazabiliriz:
c(y) = 500,000V 144 + (20 — y)> + 300,000y

Simdi, amacimiz 0 = y = 20 araliginda ¢(y)’nin minimum degerini bulmaktir. Zincir
Kuralina gore c¢(y)’nin y’ye gore birinci tlirevi
12020 = y)(=1)
2 V144 + (20 — y)?
0-y

V144 + (20 — y)?

500,000 - + 300,000

c'(y)

= —500,000 + 300,000

dir. ¢"’yii sifira egitlemek

500,000 (20 — y) = 300,000\/144 + (20 — y)?
2(20 = y) = Va4 + (20 — yp?

3
2 (20 -y = 144 + (20 - p7
19—6(20 —y)? =144
(20 — y) = :t%-12 - 19
y=20%+9

y=11 veya y=29
verir.
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Yalniz y =11 ilgili araliktadir. ¢’nin bu tek kritik noktada ve ug noktalardaki degerleri
c(11) = 10,800,000
¢(0) = 11,661,900
¢(20) = 12,000,000

dir. En ucuz baglant1 10,800,000 $ tutar ve hatt1 su atindan rafinerinin 11 mil uzagina

gotlirerek bu sonuca ulasiriz. [
Ekstremumlan Grafiklerden Bulmak . X
1-6 alistirmalarinda, grafiklerden fonksiyonun [a, b] araliginda bir >
ekstrem degeri olup olmadigini bulun. Yanitinizin Teorem 1 ile olan
uygunlugunu agiklayin.
1. vy 2.y
y = hx) y =/
S x
-2 0 2
11-14 alistirmalarinda tabloyu bir grafikle esleyin
! I I I x I 1 | X 11. 12.
e ae b of e e ’ x ' x '
3. vy 4. y u 0 u 0
y=f) 0 b 0
c 5 c =5
13. , 14. ,
x ') x ')
I I I X I L X
0 a c b 0 a c b a yok a yok
b 0 yok
5 6 2 ¢ -2 ¢ -17
y e . )
| | | | |
I I I X I I I x | [ | [
0 a c b 0 a c b a b ¢ a b ¢ \
(a) (b)

—
[N E——
=
a
S
> -

[ A

© (d)




Kapali Sonlu Araliklarda Mutlak Ekstremler

15-30 aligtirmalarinda, her fonksiyonun verilen aralikta maksimum
ve minimum degerlerini bulun. Sonra fonksiyonu ¢izin. Mutlak
ekstremlerin bulundugu noktalar1 belirleyin ve koordinatlarini yazin.

15. f(x)=%x—5, —2=x=3

16. f(x) = —x —4, -4=x=1
17. fx) =x*—1, -1=x=2

18. f(x) =4 —x%, -3=x=1

19. F(x)=—%, 05=x=2
X

20. F(x)=*%, —2=x=-1

2. h(x) = Vx, —1=x=38

22, h(x) = —3x%3, —1=x=1

23. g(x) = V4 —x?, —2=x=1
24. g(x) = = V5 — x?, -Vs=x=0

25. f(0) = sing, —7 =0 = %7’
26. f(0) = tan, —% =0= %
27. g(x) = cscx T<x= 2m
>3 3
28. g(x) = secx, —% =x= %
29. f(t)=2—|t], -1 =r=3

1
30. f(r)=|t—5|, 4=t=7
31-34 alistirmalarinda, fonksiyonun mutlak maksimum ve minimum-
larini ve bunlarin hangi noktalarda olduklarini bulun.
3. f(x) =x*?, —1=x=38
32. f(x) =x°3, -1=x=38
33. g(0) =65, -32=60=1
34. h(9) = 3673, —27=0=8

Ekstremum Degerleri Bulmak

3544 alistirmalarinda, fonksiyonun ekstremum degerlerini ve bun-
larin hangi noktalarda olduklarini bulun.

35. y=2x2— 8 + 9 36. y=x>—2x+ 4

37. y=x"+x>—8& +5 38 y=x>—3x2+3x -2
1

1 —x

YR J— — 4. y=\3+ 22— 22

X x + 1
4, y= —"——
7 X2+ 2x+2

39. y = Va2 — 1 40. y = :

43. y =
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Yerel Eksremumlar ve Kritik Noktalar

45-52 aligtirmalarinda, her kritik noktada tiirevi bulun ve yerel
ekstremum degerleri belirleyin

45. y = x¥(x + 2) 46. y = x*3(x2 — 4)
47. y = xV4 — x? 48. y = x>V3 —x

49 _{4—2x,x51 50 _{3—x, x<0
4 x+1, x>1 Y 34+2x—x% x=0

51 _{—x2—2x+4,x51
i —x2+6x—4, x>1
1, 115
52, - 4x 2x-i-4,x51
x> — 6x% + 8x, x> 1

53 ve 54 alistirmalarinda, cevabinizi agiklayiniz.
53. f(x)=(x—2)*> olsun.
a. f'(2) varmidir?
b. f'nin tek yerel ekstremum degerinin x = 2 de oldugunu
gosterin.
¢. (b) deki sonug Ekstremum Deger Teoremi ile geligir mi?
d. (a) ve (b) yi, 2’yi a ile degistirerek f(x) = (x — a)*> igin
tekrarlayin.
54. f(x) =[x’ — 9x] olsun.
a. f'(0) var midir?
b. f'(3) var midir?
c. f'(-3) var mudir?
d

. f’nin biitiin ekstremumlarini belirleyin.

Optimizasyon Uygulamalari

Tek degiskenli bir fonksiyonu maksimize veya minimize ederken, si-

ze, ¢0zdligiiniiz probleme uygun bir tanim kiimesi iizerinde fonksiyo-

nun grafigini ¢izmenizi tavsiye ederiz. Grafik, hesaplamalarimiza bas-
lamadan once olayin igyiiziinii anlamanizi saglayacak ve cevabinizi
anlamaniza yardimci olacak bir gorsel kapsam saglayacaktir.

55. Bir boru hatti kurmak Siiper tankerler 4 mil agiktaki bir liman
tesisine petrol bosaltirlar. En yakin rafineri, liman tesisine en
yakin kiy1 noktasindan 9 mil dogudadir. Liman tesisini rafineriye
baglayan bir boru hatti kurmak gerekmektedir. Boru hatt1 su
altina kurulursa maliyeti mil basina 300,0008, yeryiiziine kuru-
lursa maliyeti mil basina 200,0008 dir

- Liman Tesisi
4 mil

Kiy1
B Rafineri

N tr-———>
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56.

57.

58.

59.
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a. B noktasini, kurulus maliyetini minimize edecek sekilde yer-
lestirin.

b. Yer yiizii kurulumunun maliyetinin sabit kalmasi beklenirken
su alt1 kurulumun maliyetinin artmas1 beklenmektedir. Hangi
maliyette boru hattin1 dogrudan 4 noktasina kurmak optimal
(en uygun) hale gelir?

Bir ana yolu gelistirmek A koyiinii B koyline baglayan bir
anayol yapilmasi gerekmektedir. Iki kdyii birlestiren dogrunun 50
mil giineyinde gelistirilebilecek bir yol bulunmaktadir. Mevcut
yolu iyilestirmenin maliyeti mil basina 300,000 $ dir, oysa yeni
bir anayol yapimimin maliyeti mil bagina 500,000 $ dir. Iki kdyii
baglamanin maliyetini minimize edecek iyilestirme ve yeni
yapim kombinasyonunu bulun. Agikgasi, dnerilen yolun konu-
mun belirleyin.

150 mil

e —

|
I
°
A

50 mil 50 mil
Eski yol

Bir pompa istasyonunu yerlestimek Iki sehir, bir nehrin giiney
tarafinda kalmaktadir. Iki sehre hizmet edecek bir pompa istasyo-
nu konumlandirilacaktir. Sehirleri pompa istasyonuna birlestiren
dogrular boyunca birer boru hatt1 yapilacaktir. Pompa istasyonu-
nu, boru hatt1 uzunlugunu minimize edecek sekilde yerlestirin.

| 10 mil |
MT’VVVVVV\."WV\’I\’W
2 mil P T

Bir halatin uzunlugu Bir kule 50 feet, bir digeri 30 feet yiik-
sekliktedir. Kuleler 150 feet uzakliktadirlar. 4 noktasindan her iki
kulenin tepelerine bir halat ¢ekilecektir.

A
| 150~ >|

a. A noktasini, halatin uzunlugu minimum olacak sekilde
yerlestirin

b. Genel olarak, kulelerin yiiksekligine bakilmaksizin, A’daki
acilar esit ise halat uzunlugunun minimum oldugunu gésterin.

Vx)=x(10-2x)(16 —2x), 0< x<<5

fonksiyonu bir kutunun hacminin modelidir.

a. V ’nin ekstremum degerlerini bulunuz.

60.

61.

62.

63.

64.

b. (a) da buldugunuz degerleri, kutunun hacmine bagl olarak yo-
rumlayin

200

P(x) = 2x + =, 0<x< o0,

fonksiyonu, boyutlart x 100/x olan dikdértgenin gevresini mo-
dellemektedir.

a. P ’nin ekstremum degerlerini bulunuz.

b. (a) da buldugunuz degerleri, dikdortgenin gevresine bagli ola-
rak yorumlayin

Bir dik ii¢genin alam Hipoteniisiiniin uzunlugu 5 cm olan bir
dik tiggenin miimkiin olan en biiyiik alani nedir.

Bir spor sahasmin alamm  Bir spor sahasi, uzunlugu x birim olan
ve iki ucu r yarigapl yarim ¢emberlerle sinirl bir dikdortgen seklin-
de yapilacaktir. Saha, 400 m uzunlugunda bir parkurla cevrilecektir.

a. Sahanin dikdortgensel kisminin alanini yalniz x’e bagl olarak
veya yalniz r’ye bagl olarak ifade edin. (siz segin)

b. x ve r’nin hangi degerleri igin dikdortgensel bolgenin alani en
biyiiktiir.

Dikey olarak hareket eden bir cismin maksimum yiiksekligi

Dikey olarak hareket eden bir cismin yiiksekligi, s metre ve ¢

saniye olmak tizere

1
s = —Egt2 + vt + 5o,

ile verilir. Cismin maksimum yiiksekligini bulun.

g>0,

Tepe akim Herhangi bir ¢ (saniye) zamaninda, bir alternatif
akim devresindeki akim i (amper), i = 2 cos 7 + 2 sin ¢ ile verilir.
Bu devre i¢in tepe akimi (en biiyiik genlikli akim) nedir?

Teori ve Ornekler

65.

66.

67.

68.

69.

Tiirev yokken minimum  f(x) = |x| fonksiyonu x = 0da
tiirevlenemedigi halde, fonksiyonun o noktada mutlak minimumu
vardir. Bu Teorem 2 ile uyusur mu? Yanitiniz1 agiklayn.

Cift fonksiyonlar Bir f(x) ¢ift fonksiyonunun x = c'de yerel bir
maksimum degeri varsa, f’nin x = — ¢'deki degeri hakkinda bir
sey soylenebilir mi? Yanitiniz1 agiklayin.

Tek fonksiyonlar Bir g(x) tek fonksiyonunun x = ¢'de yerel bir
minimum degeri varsa, g’nin x = — c¢’deki degeri hakkinda bir sey
sOylenebilir mi? Yanitiniz1 agiklayin.

Kritik noktalardaki ve ug¢ noktalardaki degerlerini inceleyerek,
stirekli bir f(x) fonksiyonun ekstrem degerlerinin nasil bulu-
nacagini biliyoruz. Ya kritik nokta veya ug nokta yoksa, ne olur?
Boyle fonksiyonlar ger¢ekten var midir? Yanitinizi agiklayin.
Kiibik fonksiyonlar

fx)=ax* +bx*+ex+d
fonksiyonunu g6z oniine alin.

a. f'nin 0, 1 veya 2 kritik noktasinin olabilecegini gosterin.
Diistincenizi destekleyecek 6rnekler ve grafikler verin

b. f’nin kag tane yerel ekstremum degeri bulunabilir?
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70. Uc¢ noktalarda ekstremumlar: bulunmayan fonksiyonlar a. Genel davranisini gérmek igin, verilen aralikta fonksiyonu ¢izin.

a.

b. f’ = 0 olan i¢ noktalar1 bulun. (Bazi alistirmalarda bir ¢6ziim

1 bulmak i¢in sayisal denklem c¢doziiclisii kullanmak zorunda
sin—, x>0 e . .

fx) = X kalabilirsiniz.) f”nii de ¢izmek isteyebilirsiniz.
0, x =0 c. f”niin bulunmadig: i¢ noktalar: belirleyin.

fonksiyonun grafigini ¢izin. f(0) = 0’1n neden bir ekstremum

deger olmadigini agiklayin.

b. Kendiniz, tanim kiimesinin bir u¢ noktasinda ekstremum
degeri bulunmayan bir fonksiyon olusturun.

T 71-74 Alistirmalarindaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin. Sonra,
fonksiyonun aralik iizerindeki ekstremum degerlerini bulun ve nerede

bulunduklarini sdyleyin

d. (b) ve (c)’'de bulunan biitiin noktalarda ve araligin ug noktalarinda
fonksiyonun degerini bulun.

e. Fonksiyonun aralik iizerindeki mutlak ekstremlerini bulun ve
bunlarin hangi noktalarda bulunduklarini belirtin.

75. f(x) = x* — 8% + 4x + 2, [—20/25, 64/25]
76. f(x) = —x* + 4x® — 4x + 1, [-3/4,3]
77. f(x) = x*?*(3 — x), [-2,2]

7. f(x) = |x—2| +|x+3], 5=x=5 78. f(x) =2 + 2x — 3x%3, [—1,10/3]
72. gx)=|x— 1| - |x=5|, 2=x=7 79. f(x) = Vx + cosx, [0,27]
73. h(x) =[x +2| — [x—3 —00 < x < 0

(0 = | +2] = |x = 3], * 80. f(x) = x* — sinx + &, [0, 2]
74, k(x) = |x + 1] + |x = 3], —00 <x< 0 2
BILGISAYAR ARASTIRMALARI

75-80 alistirmalarinda, belirlenen kapali aralikta verilen fonksiyonun
ekstremlerini bulmak i¢in asagidaki adimlar izlerken bir BCS kullanin.

Ortalama Deger Teoremi

y

fl)=0

X

SEKIL 4.10 Rolle Teoremi, tiirevlenebilir
bir egrinin, yatay bir dogruyu kestigi iki
nokta arasinda en az bir yatay tegeti
oldugunu soyler. Yatay teget sayist bir (a)
veya daha fazla (b) olabilir.

Sabit fonksiyonlarin tiirevlerinin sifir oldugunu biliyoruz, fakat tiirevleri sifir olan bir gok
terimden olusan karmasik bir fonksiyon olabilir mi? Bir aralik tizerindeki tiirevleri 6zdes
olarak esit olan iki fonksiyon arasindaki baginti nedir? Burada gergekte sordugumuz sey,
hangi fonksiyonlarin tiirevlerinin 6zel bir fipfe olabildigidir. Bunlar ve bu bdliimde
calisacagimiz bir ¢ok soru, Ortala Deger Teoreminin uygulanmasiyla cevaplanir. Bu teo-
reme ulagmak i¢in dnce Rolle Teoremine gereksinim vardir.

Rolle Teoremi

Bir fonksiyonun grafigini ¢izmek, tiirevlenebilir bir fonksiyonun yatay bir dogruyu kestigi
herhangi iki nokta arasinda, egrinin tegetinin yatay oldugu en az bir nokta bulunduguna
dair giiglii geometrik kanitlar verir (Sekil 4.10). Michel Rolle’nin (1652-1719) 300 yillik
teoremi bunun gergekten dogru oldugunu sdyler. Daha kesin olarak, su teoremi verebiliriz.

TEOREM 3 ROLLE TEOREMI

v = f(x) fonksiyonunun [a, b] kapali araliginin her noktasinda siirekli ve (a, b)
acik araliginin her noktasinda tiirevlenebilir oldugunu varsayin.

f@)=1(b)
ise, (a, b)'da
/'©=0

olacak sekilde en az bir ¢ sayis1 vardir.

Ispat ~ Siirekli oldugu igin, [, 5] araliginda f’nin mutlak maksimum ve minimum deger-
leri vardir. Bunlar sadece
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TARIHSEL BiYOGRAFI

Michel Rolle
(1652-1719)

(-V32v3)y y=% -3

(V3,-2V3)

SEKIL 4.12  Rolle Teoreminin soyledigi
gibi, bu egrinin x-eksenini kestigi
noktalarin arasinda yatay tegetler vardir
(Ornek 1).

f"’niin sifir oldugu i¢ noktalarda,
2. f"’nlin bulunmadig i¢ noktalarda,

fonksiyonun tanim araliginin u¢ noktalarinda, yani burada a ve b noktalarinda bu-
lunurlar.

Hipoteze gore, f’nin her i¢ noktada tlirevi vardir. Bu (2) sikkini ortadan kaldirir ve geriye
f' =0 olan i¢ noktalar ve iki u¢ nokta a ve b kalir.

Maksimum veya minimum « ve b arasindaki bir ¢ noktasinda ise, Boliim 4.1°deki Teo-
rem 2’ye gore f'(c) = 0’dir ve Rolle teoreminin bir noktasini elde ederiz.

Maksimumun ve minimumun her ikisi de ug¢ noktalarda ise, f(a) = f(b) oldugundan,
her x € [a, b] igin f’nin f(x) = f(a) = f(b) ile sabit fonksiyon olmasi gerekir. Boylece,
f'(x) =0 olur ve ¢ araligmin herhangi bir yerinde aliabilir. [

Teorem 3’lin hipotezleri gerektir. Tek bir noktada bile gegerli degillerse, grafigin
yatay bir tegeti bulunmayabilir (Sekil 4.11).

y
y =1 y = /)
I I 1 L ¥ L I
a b | a xg b | a xy b
(a) [a, b] araliginin bir (b) [a, b] araliginin bir (¢) [a, b] araliginda siirekli,
u¢ noktada siireksiz i¢ noktada siireksiz fakat bir i¢ noktada tiirev yok.

SEKIL 4.11  Rolle Teoreminin hipotezleri saglamazsa yatay teget bulunmayabilir.

ORNEK 1 Bir Kiibik Polinomun Yatay Tegetleri
Sekil 4.12°de ¢izili olan
3
f) =% = 3

polinom fonksiyonu [-3, 3] araliginin her noktasinda stirekli ve (-3, 3) araliginin her nok-
tasinda tiirevlidir. f(—3) = f(3) = 0 oldugundan, Rolle Teoremi, a=-3 ile b =3 arasindaki
acik aralikta f’nlin en az bir defa sifir olmasi gerektigini soyler. Gergekten de,

f'(x) = x> — 3, bu aralikta x = —V/3 *te ve x = V3’te olmak iizere iki defa sifir olur.
]

ORNEK2  Bir /(x = 0 Denkleminin Céiziimii

P +3x+1=0
Denkleminin tam olarak bir reel kokiiniin var oldugunu gosterin.
Gizim  y = f(x) =x>+ 3x+ 1 olsun.

flx) =3x2+3

tirevi higbir noktada sifir degildir (Ciinkli daima pozitiftir).
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SEKIL 4.13  y=x>+3x + 1
polinomunun tek reel sifiri, egrinin
x-eksenini —1 ile 0 arasinda kestigi
yukarida gosterilen noktadir.

y Kirise para} teget

Egim f'(c)

[ Y S G,

|
|
0 N\ a
y=f)

SEKIL 4.14 Geometrik olarak, Ortalama
Deger Teoremi 4 ve B arasinda, egrinin AB
kirisine paralel en az bir tegetinin
bulundugunu sdyler.

B(b, ftb))

y =) <
Ala, fla))

7

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
b

SEKIL 4.15
ve AB Kkirisi.

[a, b] araliginda f'nin grafigi

257
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Simdi, f(x)’in sifir oldugu sadece iki x = a ve x = b noktas1 bile olsaydi, Rolle Teoremi
bunlar arasinda f"’niin sifir oldugu bir x = ¢ noktasinin varligin1 garanti ederdi. Bu ne-
denle, f’nin birden fazla sifir1 yoktur. Aslinda, bir sifir1 vardir ¢iinkii Aradeger Teoremi,
y = f(x)’in grafiginin, x eksenini (y = -3 oldugu) x =—1 ile (y = 1 oldugu) x = 0 arasinda
bir yerde kestigini soyler. (Bkz. Sekil 4.13). [

Rolle Teoreminin asil kullanim1 Ortalama Deger Teoreminin ispatindadir.

Ortalama Deger Teoremi

[k olarak Joseph-Louis Lagrange tarafindan ifade edilen Ortalama Deger Teoremi, Rolle
teoreminin biraz degistirilmis halidir (Sekil 4.14). Sekilde tegetin AB kirisine paralel
oldugu bir nokta vardir.

TEOREM 4  Ortalama Deger Teoremi

y = f(x) fonksiyonunun [a, b] kapali araliginda siirekli ve (a, b) agik araliinda
tiirevlenebilir oldugunu varsaym. Bu durumda (a, b) araliginda

f(b) — f(a)

b — q = f'(o). (1

olacak sekilde en az bir ¢ noktasi vardir.

ispat  f’nin grafigini diizlemde bir egri olarak isaretler ve 4(a, f(a)) ve B(b, f(b)) nokta-
larindan bir dogru gegiririz (Bkz. Sekil 4.15). Bu dogru

f(b) — f(a)
—a

() = fla) + =525 — a) o

fonksiyonunun (nokta-egim denklemi) grafigidir. x noktasinda f ve g grafiklerinin
arasindaki dikey uzaklik

h(x) = f(x) — g(x)
b —
= f(x) — fla) — w

dir. Sekil 4.16°da f, g ve h grafikleri birlikte ¢izilmistir.

h fonksiyonu [a, b] araliginda Rolle Teoreminin hipotezini saglar. Hem f hem de g,
[a, b] araliginda stirekli ve (a, b) araliginda da tiirevlenebilir oldugundan dolay1, bu durum
h igin de gecerlidir. Ayrica, f ve g grafiklerinin ikisi de 4 ve B noktalarindan gectikleri
icin, A(a) = h(b) = 0 olur. Bu nedenle, (@, b) araligindaki bir ¢ noktasinda 4" = 0 olur. Bu
Denklem (1) igin istedigimiz noktadir.

Denklem 1°i dogrulamak icin, Denklem (3)’{in iki tarafinin da x’e gore tlirevini alir ve
X1 c’ye esitleriz:

(x —a). 3)

h(x) = f'(x) — W Denklem (3)’iin tiirevi ...
W(e) = f(c) - N’%ﬁ(") x—cile
0=7f"(c)— w h'(c) =0

Boylece ispatlamak istedigimiz esitligi elde ederiz. ]
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TARIHSEL BiYOGRAFI

Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813)

y
B(2,4
al 2.4
3=
y=x
2+
- . n
| | X
A(0,0) 1 2

SEKIL 4.18  Ornek 3’te buldugumuz gibi,
¢ = 1 tegetin kirige paralel oldugu noktadir.

30l (8,352)

Konum (ft)
)
N
S
T

Bu noktada

80 - arabanin hizi
| 30 mil/sa’dir.
1 1 1 1 1 1 1 t
0 5
Zaman (s)
SEKIL 4.19  Ornek 4’teki arabanin konum-

zaman grafigi

SEKIL 4.16  AB kirisi g(x) fonksiyonunun
grafigidir. 2(x) = f(x) — g(x) fonksiyonu
x noktasinda f ve g grafikleri arasindaki

Y
*
y=VI1-2-1=x=1
1
4N
-1 0 1

SEKIL 4.17  f(x) = VI — x?
fonksiyonu, f nin—1 ve 1'de
tiirevlenememesine ragmen [—1, 1]
araliginda ortalama deger teoreminin

dikey uzakliktir. hipotezini (ve sonuglarini) saglar..

Ortalama Deger Teoreminin hipotezinin f’nin a veya b’de tiirevlenebilir olmasini
gerektirmedigine dikkat edin. a ve b’de siireklilik yeterlidir (Sekil 4.17).

ORNEK 3 f(x) = x? fonksiyonu (Sekil 4.18), 0 = x = 2 igin siireklidir ve 0 < x < 2
igin tiirevlidir. f(0) =0 ve f(2) = 4 oldugundan, Ortalama Deger Teoremi, araliktaki bir ¢
noktasinda, f'(x) = 2x tiirevinin degeri (4 — 0)/(2 — 0) = 2 olmalidir. Bu (istisna) durumda
c’yi 2¢ =2 denkleminden ¢ = 1 olarak buluruz. [

Bir Fiziksel Yorum

(f(b) — f(a))/(b — a) sayisma f’nin [a, b] aralifindaki ortalama degisimi ve f'(c)’ye
anlik bir degisim olarak bakarsak, Ortalama Deger Teoremi, bir i¢ noktadaki anlik
degisimin biitiin araliktaki ortalama degisime esit oldugunu sdyler.

ORNEK 4 1Ik hiz1 sifir olan bir arabanin 352 ft yol almasi 8 sn siiriiyorsa, 8 saniyelik siire-
deki ortalama hiz1 352/8 = 44 ft/sn'dir. Hizlanma siirecindeki bir anda, Ortalama Deger
Teoremine gore, hiz gdstergesi tam 30 mil/saat (44 ft/sn) gosterecektir (Sekil 4.19). [

Matematiksel Sonuclar

Bu boliimiin basinda, ne tip bir fonksiyonun tiirevinin bir aralik tizerinde sifir oldugunu
sormustuk. Ortalama Deger Teoreminin ilk sonucu bu sorunun yanitini verir.

SONUC1  Tiirevi Sifir Olan Fonksiyonlar Sabittir

Bir (a, b) agik araliginin her x noktasinda f"(x) = 0 ise, C bir sabit olmak iizere,
her x e (a, b) igin fix) = C dir.




y=2+C X c=2
C=1

c=0

C=-1

5 C=-2

SEKIL 4.20  Geometrik bir bakis agistyla,
Ortalama Deger Teoreminin 2. sonucu, bir
aralik {izerinde tiirevleri 6zdes olarak esit
olan fonksiyonlar arasindaki farkin sadece
bir dikey kayma oldugunu soyler. Tiirevi 2x
olan fonksiyonlarin grafikleri, burada
degisik C degerleri igin ¢izilmis olan

y =x*+ C parabolleridir.
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ispat  f’nin arahigindaki degerinin sabit oldugunu gostermek istiyoruz. Bunu, x; ve x,’da
herhangi iki nokta ise f(x;) = f(x,) oldugunu gostererek yapacagiz. x; ve x,, soldan saga
dogru numaralanirsa x; < x, olur. Bu durumda, f fonksiyonu [x;, x,] araliginda Ortalama
Deger Teoreminin hipotezini saglar: [x;, x,] araligimin her noktasinda tiirevlenebilir ve
dolayistyla her noktasinda siireklidir. Boylece x; ve x, arasinda bulunan bir ¢ noktasinda

flx2) = f(x1)

= = /')
dir. (@, b)’nin her yerinde f’ =0 oldugundan, bu denklem

wﬂa f) = fx) =0,  ve  fx) = f(x). o

haline dontisiir.

Bu boliimiin baginda, bir aralik iizerinde tlirevleri 6zdes olarak esit olan fonksiyonlar
arasindaki iligskiyi da sormustuk. Asagidaki sonug, fonksiyonlarin s6z konusu aralik {ize-
rindeki degerlerinin bir sabit kadar fark ettigini soyler.

SONUC2  Tiirevleri Ayni Olan Fonksiyonlarin Arasindaki Fark Sabittir.

Bir (a, b) araliginin her x noktasinda f'(x) = g'(x) ise Oyle bir C sabiti vardir ki
her x e (a, b) igin f(x) = g(x) + C dir. Yani, f— g farki (a, b) lizerinde sabittir.

ispat Her x e (a, b) noktasinda, h = f — g fark fonksiyonunun tiirevi
h(x)=f(x)-g'x)=0

olur. Dolayistyla, Sonug 1’e gore (a, b) lizerinde h(x) = C'dir. Bdylece, (a, b) lizerinde

f(x) — g(x) = Cdir, dolayisiyla f(x) = g(x) + C bulunur. [

Sonug 1 ve Sonug 2, (a, b) agik araliginin sonlu olmamasi durumunda da gegerlidir.
Yani, (a, ), (-0, b) veya (—00, 00) araliklari igin de dogrudurlar.

Sonug 2, Bolim 4.8 de ters tiirevleri tartisirken 6nemli rol oynar. Bize, drnegin,
(—00, 00) araliginda f(x) = x* fonksiyonunun tiirevi 2x oldugundan, (0o, c0) arahiginda
tirevi 2x olan baska herhangi bir fonksiyonun formiiliiniin, C bir sabit olmak iizere
x?+ C olmasi gerektigini sdyler (Sekil 4.20).

ORNEK5  Tiirevi sin x olan ve grafigi (0, 2) noktasindan gegen f(x) fonksiyonunu bulun.

Cozim  f(x) ile g(x) = —cos x fonksiyonlarinin tiirevleri ayni oldugu igin, C bir sabit ol-
mak iizere, f(x) =—cos x + C oldugunu biliyoruz. C’nin degerini f(0) = 2 olmasi (f nin
grafiginin (0, 2) noktasindan gegmesi) kosulundan bulabiliriz:

f(0)=—cos (0) + C=2, dolayistyla C =3

f’nin formiilii f(x) =—cos x + 3’tiir. [

ivmeden Hiz ve Konum Bulmak

Serbest diisen ve ivmesi 9.8 m/sn? olan bir cismin hiz ve konum fonksiyonlarmin nasil bu-
lundugu asagida verilistir.
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v(f)’nin, tiirevi 9.8 olan bir fonksiyon oldugunu biliyoruz. Ayrica, g(#) = 9.8t fonksi-
yonunun tiirevinin de 9.8 oldugunu biliyoruz. Sonug 2’ye gore, C bir sabit olmak iizere,

v(#) =98¢+ C

olur. Cisim serbest diistigii i¢in, v(0) = 0 olur. Buradan

9.8(0)+C=0 ve C=0

bulunur. Hiz fonksiyonu v(¢) = 9.8¢ v(#) = 9.8¢. olmalidir. Peki, konum fonksiyonu s(¢)

nedir?

s(f)’nin tiirevi 9.8t olan bir fonksiyon oldugunu biliyoruz. Ayrica, f(f) = 4.9 fonksi-
yonunun tiirevinin de 9.8¢ oldugunu biliyoruz. Sonug 2’ye gore, C bir sabit olmak iizere,

(=497 +C

olur. Baslangi¢ yiiksakligi, bulundugu noktadan asagiya dogru pozitif olarak olgiilen,

s(0)=nh ise,

49(02+C=h ve C=h

bulunur. Konum fonksiyonu s(f) = 4.9 + h olmalidur.
Degisim oranlarindan fonksiyonlarin kendilerini bulma kabiliyeti analizin en giigli
araglarindan biridir. Goérecek oldugumuz gibi, Boliim 5’teki matematiksel gelismelerin

kalbidir.

ALISTIRMALAR 4.2

Ortalama Deger Teoreminde cyi Bulmak

1- 4 alistirmalarindaki fonksiyon ve araliklar i¢in, ortalama deger teo-
remindeki

f0) = fl@)
b —a - f (C)
denklemini saglayan c deger veya degerlerini bulun.
1. fx) =x>+2x—1, [0,1]
2. f(x) =x, [0,1]
1 1
3. f(x)=x+;, {5,2:|
4. f(x) = Vx—1, [1,3]

Hipotezleri Kontrol Edip Kullanmak
5-8 alistirmalarindaki fonksiyonlarin hangileri verilen aralikta Orta-
lama Deger Teoreminin hipotezini saglar, hangileri saglamaz?
Yanitlariniz: agiklayim.
5. f(x) = x¥3, [-1,8]
6. f(x) = x*°, [0, 1]
7. f(x) = Vx(1 —x), [0,1]
sin x
8 f) =4 *°
0, x=0

—T=x<0

x, 0=x<1

f(x)={0 ‘=1

fonksiyonu x = 0 ile x = 1de sifirdir ve (0, 1) araliginda
tlirevlenebilir, fakat bu araliktaki tiirevi hicbir zaman sifir
degildir. Bu nasil olabilir? Rolle teoremine gore, tiirev (0, 1)
araliginin  bir noktasinda sifir olmak zorunda degil midir?
Agiklaym.

10. Hangia, m ve b degerlerinde

3, x=0
flx) =4 —x*+3x + a, 0<x<l1
mx + b, 1l=x=2

fonksiyonu [0, 2] araliginda ortalama deger teoreminin hipotez-
lerini saglar?

Kokler (Sifirlar)

11. a. Asagidaki polinomlarin sifirlarini ve tiirevlerinin sifirlarini bir
dogru tizerinde gosterin.

i) y=x>—4

ii) y=x>+ 8 + 15

i) y=x3 —3x2+4=(x+ x—2)7

iv) y = x> — 33x% + 216x = x(x — 9)(x — 24)



b. Rolle Teoremini kullanarak
X"+ ap_x" '+ -+ ajx + ap m her iki sifir1 arasinda
x4+ (n = Dapx" >+ + a
fonksiyonunun bir sifir1 oldugunu gosterin.
12. f"niin [a, b] araliginda siirekli oldugunu ve f’nin bu aralikta {i¢

tane sifirmin bulundugunu varsaym. f”’niin (a, b) araliginda en
az bir sifirmin bulundugunu gésterin. Bu sonucu genellestirin.

13. Bir [a, b] araliginda f” > 0 ise, bu aralikta f"’niin en fazla bir
sifir1 oldugunu gésterin. Bu aralikta f” < 0 ise ne olur?

14. Ugiincii dereceden bir polinomun en fazla ii¢ tane reel kokii bu-
lunabilecegini gosterin.
15-22 alistirmalarindaki fonksiyonlarin verilen aralikta tek bir
stfirlarinin bulundugunu gosterin.
15. f(x) = x*+3x+ 1, [-2,—1]
16, f(x) = x> + 5 47, (=00,0)
X

17. ¢(t) = Vi+ V1 +1t—4, (0,0)

1
18. g(1) = T—

+V1i+r-31, (-1,1)

19. #(0) = 0 + sin? (g) ~ 8, (—o00, )

20. 7(0) = 20 — cos*0 + V2, (—o0, 0)
1
21. r(0) = sech — E +5, (0,7/2)

22. r(f) = tan® — cot® — 6, (0, 7/2)

Tiirevlerden Fonksiyonlari Bulmak

23. f(—1) = 3 ve her x igin f'(x) = 0 oldugunu varsayin. Her x igin
f(x) = 3 olmak zorunda midir? Yanitiniz1 agiklaym.

24. f(0) = 5 ve her x igin f'(x) = 2 oldugunu varsayin. Her x igin
f(x) =2x + 5 olmak zorunda midir? Yanitiniz1 agiklaymn.

25. Her x igin, f'(x) = 2x olsun. Su durumlarda f(2)’yi bulun.
a. f(0)=0 b. f(1)=0 c. f(=2)=3.

26. Tiirevleri sabit olan fonksiyonlar hakkinda ne sdylenebilir? Yani-

tiniz1 agiklayin.

27-32 aligtirmalarinda, verilen tlirevlere sahip olabilecek biitiin fonksi-
yonlar1 bulun.

27. a. y' =x "= x? c. y =x3
28. a. y' = 2x b. y =2x — 1 .y =3xr+2x— 1
1 1 1
29. a. y' =——; b.y =1-— c. y=5+—
7 x? 7 x2 Y x?
[ A— 1 [ A— A 1
30. a. y' = b. y' = c. v =4x — —=

. t
in 2t + =
s cos 5

c. y = Vo — sec? o

31. a. y' =sin2¢ b. y

Il
o
< g
S |~ =
o
<
Il

32. a. y' = sec’d b. y' =
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33-36 alistirmalarinda, tiirevi verilen ve grafigi P noktasindan gegen
fonksiyonu bulun.

33. f'(x) =2x—1, P(0,0)

34. g'(x) = Lz + 2x, P(—1,1)
X

35. 1/(0) = 8 — csc? 6, P(%, 0)

36. '(t) = secttant — 1, P(0,0)

Hizdan Konum Bulmak
37-40 alisgtirmalarinda, bir koordinat ekseni tizerinde hareket eden bir
cismin v = ds/dt hiz1 ve baslangig konumu verilmektedir. Cismin ¢
anindaki konumunu bulun.

37. v=98+5, s(0)=10 38. v

32t =2, s5(0.5)=4

39. v =sinmt, s(0) =0 40. v = %cos % s(m?) =1

ivmeden Konum Bulmak

41-44 alistirmalarinda, bir koordinat dogrusu iizerinde hareket eden
bir cismin, a = dzs/dzz ivmesi, baslangi¢ hiz1 ve baslangi¢ konumu
verilmektedir. Cismin ¢ anindaki konumunu bulun.

41. a = 32, v(0) =20, s(0)=75

42. a =98, v(0)=-3, s(0)=0

43. a = —4sin2t, v(0) =2, s(0) = -3
9 3¢

44. a = ?cos;, v(0) =0, s(0)=—1

Uygulamalar

45. Sicakhik degisimi Bir termometrenin, buzdolabindan ¢ikarilip
kaynar suya sokulmasiyla, —19°C’tan 100°C’a ¢ikmasi 14 saniye
siirmiistiir. Bu siire zarfindaki bir anda, civanin 8.5°C/s hizla yiik-
seldigini gosterin.

46. Bir kamyoncunun, hiz limiti 65 mil/sa olan bir iicretli yolda bir
ticret gisesine uzattigl bilet, 2 saatte 159 mil yol kat ettigini
gostermektedir. Kamyoncu hiz nedeniyle uyari almistir. Neden?

47. Klasik hesaplamalar, 170 kiirekli bir savas gemisinin (Eski Yunan
veya Roma savas gemisi) 24 saatte 184 deniz mili yol aldigin
sOylemektedir. Bu yolculugun bir aninda, savag gemisinin hizinin
7.5 knot’u (saat basina deniz mili) neden astigin1 agiklayin.

48. Bir maraton kosucusu 26.2 millik New York maratonunu 2.2 sa-
atte kogmustur. Kosu esnasinda maratoncunun hizinin en az iki
defa tam olarak 11 mil/saate esit oldugunu gosterin.

49. 2 saatlik bir araba yolculugunun bir aninda, arabanin hiz goster-
gesindeki degerin yolculugun ortalama siiratine esit oldugunu
gosterin.

50. Ay’ da serbest diisme Ay’da yercekimi ivmesi 1.6 m/sn® dir. Bir
tas, derin bir uguruma birakiliyor, 30 sn sonra yere ¢arpmasindan
hemen 6nce ne kadar siiratli gidiyordu?
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Teori ve Ornekler

51.

52.

53.

54.

55.

56.

a ve b’nin geometrik ortalamasi Iki pozitif a ve b sayismin
geometrik ortalamasi ab “dir. Ortalama Deger Teoreminin
sonucundaki c¢’nin, pozitif sayilardan olusan [a, b] araligindaki
f(x) = 1/x i¢inc=Vab oldugunu gosterin.

a ve b’nin aritmetik ortalamasi1 Iki a ve b sayisinin aritmetik
ortalamasi (a + b)/2 sayisidir. Ortalama deger teoreminin sonu-
cundaki ¢ sayisinin, [a, b] araligidaki f(x) = x? fonksiyonu igin
¢ = (a + b)/2 oldugunu gdsterin.

f(x) = sin x sin (x + 2) —sin? (x + 1)

fonksiyonunun grafigini ¢izin. Grafik ne yapiyor? Neden
fonksiyon bu sekilde davrantyor? Cevabinizi agiklayn.

Rolle Teoremi

a. x =-2,-1, 0, 1 ve 2°de sifirlar1 bulunan bir f(x) fonksiyonu
tanmlayin.

b. f ve tiirevi f'’nii birlikte ¢izin. Gordiigliniiz, Rolle Teoremine
nasil baghdir?

¢. g(x) = sinx ve tiirevi g’, ayni olay1 sergiler mi?

Tek Coziim f’nin [a, b] lizerinde siirekli oldugunu ve (a, b) liz-

erinde tlirevli oldugunu varsaym. Ayrica, f(a) ile f(b)'nin zit

isaretli olduklarini ve a ile b arasinda f’ # 0 oldugunu kabul edin.
a ile b arasinda tam olarak bir defa f(x) = 0 oldugunu gdsterin.

Paralel tegetler f ve g’nin iizerinde tiirevli olduklarint ve
f(a) = g(a) ve f(b) = g(b) oldugunu varsayin. a ile b arasinda, f
ve g’nin grafiklerinin tegetlerinin paralel veya ayni oldugu, en
az bir noktanin var oldugunu gosterin.

4.3

57.

58.

59.

60.

61.
62.

63.

64.

Monoton Fonksiyonlar ve Birinci Tiirev Testi

Tirevlenebilir f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin grafikleri diizlemde
ayni noktada basliyorsa ve fonksiyonlarin degisim oranlari her
noktada ayniysa, grafikler ayn1 olmak zorunda midir? Yanitinizi
aciklaym.

Herhangi a ve b sayilarn igin,
oldugunu gosterin.

f’nin @ = x = b lzerinde tlirevlenebildigini ve f(b) < f(a)
oldugunu varsayin. « ile b arasindaki bir noktada f'’niin negatif
oldugunu gosterin.

|sinb — sina| = |b — a

f, bir [a, b] araliginda taniml1 bir fonksiyon olsun.
b) — fla

min f' = % = max f’
saglanmasini garanti etmek igin f lizerine hangi sartlart koyarsiniz.
Burada, min f’ ve max f’, f'’niin [a, b] araligindaki minimum ve
maksimum degerlerini gostermektedir. Cevabinizi agiklaym.
0 = x = 0.1igin f'(x) = 1/(1 + x* cos x) ve f(0)=1ise £(0, 1)’
tahmin etmek i¢in Alistirma 60’taki esitsizligi kullanin.
0 = x = 0.1igin f'(x) = 1/(1 +x* ve f(0) =2 ise f(0, 1)’i tah-
min etmek i¢in Alistirma 60°taki esitsizligi kullanimn.
f’nin her x degerinde tiirevlenebildigini, f(1) = 1 oldugunu,
(=09, 1) araliginda f" < 0 ve (1, 00) araliginda f" > 0 oldugunu
varsayin.
a. Herxicin f(x) = 1 oldugunu gosterin.
b. f'(1)=0 olmak zorunda midir? Agiklayin.
f(x) = px* + gx + r kapali araliginda tamimlanmig  bir
fonksiyon olsun. (a, b) araliginda f’nin Ortalama Deger Teoremi-
ni sagladig: tek bir nokta oldugunu gosterin.

Tiirevlenebilir bir fonksiyonun grafigini ¢izerken, bir aralik {izerinde nerede arttigini (sol-
dan saga dogru yiikseldigini) ve nerede azaldigin1 (soldan saga dogru algaldigini) bilmek
faydalidir. Bu boliim, bir fonksiyonun bir aralik tizerinde artmasinin veya azalmasinin ne
demek oldugunu tam olarak tanimlar ve nerede arttigini, nerede azaldigini belirlemek igin
bir test verir. Ayrica, bir fonksiyonun kritik noktalarinin, yerel ekstremum degerlerin
varlig1 konusunda, nasil test edildigini gosterecegiz.

Artan Fonksiyonlar ve Azalan Foksiyonlar

Hangi tip fonksiyonlarin pozitif tiirevleri veya negatif tiirevleri vardir? Ortalama Deger
Teoreminin ii¢iincli sonucunun sagladigi cevap sudur: yalnizca pozitif tiirevli fonksiyonlar
artan fonksiyonlardir; yalnizca negatif tiirevli fonksiyonlar azalan fonksiyonlardir.
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TANIMLAR  Artan, Azalan Fonksiyonlar
f, I araliginda tanimli bir fonksiyon ve x; ile x, de / 'da herhangi iki nokta olsun.

1. x; <xyiken f(x;) < f(x,) ise, f [’da artandir denir.
2. x; <x,iken f(x,) < f(x;) ise, f I ’da azalandir denir.

I ’da artan veya azalan bir fonksiyona /’'da monotondur denir.

Artan ve azalan fonksiyonlarin tanimlarinin, / ’daki her x; ve x, (x; < x,) nokta gifti
icin saglanmasi gerektigini fark etmek onemlidir. “<<” esitsizligi fonksiyonlarin deger-
lerini karsilastirdigindan, = degil, bazi kitaplar, f, [ araliginda kesin olarak artandir
veya azalanduwr derler. I araligi sonlu veya sonsuz olabilir.

f(x) = x* fonksiyonu, grafiginden goriilebilecegi gibi (Sekil 4.21) (—o0, 0] iiz-
erinde azalir ve [0, 00) {izerinde artar. f fonksiyonu, (—o0, 0] ve [0, 00) iizerinde mono-
tondur fakat (—00, 00) lizerinde monoton degildir. (—00, 0) aralig1 tizerinde tegetlerin
egimlerinin negatif olduguna dikkat edin, dolayisiyla burada birinci tiirev daima negatiftir;
(0, ) igin tegetlerin egimleri pozitiftir, dolayisiyla birinci tiirev pozitiftir. Asagidaki
sonug bu gozlemleri dogrulamaktadir.

y
_ 2
4L IS
3L
Fonksiyon Fonksiyon
azaliyor 5 artiyor
y'<0 y'>0

1

I I I I

2 -1 o\ 1 2

y'=0

SEKIL 4.21  f(x) = x?* fonksiyonu
(=00, 0] ve [0, 00),araliklarinda
monotundur, fakat (—00, c0) aralifinda
monoton degildir.

SONUC3  Monoton Fonksiyonlar icin Birinci Tiirev Testi
f’nin [a, b] arahiginda siirekli ve (a, b) araliginda tiirevlenebilir oldugunu
varsayin.

Her x € (a, b) noktasinda f'(x) > 0 ise f, [a, b] araliginda artandir.
Her x € (a, b) noktasinda f'(x) < 0ise f, [a, b] araliginda azalandur.

ispat  x,ile x,, x; < x, olmak iizere, [a, b] araliginda iki nokta olsun. [x, x,] araliginda
f’ye Ortalama Deger Teoremi uygulanirsa, x; ile x, arasindaki bir ¢ igin

fOx2) = fOx1) = f'(e)(x2 = x1)

bulunur. Bu denklemin sag tarafinin isareti f' (¢)’nin isaretiyle aynidur, ¢iinkii x, — x; pozi-
tiftir. Dolayisiyla, (a, b) arahiginda f' pozitifse, f(x;) > f(x;) ve f' negatifse,
f(x2) < f(xy) olur. [

Bir fonksiyonun, nerede artan ve nerede azalan oldugunu bulmak igin, Birinci Tiirev
Testinin nasil uygulanacagi asagidadir. @ < b bir f fonksiyonunun iki kritik noktasi ise
ve (a, b) araliginda f' var ve sifir olmuyorsa, f'(a, b) araliginda pozitif veya negatif olmak
zorundadir (B6lim 3.1, Teorem 2). f”nilin (a, b) araligindaki isaretini belirleyebilecegi-
miz bir yol, basitge (a, b) araligindaki bir x igin f”nii hesaplamaktir. Sonra, Sonug 3’i
uygulariz.

ORNEK 1 Monoton Fonksiyonlar igin Birinci Tiirev Testini Kullanmak

f(x) = x> — 12x — 5’in kritik noktalarmi bulun ve f’nin arttig1 ve azaldig1 araliklar1 be-
lirleyin.

Cozim  f fonksiyonu her yerde siirekli ve tiirevlenebilirdir. Birinci tiirev

f'(x) =3x*—12=3(x*—-4)
=3(x+2)(x —2)
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Y y=x-12x-5

20~

2,221

SEKIL 4.22  f(x)=x* —12x — 5
fonksiyonu ii¢ ayr1 aralik {izerinde
monotondur (Ornek 1).

TARIHSEL BiYOGRAFI

Edmund Halley
(1656-1742)

Mutlak min.

x = -2 ve x = 2 de sifirdir. Bu kritik noktalar f’nin tanim kiimesini f"’niin pozitif veya
negatif oldugu (—o0, —2),(-2,2), ve (2, 00) araliklarmma boler. f"’niin her bir alt
araliktaki isaretini, f’yi uygun bir noktada hesaplayarak buluruz. Sonra, her bir alt araliga
Sonug 3 uygulanarak f’nin davranisi belirlenir. Sonuglar, asagidaki tabloda 6zetlenmis ve
f’nin grafigi Sekil 4.22 de verilmistir.

Araliklar —00 <x < 2 —2<x<?2 2 <x<™®
Hesaplanms f' f'(=3) =15 f'(0) = —12 f'(3) =15
f"’niin isareti + - +
f’nin davranisi artan azalan artan

Sonug 3, sonlu araliklar i¢in oldugu gibi sonsuz araliklar igin de gegerlidir ve bu
gercegi Ornek 1°deki incelemede kullandik.

Bir fonksiyonun nerede arttigini ve nerede azaldigimi bilmek, yerel ekstremumlarin
tabiatini nasil test edecegimizi de soyler.

Yerel Ekstremum Degerler icin Birinci Tiirev Testi

Sekil 4.23’te, f’nin bir yerel minimum degerinin bulundugu noktalarin, hemen solunda
f" > 0 ve hemen saginda f' < 0 dir (Nokta bir u¢ noktaysa, géz 6niine alinmasi gereken
sadece bir taraf vardir). Boylece, minimum degerin solunda fonksiyon azalan ve saginda
artandir. Benzer sekilde, f’nin bir yerel maksimum degerinin bulundugu noktalarin, he-
men solunda f* > 0 ve hemen saginda f' < 0 dir. Boylece, maksimum degerin solunda
fonksiyon artan ve saginda azalandir.

Mutlak maksimum
/' tanimsiz
Yerel max

f'=0
Ekstrem yok

Yerel min Yerel min.

/'=0

[

[

[

[

[

!

a ¢ ¢ c3 cy cs b

SEKIL 4.23  Bir fonksiyonunun birinci tiirevi, grafigin nasil yiikseldigini ve algaldigin soyler.

Bu gozlemler, tiirevlenebilir bir fonksiyonun yerel ekstremum degerlerinin varligi ve
tabiyat1 i¢in bir teste yol agar.
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Yerel Ekstremum Degerler I¢in Birinci Tiirev Testi

c’nin, siirekli bir f fonksiyonunun bir kritik noktasi oldugunu ve f’nin, c’yi
igeren bir araligim her noktasinda (c’nin kendisi hari¢ olabilir) tiirevlenebilir
oldugunu varsayin. Soldan saga, ¢’den gegerken.

1. f' ¢'de negatiften pozitife degisiyorsa, f’nin c’de bir yerel minium degeri
vardir.

2. f' c'de pozitiften negatife degisiyorsa, f’nin ¢’'de bir yerel maksimum degeri
vardir.

3. f' c'de isaret degistirmiyorsa (yani, f' ¢’nin iki tarafinda da pozitif veya her

iki tarafinda da negatif ise), f’nin c’de bir yerel ekstremum degeri yoktur.

Ug noktalarda, yerel ekstremum degerler igin test benzerdir, fakat géz oniine alinacak
yalniz bir taraf vardir.

ispat  Kisim (1). f'’niin isareti c’de negatiften pozitife degistiginden, (a, c) iizerinde
f' <0 ve (c, b) lizerinde f’ > 0 olacak sekilde a ve b sayilar1 vardir. x € (a, ¢), ise
f(c) < f(x) dir, ¢linkii f* < 0 olmasi f’nin [a, c] lizerinde azalan olmasini gerektirir.
xe(c, b),ise f(c) < f(x) dir, ¢linkii f* > 0 olmasi f’nin [c, b] lizerinde artan olmasini
gerektirir. Bu nedenle, herx € (a, b) igin f(x) = f(c) dir. Tanima gore, f’nin c’de bir ye-
rel minimumu vardir.

Kisim (2) ve (3) benzer sekilde ispatlanir. [

ORNEK2  VYerel Ekstremum Degerler Icin Birinci Tirev Testini Kullanmak
fx)=x"P(x—4)=x"3—4x'/3

fonksiyonunun kritik noktalarini bulun. f’nin arttigi ve azaldigi araliklart belirleyin.
Fonksiyonun yerel ve mutlak ekstremum degerlerini bulun.

Cizim  f fonksiyonu iki siirekli fonksiyonun, x'/ ve (x — 4) carpimi oldugundan her x te
stireklidir. Birinci tlirev

vy — A a3\ 4 4
f(x)—dx(x 4x )—3x 3

4 _ 4(x — 1)
-3 2/3<x B 1) R
x = 1’de sifir ve x = 0’da tanimsizdir. Tanim kiimesinde ug noktalar yoktur, dolayistyla yal-
nizca x = 0 ve x = 1 kritik noktalar1 f’nin herhangi bir ekstremum degerinin bulunabilece-
gi yerlerdir.
Bu kritik noktalar x eksenini f'’niin ya pozitif ya da negatif oldugu araliklara boler.
f"’niin isaretlerinin sekli f’nin kritik noktalarda ve bu noktalarin arasindaki davranigin
belirler. Bu bilgiyi asagidaki gibi bir resimle gosterebiliriz.

Araliklar x<0 0<x<1 x> 1

f"’niin isareti - - +
f’nin davranisi azalan azalan artan
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y Ortalama Deger Teoreminin {igiincii sonucu, f’nin (—00, 0) araliinda azaldigini,

(0, 1) araliginda azaldigini ve (1, ©0) araliginda arttigin1 sdyler. Yerel Ekstremum Degerler
[gin Birinci Tiirev Testi, f’nin x = 0’da bir ekstremum degerinin bulunmadigin1 (f’ isaret

i y=xP -4 degistirmez) ve x = 1°de bir yerel minimumu bulundugunu sdyler (f' negatiften pozitife
2" degisir).
1r Yerel minimumun degeri f (1) = 1'3(1 — 4) = -3’tiir. Bu ayrica mutlak bir minimum-
_1' 0 i é 3' / x dur, ¢iinkii solda, fonksiyonun degerleri bu noktaya dogru diiserler ve sagda, yiikselerek
1 bu noktadan uzaklasir. Sekil 4.24 fonksiyonun grafigi ile bu noktay1 gosterir.
oy lim,_, f'(x) = — o0 olduguna dikkat edin, dolayisiyla, f’nin grafiginin orijinde bir
Sh dikey tegeti vardir. ]

1, -3)

SEKIL 4.24  f(x)=x"*(x —4) x < |
iken azalir x > 1 iken artar (Ornek 2).

ALISTIRMALAR 4.3

f' Verildiginde f 'yi incelemek
Tirevleri 1-8 alistirmalarinda verilen fonksiyonlarla ilgili asagidaki
sorulart yanitlayin.

a. f’nin kritik noktalar1 nedir?

b. f, hangi araliklarda artandir veya azalandir?

c. Varsa, hangi noktalarda f yerel maksimum veya minimum
degerler alir?

(X)) =x(x— 1) 2. f'(x) = (x — D(x +2)
() = (x = 1)(x + 2) 4. f'(x) = (x — 1)*(x + 2)?
Cf0) == Dx + 2)(x = 3)

(X)) = (x = Dx + Dx +5)

L) = xR+ 2) 8. f'(x) =x"(x—3)

N SN N W

Verilen Fonksiyonlarin Ekstrem Degerleri
9-28 alistirmalarinda:
a. Fonksiyonun artan ve azalan oldugu araliklar1 bulun.

b. Varsa, fonksiyonun ekstrem degerlerini belirleyin ve bu
degerlerin nerede bulunduklarini sdyleyin.

¢. Varsa, ekstrem degerlerin hangileri mutlaktir?

d. Bulduklarinizi bir hesap makinesi veya bilgisayar kullanarak

destekleyin.
9. g(t) =—1>—3t+3 10. g() = =32+ 9+ 5
11. h(x) = —x* + 242 12. h(x) = 2x3 — 18x
13. f(6) = 36° — 46° 14. f(6) = 60 — 6°
15. f(r) = 37> + 16r 16. h(r) = (r + 7)°

17. f(x) = x* — 82 + 16 18. g(x) = x* — 4x3 + 4x?

19. H(t) = %t“ — 10 20. K(¢t) = 1523 — 1
21. g(x) = xV8 — x? 22. g(x) = x>V5 — x
_x2=3 X3
23.f(x)—x_2, X #2 24.f(x)—3xz+1
25. f(x) = x'"(x + 8) 26. g(x) = x?P(x + 5)
27. hix) = x'P(x* - 4) 28. k(x) = x(x> — 4)

Yari-Acik Araliklarda Ekstrem Dederler
29-36 alistirmalarinda:

a. Varsa, fonksiyonun verilen araliktaki ekstrem degerlerini
belirleyin ve bu degerlerin nerede bulunduklarini sdyleyin.

b. Varsa, ekstrem degerlerin hangileri mutlaktir?

c. Bulduklarinizi bir hesap makinesi veya bilgisayar kullanarak

destekleyin.
29. f(x) =2x —x% -0 <x=2
30. f(x) = (x+ 12 —o0o<x=0
3. gx) =x>—4dx+4, 1=x<
32. glx) = —x?—6x—9, - 4=x<
3B3.f( =12t — 13, -3=1<
34. f() = — 32, —co<t=3
35. h(x)=%3—2x2+4x, 0=x<o0

36. k(x) =x3+3x2+3x+1, —c0o<x=0
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Hesap Makinesi veya Bilgisayarla Grafik Cizme ¢ x#ligin f'(x) > Oise,
37-40 alistirmalarinda, d. x# Ligin f'(x) <0 ise,
a. Varsa, fonksiyonun verilen araliktaki ekstrem degerlerini gizin.
belirleyin ve bu degerlerin nerede bulunduklarini sdyleyin. 44. Tirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun
b. Fonksiyonu ve tiirevini beraber ¢izin. f’nin davranigini f"’niin a. (1,1)’de yerel minimumuyla (3,3)’te yerel maksimumu;

isaretlerine ve degerlerine bakarak agiklayn. b. (1,1)’de yerel maksimumuyla (3, 3)’te yerel minimumu;

37, f(x) = % —9 sin%, 0=<x=<2m c. (1, 1) ve (3, 3)’te yerel maksimumlart;

d. (1, 1) ve (3, 3)’te yerel minimumlar1
38. f(x) = —2cosx —cos’y, —m=x=m varsa grafigini gizin.
39. f(x) = ese’x = 2coty, 0 <x<m 45. Siirekli bir y = g(x) fonksiyonunun grafigini asagidaki kosullar

40. f(x) = sec?x — 2tanx, —Tﬂ- << % saglayacak sekilde ¢izin.
a. g(2)=2, x<2igin0<g'<1, x>2 ikeng'x) > 17,
. o= x>2icin -1 < g’ < 0ve x — 2+ iken g'(x) — —17;
Teori ve Ornekler £ . g
) ) ) ) b. g2)=2, x<2 ic¢in g'<0, x > 2 iken g'(x) — —eo,
41 ve 42 alistirmalarindaki fonksiyonlarin verilen 6 degerlerinde yerel x> 2igin g'>0 ve x — 2" iken g'(x) — .
ekstrem degerleri oldugunu gosterin ve bu ekstrem degerlerin gesidini

belirleyin 46. Siirekli bir y = h(x) fonksiyonunun grafigini asagidaki kosullar

saglayacak sekilde ¢izin.
41. h(6) = 3 cos o, 0=0=2wm 6=0da ve 6=2m a. 7(0) =0, her x i¢gin -2 = h(x) =2, x — 0 iken 2'(x) — o ve
x — 0" iken /'(x) — —oo;

>

42. h(0) = Ssing, 0=0=m, 0=0da ve O=m b. 7(0)=0, her x igin 2 = A(x) = 0, x > 0 iken /4'(x) — oo ve
x — 07 iken h'(x) = —oo;
43. (1, 1) noktasindan gegen tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun 47.x, ¢ = 2 noktasmdan soldan saga dogru gegerken,
grafigini, f'(1)=0ve f(x) = x> — 3x + 2 fonksiyonunun grafigi yiikselir mi, algalir
a. x < ligin f'(x) > 0vex > 1igin f'(x) <O ise, mi? Yanitinizi agiklayin.
b. x < ligin f'(x) <0 vex > 1igin f'(x) > 0 ise, 48. f(x)=ax’+ bx + ¢, a # 0 fonksiyonun arttig1 ve azaldig1 araliklar:

bulun. Yanitinizin nedenini agiklayim.

m Konkavlik ve Egri Cizimi

Boliim 4.3’te, birinci tiirevin, bir fonksiyonun nerede artigini ve nerede azaldigini nasil

sOyledigini gordiikk. Birinci Tirev Testi, tiirevlenebilir bir fonksiyonun bir kritik

noktasinda bir yerel minimum veya bir yerel maksimum deger olup olmadigini, veya bu-
y rada grafigin artmaya veya azalmaya devam ettigini soyler.

Bu boliimde, tiirevlenebilir bir fonksiyonun grafiginin nasil biikkiildigii veya dondiigi
hakkinda, ikinci tlirevin nasil bilgi verdigini gérecegiz. Bu ek bilgi, bir fonksiyonun ve
grafiginin davraniginin ana yonlerini yakalamamizi ve sonra bu 6zellikleri bir grafikte
gostermemizi saglar.

Jrazate Konkavuk

Sekil 4.25°te goreceginiz gibi, y = x> egrisi, x artarken yiikselir, fakat (—00, 0) ve (0, 00)
araliklariyla tanimlanan bolgelerde farkli yonlerde déner. Egriyi izleyerek soldan orijine
dogru ilerlerken, egri bizim sagimiza dogru doner ve tegetlerinin altina diiser. (—00, 0)
) araliginda tegetlerin egimleri azalirlar. Egri lizerinde, orijinden saga dogru uzaklasirken,
SEKIL 4.25  f(x) = x*"iin grafigi egri solumuza dogru doner ve tegetlerinin lizerinde yiikselir. (0, 00) aralifinda tegetlerin

(=00, 0) araliginda asagi konkay, (0, %) esimleri artar. Bu donme ve biikiilme davranis1 egrinin konkaviigin: belirler.
araliginda ise yukari konkavdir (Ornek 1a).
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SEKIL 4.26 f(x) = x* fonksiyonun grafigi

her aralikta yukar1 konkavdir (Ornek 1b).

y =3 + sinx

—_ o W A
8

0 - 2

71_

SEKIL 4.27  y’nin konkavhiginin
belirlenmesinde y” grafiginin kullanilisi
(Ornek 2).

TANIM Yukariya Konkav, Asagiya Konkav
Tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun grafigi,

(a) bir [ agik araligi lizerinde, f' I lizerinde artan ise, yukariya konkav,

(b) bir [ agik aralig1 iizerinde, f' [ iizerinde azalan ise, agagiya konkav,
dir.

y = f(x)’in ikinci tiirevi varsa, Ortalama Deger Teoreminin ii¢lincii sonucunu uygulayarak
f" > 0ise [ lizerinde f"’niin artt1ig1, f” < 0 ise f'’niin azaldig1 sonucunu ¢ikaririz.

Konkavlik I¢in ikinci Tiirev Testi
y = f(x) bir [ araliginda iki kere tlirevlenebilir olsun.

1. [izerinde f" > Oise, f’nin I’daki grafigi yukar1 konkavdir.
2. [iizerinde f” < O0ise, f’nin I'daki grafigi asagi konkavdir.

¥ = f(x)’in ikinci tlirevi varsa, ikinci tiirevi gosterirken f” ve )" notasyonlarini degismeli
olarak kullanabiliriz.

ORNEK 1 Konkavlik Testini Uygulamak

(a) y = x> egrisi (Sekil 4.25), y” = 6x < 0 oldugu (—00, 0) araliginda asag1 konkav,
y"=6x>0 oldugu (0, 0) araliginda ise yukar1 konkavdir.

(b) y =x?egrisi (Sekil 4.26), y" = 0 daima pozitif oldugundan, (—co, 00) iizerinde yukari
konkavdir. [

ORNEK2  Konkavlii Belirlemek

y =3 +sinx’in [0, 27) lizerindeki konkavligini belirleyin.

Cozim y = 3 + sinx’in grafigi, " = —sinx’in negatif oldugu (0, 7r) araliginda asagiya
konkav, y” = —sinx’in pozitif oldugu (7, 27r) araliginda yukariya konkavdir (Sekil
4.27). ]
Biikiim Noktalari

Ornek 2'deki y = 3 + sinx egrisinin konkavlig1 (7, 3) noktasinda degisir (7, 3) nok-
tasina egrinin bir biikiim (déniim) noktas: denir.

TANIM Biikiim Noktasi

Bir fonksiyonun tegetinin bulundugu ve konkavligin degistigi noktaya biikiim
noktasi denir.

Bir egri iizerinde, bir noktanin bir tarafinda )" pozitif diger tarafinda negatif ise bu
nokta egrinin bir biikiim noktasidir. Boyle bir noktada, )" ya sifir (¢linki tiirevlerin de ara
deger oOzelligi vardir) ya da tanimsizdir. y iki kere tiirevlenebilen bir fonksiyonun bir
biikiim noktasinda y” = 0’dir ve y"’niin bir yerel maksimum veya minimum degeri vardir.
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-1 0 1

SEKIL 4.28 y = x*iin grafiginin,
y" = 0 olmasina ragmen, orijine biikiim
noktas1 yoktur (Ornek 3).

y

¥ yok A ’

X

SEKIL 4.29  y"niin bulunmadig: bir
noktada biikiim noktas1 olabilir (Ornek 4).
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ORNEK3  y” = 0 Oldugu Bir Noktada Biikiim Noktas Bulunmayabilir

y = x* egrisinin x = 0’da biikiim noktas1 yoktur (Sekil 4.28). O noktada y” = 12x? sifir
oldugu halde, isaret degistirmez. [ |

ORNEK4  y” "niin Bulunmadiji Bir Noktada Biikiim Noktasi Bulunabilir
y=x 173 egrisinin x = 0’da bir biikiim noktasi vardir (Sekil 4.29), fakat o noktada " yoktur.

2
= :z(xl/s) _ CZ((;X—m) _ _%x—5/3' -
2

Ornek 3’ten, ikinci tiirevin sifir oldugu bir noktada her zaman bir biikiim noktasinin
bulunmayabilecegini gordiik. Ornek 4’ten, ikinci tiirevin bulunmadigi noktalarda da
biikiim noktalarinin bulunabilecegni gordiik.

Bir dogru tizerinde, zamanin bir fonksiyonu olarak hareket eden bir cismin hareketini
incelemek igin, genellikle cismin, ikinci tlirevle verilen, ivmesinin nerede pozitif ve
nerede negatif oldugunu bilmekle ilgileniriz. Cismin konum fonksiyonunun grafigi iiz-
erindeki biikiim noktalari, ivmenin igaret degistirdigi noktalar: gosterir.

ORNEK 5 Bir Dogru Boyunca Hareketi incelemek
Bir pargacik, yatay bir dogru iizerinde
s(f)=20 142 +22t-5, t=0
konum fonksiyonu ile hareket etmektedir. Hiz1 ve ivmeyi bulun ve pargacigin hareketini
tanimlayn.
Cozim  Hiz,
v(f) =s'(1) =612 — 28t +22 =2(t— 1)(3t - 11)
ve ivme
a()=v'(t)=s"(t)=12t-28 =4(3t-7)

dir. s(f) fonksiyonu artarken, pargacik saga dogru gider; s(f) azalirken, pargacik sola dogru
gider.
t=1vet=11/3 iken birinci tiirev’in (v =s") sifir olduguna dikkat edin.

Araliklar 0<r<l1l 1<t<11/3 11/3<1t
v = s"’iin isareti + - +
s’nin davranisi artan azalan artan
Parcacagin hareketi saga sola saga

Pargacik, [0, 1) ve (11/3, 00) zaman araliklarinda saga, (1, 11/3) araliginda sola gider.
t=1vet=11/3 te, bir an igin duragandir.

t=7/3iken, a(t) = s"(t) = 4(3t — 7) ivmesi sifirdir.

Araliklar 0<r<7/3 7/3 <t

”s

a = s’’niin isareti - +

s’nin grafigi asagi konkav  yukartya konkav
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f=0,1"<0

= yerel max

f=0,7">0

= yerel min

[vme kuvvetinin yonii, [0, 7/3] zaman araliginda sola dogru, ¢ = 7/3 te bir anlik sifir ve
bundan sonra saga dogrudur. [

Yerel Ekstremum Degerler icin ikinci Tiirev Testi

Bir kritik noktada f"’nlin isaret degisikliklerine bakmak yerine, bazen bir yerel
ekstremum degerin varligini ve karakterini belirlemede agagidaki testi kullanabiliriz.

TEOREM5  Yerel Ekstremum Degerler icin ikinci Tiirev Testi

f"’niin x = ¢’yi igeren bir agik aralikta siirekli oldugunu varsayin.

1. f'(¢)=0ve f"(c) < Oise, f nin x = ¢'de bir yerel maksimumu vardir.
2. f'(¢)=0ve f"(c) > 0 ise, f nin x = ¢’'de bir yerel minimumu vardir.

3. f'(¢)=0ve f"(c) = 0 ise, test sonug vermez. Fonksiyonun bir yerel maksi-
mumu, bir yerel minimumu bulunabilir veya hicbiri bulunmayabilir.

ispat  Kistm (1). f"(c) < Oise, f” siirekli oldugundan, c’yi igeren bir 7 agik aralik iiz-
erinde f"(x) < 0 dir. Bu nedenle, [ iizerinde f' azalandir. f'(¢) = 0 oldugundan, c’de
f"’niin isareti pozitiften negatife degisir ve dolayisiyla Birinci Tiirev Testine gore f’nin
c’de bir yerel maksimumu vardir.

Kisim (2)’nin ispat1 benzerdir.

Kisim (3) igin, y = x*, y = —x* ve y = x® fonksiyonlarmi diisiiniin. Her bir fonksiyon
icin birinci ve ikinci tiirevler x = 0 da sifirdir. y =x* fonksiyonunun bu noktada bir yerel
minimumu, y = —x* fonksiyonun bir yerel maksimumu vardir ve y = x*> fonksiyonu
x = 0’1 igeren her acgik aralikta artandir (burada ne bir maksimumu ne de bir minimumu
vardir). Boylece, test sonug vermez.

Bu test, ¢’yi igeren bir aralikta degil sadece c’nin kendisinde f” yii bilmemizi gerek-
tirir.

Bu, testi uygulamay1 kolaylastirir. Bu iyi haberdir. Koétii haber sudur: f” =0 veya c’de
f” yoksa test sonugsuzdur. Bu durumda yerel ekstremum degerler igin Birinci Tiirev
Testi’ni kullanin.

f' ve f" birlikte, fonksiyonun grafiginin seklini, yani, kritik noktalarin nerede olduk-
lar1 ve bir kritik noktada ne oldugunu, fonksiyonun nerede arttigini ve nerede azaldigini ve
konkavlig: ile tanimlandig1 gibi, egrinin nasil dondiigiini ve biikiildiigini soylerler. Bu
bilgileri, fonksiyonun, baglica 6zelliklerini gdsteren, bir grafigini ¢izmek igin kullaniriz.

ORNEK 6 /nin Grafigini Cizmek igin £ ve £""nii Kullanmak
Asagidaki adimlari kullanarak
flx) =x* —4x> + 10
fonksiyonunun bir grafigini ¢izin.
(a) f’nin ekstremumlarinin nerelerde olduklarini belirleyin.
(b) f’nin artan oldugu araliklar1 ve azalan oldugu araliklar1 bulun.
(¢) f’nin grafiginin nerede yukariya konkav ve nerede asagiya konkav oldugunu bulun.
(d) f’nin grafiginin genel bir seklini ¢izin

(e) Yerel maksimum ve minimum noktalar, biikiim noktalari ve egrinin eksenleri kestigi
noktalar gibi 6zel bazi noktalari isaretleyin.
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ozim  f'(x) = 4x*> — 12x> var oldugundan f siireklidir. f’nin tamm kiimesi
(—00, 00)’dur, ayrica f"’niin tanim kiimesi de (—00, 00) dur. Béylece, f’nin kritik nokta-
lar1 sadece f'’niin sifirlarinda goriiliir.

f(x) = 4x> — 12x? = 4x*(x — 3)

oldugundan, birinci tiirev x = 0 ve x = 3’te sifirdir.

Araliklar x<0 0<x<3 3<x
f"’niin isareti - - +
f’nin davranisi azalan azalan artan

(a) Yerel ekstremumlar igin Birinci Tiirev Testini ve yukaridaki tabloyu kullanarak,
x = 0da bir yerel ekstremum bulunmadigin1 ve x = 3’te bir yerel minimum bu-
lundugunu goriiriiz.

(b) Yukaridaki tabloyu kullanarak, f’nin, (—0o0, 0] ve [0, 3] lizerinde azalan ve [3, 00)
tizerinde artan oldugunu goriiriiz.

@© f"(x)= 12x% = 24x = 12x(x — 2), x=0 ve x = 2°de sifirdir.

Araliklar x <0 0<x<2 2 <x
f’niin isareti + - +
f’nin davramis1 yukariya konkav  asagiya konkav yukariya konkav

f’nin, (=00, 0) ve (2, 0) araliklarinda yukariya konkav, (0, 2) araliginda asagiya konkav
oldugunu goriiriiz.

(d) Yukarida iki tablodaki bilgileri 6zetleyerek sunlari elde ederiz;

x<0 0<x<2 2<x<3 3<x

azalan azalan azalan artan
yukariya konkav asagiya konkav yukariya konkav  yukariya konkav

Egrinin genel sekli soyledir;

| | | .
azalan | azalan | azalan | artan Genel gekil
| | |
| | |
yukartya : asaglya :yukarlya: yukartya
konkav : konkav :konkav: konkav
I I I
NS AN
I ] |
| | |
biikiim bikiim Yerel

noktast noktast min
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SEKIL 4.30  f(x) =x* — 4x> + 10’un
grafigi (Ornek 6).

(e) Egrinin eksenleri kestigi noktalar1 ( miimkiinse ), y" ve y"’niin sifir oldugu noktalar

¢izin. Ekstremum degerleri ve biikiim noktalarin1 gosterin. Egriyi ¢izmek igin genel
sekli bir kilavuz olarak kullanim. (Gerektiginde ilave noktalar ¢izin.) Sekil 4.30 f’nin
grafigini gostermektedir. ]

Ornek 6'daki adimlar, bir fonksiyonun ve grafiginin baslica &zelliklerinin ortaya

koyan grafik ¢iziminde bir prosediir vermesi bakimindan yardimer olurlar.

= f (x) Grafigini Cizme Stratejisi
f’nin tanim kiimesini ve olabilecek simetrileri belirleyin
y' ve y"’nii bulun.

f’nin kritik noktalarini bulun ve her birinde fonksiyonun davranigini belirleyin

y
1
2
3
4. Egrinin nerede arttigini ve nerede azaldigini bulun.
5. Biikiim noktalarini (varsa) bulun ve egrinin konkavligini belirleyin.
6. Asimptotlart tanimlayin.

7

Eksenleri kesim noktalarini ve 3-5 adimlarinda bulunanlar gibi, 6zel
noktalar1 isaretleyin ve egriyi ¢izin.

ORNEK7  Grafik gizme Stratejisini Kullanmak

G0 ) VR
fx) = T+l in grafigini ¢izin.
Coziim
1. f’nin tanim kiimesi (—00, 00) dur ve eksenlere veya orijine gore simetri yoktur
(Bolim 1.4).
2. f've f”ni bulun.
2 x-kesim x = —1°de,
f(x) - M y-kesim (y=1)x=0da
1+ x?
e (1 +x3)2(x+1) — (x + 1)2-2x
x =
(1 + x?)?
2(1 — xz) Kritik noktalar:
- (1 +x2)2 x=-lLx=1
0 (1 4+ x2)?-2(—2x) — 2(1 = xH)[2(1 + x?)-2x]
X) =
(1 + x?)*
2
— 4x(x — 3) Biraz hesaptan sonra
(1 +x2)3
3. Kritik noktalarda davranis. f', tanim kiimesinin her yerinde tanimli oldugundan, kri-

tik noktalar yalnizca f'(x) = 0 oldugu x = =1 noktalarindadir (Adim 2).
f"(=1) =1 > 0 oldugundan Ikinci Tiirev Testine gére x = —1 de, bir yerel minimum
vardir. (1) =—1 < 0 oldugundan Ikinci Tiirev Testine gore x = 1 de, bir yerel maksi-
mum vardir. Adim 6 da, ikisinin de ayni zamanda mutlak ekstremum olduklarini
gorecegiz.



y
x=V3

1,2 biikiim noktas1
Ry

y=1
Yatay
asimptot
! X
x=-V3 !
biikiim noktas1
. (x + 1) .
SEKIL 4.31 y = 5~ in grafigi
X
(Ornek 7).
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4. Artanhik ve azalanlk. (—00, —1) araliinda f’(x) < 0 oldugunu ve egrinin azalan
oldugunu goriiriz. (-1, 1) araliginda, f'(x) > 0 dir ve egri artandir; (1, o0)
araliginda tekrar f'(x) < 0 dir ve azalandur.

5.  Biikiim noktalari. ikinci tiirevin paydasinin (Adim 2 ) daima pozitif olduguna dikkat

edin. Ikinci tiirev, f”, x = —\/3, 0 ve V3 ’te sifir olur. ikinci tiirev bu noktalarin
her birinde isaret degistirir: (—OO, —\/g) iizerinde negatif, (—\/g, 0) lizerinde
pozitif, (0, \/3> tizerinde negatif ve (\/3, OO) tizerinde tekrar pozitiftir. Boylece,
her nokta bir biikkiim noktasidir. Egri, (—OO, —\/?:) ,lizerinde asagiya konkav,
(—\/3:, 0) tizerinde yukariya konkav, (0, \/?:) tizerinde asagiya konkav ve
(\/g, OO) iizerinde tekrar yukarrya konkavdir.

6. Asimptotlar. f(x)’in paymi agarak ve sonra pay ve paydayi x” ile bolerek

_(X+1)2=x2+2x+1
1 + x?
1+ (2/x) + (1/x7)
() + 1

Pay1 agmak

x? ile bolmek

elde edilir. x — o0 iken f(x) — 1" ve x — — o0 iken f(x) — 1~ oldugunu gériiriiz.
Boylece y = 1 dogrusu yatay asimptottur.

f, (=00, —1) fizerinde azaldigindan ve sonra (-1, 1) {izerinde arttigindan,
f(=1) = 0’m bir yerel minimum oldugunu biliyoruz. f, (1, o0) lizerinde azalmasina
ragmen bu aralik iizerinde y = 1 yatay asimptotunu asla kesmez (asimptota {iistten
yaklasir). Grafik asla negatif olmadigindan, ayn1 f(—1) = 0 zamanda bir mutlak
minimumdur. Benzer sekilde, f(1) = 2 bir mutlak maksimumdur ¢ilinkii grafik
(—00, —1) lizerinde alttan yaklastig1 y = 1 yatay asimptotunu asla kesmez. Bu nedenle,
dikey asimptotlar yoktur (f’nin deger kiimesi 0 = y = 2 dir).

7. f’nin grafigi Sekil 4.31°de ¢izilmistir. x — — c0 iken y = 1 yatay asimptotuna yaklagan
grafigin, nasil asagiya konkav olduguna ve x — o0 iken y = 1’e yaklagiminda nasil
yukartya konkav olduguna dikkat edin. [

Tiirevlerden Fonksiyonlar Hakkinda Bilgi Edinmek

Ornek 6 ve 7'de gordiigiimiiz gibi, iki defa tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonu hakkinda
neredeyse gereken her seyi, birinci tiirevini inceleyerek 6grenebiliriz. Grafigin nerede
yiikselip algaldigin1 ve yerel ekstremum degerlerin nerede olduklarini bulabiliriz. Yik-
selme ve algalma araliklarin1 gecerken grafigin nasil biikiildiigiini 6grenmek i¢in y’’niin
tirevini alabiliriz. Fonksiyonun grafiginin seklini belirleyebiliriz. Tiirevden elde ede-
meyecegimiz tek bilgi grafigi xy-diizlemine nasil yerlestirecegimizdir. Fakat Boliim 4.2°de
gordiiglimiiz gibi, grafigi yerlestirmek icin gerekli olan tek ek bilgi f’nin bir noktadaki
degeridir. Tiirev, limitler kullanilarak bulunan asimptotlar hakkinda bize bilgi vermez
(Bolim 2.4 ve 2.5).
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ALISTIRMALAR 4.4

Grafikleri Cizilmis Fonksiyonlari incelemek

y =/

Tiirevlenebilir =

vy =)

»'> 0 = soldan

y =/

»' < 0 = soldan

diizgitin, baglantili; saga dogru yiikselir; saga dogru algalir;
yiikselip algalabilir dalgali olabilir. dalgali olabilir.
/ veya \ / veya \
y" isaret degistirir
y" > 0 = yukan y" < 0= asag1 biikiim noktasi
konkav; dalga yok; grafik konkav; dalga yok; grafik
yiikselip algalabilir yiikselip algabilir
veya \_ by
+ —
y' isaret degistirir = yerel bir noktada bir noktada

maksimum veya
yerel minimum

y'=0 ve y"<0;
Yerel maksimum

y'=0 ve y'>0;
Yerel minimum

1-8 alistirmalarinda grafikleri verilen fonksiyonlarin biikiim nokta-
larni, yerel maksimum ve minimumlarint belirleyin. Fonksiyonlarin
asag1 konkav ve yukari konkav olduklari araliklar belirleyin.

1. 3
N S
Y=3

y

— 2x +

N|><N
SIS

A

4
y=x7—2x2+4

_3,2_ 1283
y—4(x2 1)
y
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S )= x+sin zx,%f =x= 2{ 6y = tanx — dx, —g<x<% ¥’ Biliniyorsa Genel Sekli Cizmek

y Y 41-62 aligtirmalarinin her biri siirekli bir y = f(x) fonksiyonunun bi-
rinci tiirevini vermektedir. y”’nii bulun ve sayfa 214’teki grafik ¢izme
yonteminin 2—4 adimlarimi kullanarak f’nin grafiginin genel seklini

X bulun.

27 27 0 ' , )
3 3 41. y' =2 +x — x 4.y =x"—x—6
43. y' = x(x — 3) 4. y' =x*(2 — x)
45. y' = x(x* — 12) 46. y' = (x — 1)*(2x + 3)

,2m=x<=2m 8. y=2cosx —V2x, —Wst%T 47. y' = (8x — 5x2)(4 — x)*> 48. ' = (x* — 2x)(x — 5)?
y y

_ 2 T o
. -~ <x<=
\/\}\ 49 sec” x, 2 X >
| | x
—1r 0 37 m m

\/ 0 \/x a5 50. y' = tanx, —5<x<5

A I

X

<
|

OLCEKLI DEGIL 51. ) = cotg, 0<6<2r 52.) = csc? g, 0<6<2m
Denklemlerin Grafiklerini cizmek 53. ) = tan®6 — 1, —g <6< g
Sayfa 272’deki grafik ¢izme yonteminin adimlarini izleyerek 9-40 54. v = 1 — co2h. 0 <6<
alistirmalarindaki denklemlerin grafigini ¢izin. Biitiin yerel ek- ) y/ ’
stremum ve biikiim noktalarinin koordinatlarini belirtin. 55. y' =cost, 0=1=27
9. y=x>—4x+3 10. y = 6 — 2x — x? 56. y' =sint, 0=1=2m
r_ -2/3 r_ ~1/3
1. y=x'—3x+3 12. y = x(6 — 2x)° 7.y =@+ 1) 8.y = (x=2)7
r— 2/3 r— —4/5
B.oy=-20+67-3 M y=1-9%—6>—x 59. ' = x i — 1) 60. ' = x"(x + 1)
15 y= (x — 2P + 1 16. y=1— (x + 1) 61.y,:2|x|:{—2x,xﬁ0
17. y = x* — 222 = ¥2(x* = 2) , 2x, x>0
18. y = —x' + 6x> — 4 = x(6 — x°) — 4 62.y,:{—x, x =0
x5 x>0

19. y =4 —x* = x4 — x)
20. y=x*+2x3 = x*(x + 2) » Grafiklerind vi Cizmek
M.y =x — 5x* = x(x — ) y’ ve y” Grafiklerinden yyi Cizme
4 63—66 alistirmalarinin her birinde bir y = f(x) fonksiyonunun birinci
22. y = x(% - 5) ve ikinci tiirevlerinin grafikleri verilmektedir. Resmi kopyalayin ve P
noktasindan gegmek iizere, f’nin yaklasik grafigini ¢izin.
23. y=x tsinx, 0=x=2mw 63

y 04. y
24, y=x —sinx, 0=x =27 y=f
25, = x5 2. y = x5 P y =/
27. y =2 28. y = x*¥° AN
29. y = 2x — 3x%? 30. y = 5x°7 = 2 / ' / X
s Po .
3.y = x2/3<§ - X> 32. y = xP(x 9 y=f® s
33 y=xV8 —x? 4.y =02-x)" 65. y
x2 =3 x’
_ R Pe =

35. y —— x#2 36. y P y=f)
37. y=|x>— 1] 38. y = |x? — 2x| m

V—x, x=0 0 ’
39. y= Vx| =

Vx, x>0 y=1w
40.y=Vix—4|
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66. y

y=f)
X
p

Teori ve Ornekler

67. Asagidaki sekil iki kere tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun
grafiginin bir pargasini gdstermektedir. Isaretlenmis bes noktada
y' ve y"’nii pozitif, negatif veya sifir olarak belirleyin.

(=]

P¢

68. Asagida verilenlerle diizgiin birlestirilmis bir y = f(x) grafigi

Gizin.

f2)=38, f'@=f2=0,
f0)=4, |x|<2igin f'(x)<0
f2)=0, x <0 igin f"(x) <0

[x|>2igin f'(x) >0 x>0 igin f"(x)>0

69. Asagida verilenlerle iki kere tiirevlenebilen bir y = f(x) fonksiyo-
nunun grafigini ¢izin. Miimkiin oldugu yerde koordinatlar: belirtin.

X y Tiirevler
x <2 y <0, y >0
2 1 y =0, y">0
2<x<4 y'>0, y">0
4 4 y'>0, y"=0
4 <x<6 y'>0, y' <0
6 7 y' =0, y' <0
x>6 y' <0, y"<0

70. (-2, 2), (-1, 1), (0, 0), (1, 1) ve (2, 2) noktalarindan gegen ve ilk
iki tiirevi agagidaki isaret sekillerine uyan iki kere tiirevlenebilir
bir y = f(x) fonksiyonunun grafigini ¢izin.

Bir Dogru Boyunca Hareket 71 ve 72 alistirmalarindaki
grafiklerde bir koordinat dogrusu iizerinde ileri geri ilerleyen
bir cismin s = f(f) konumu goriilmektedir. (a) Cisim ne zaman
orijinden uzaklasir, ne zaman orijine yaklasir? Yaklasik hangi
anlarda (b) hiz sifira esittir? (c) ivme sifira esittir? (d) Ivme ne
zaman pozitif, ne zaman negatiftir?

71. s
Q
£
B
z
pen}
) s = fl)
E S
>~
I A R, ¢
0 5 10 15
Zaman (sn)
72. s
Q
£
.5
7
0
Q
o
5}
>~
0 5 10 15
Zaman (sn)

73. Marjinal maliyet Asagidaki grafik x adet mal iiretmenin
¢ = f(x) hayali masrafin1 gostermektedir. Yaklagik hangi iiretim
seviyesinde marjinal masraf azalmay1 birakip artmaya baslar?

c

Masraf

NP A B P
20 40 60 80 100120
Uretilen bin birim

74. Asagidaki grafik Widget Sirketi’nin son 12 yil igindeki aylik ka-
zancin gostermektedir? Yaklasik olarak hangi zaman araliklarin-
da marjinal kazang artmakta, hangilerinde azalmaktadir?

y




75.

76.

71.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

y =f(x) fonksiyonunun tiirevi
Y= = 1Px-2)

oldugunu varsayin. Varsa, hangi noktalarda f’nin grafiginin yerel
bir minimumu, yerel bir maksimumu veya bir biikiim noktast
vardir? (Yol gosterme: y” igin isaret tablosu ¢izin.)

vy = f(x) fonksiyonunun tiirevi

y'= - D) -2)(x-4)

oldugunu varsayimn. Varsa, hangi noktalarda f’nin grafiginin yerel
bir minimumu, yerel bir maksimumu veya bir biikiim noktasi
vardir?

x> 01igin, f(1) =0 ve f'(x) = 1/x olan bir y = f(x) egrisi ¢izin.
Boyle bir egrinin konkavligi hakkinda bir sey soylenebilir mi?
Yanitinizi agiklaym.

Higbir yerde sifir olmayan stirekli bir ikinci tiireve sahip olan bir
y = f(x) fonksiyonunun grafigi hakkinda bir sey sdylenebilir mi?
Yanitinizi agiklaym.

b, ¢ ve d birer sabitse, hangi b degerinde y = x> + bx> + ¢cx + d
egrisinin x = 1°de bir biikiim noktas1 vardir? Yanitiniz1 agiklayin.

Yatay tegetler Dogru mu, yanlis m1? Agiklayin.
a. Cift mertebeli (en biiyiik iissi ¢ift) her polinomun grafiginin
en az bir yatay tegeti vardir.

b. Tek mertebeli (en biiyiik iissii tek) her polinomun grafiginin
en az bir yatay tegeti vardur.

Paraboller

a.y = ax> + bx + ¢ a # 0 paraboliiniin tepe noktasmin

koordinatlarini bulun.

b. Parabol ne zaman yukar1 konkav, ne zaman asagi konkavdir?
Yanitinizi agiklayimn.

Iki kere tiirevlenebilir bir y = f(x) fonksiyonunun grafiginin
konkavliginim her f’(x) = 0 oldugunda degistigi dogru mudur?
Yanitinizi agiklayin.

Kuadratik egriler 2

egrisinin  biikiim noktalari
Yanitinizi agiklayimn.

Bir y = ax* + bx + ¢, a # 0 kuadratik
hakkinda ne sdyleyebilirsiniz?

84. Kiibik egriler Biry = ax® + bx? + cx +d, a # 0 kiibik egrisinin
biikiim noktalar1 hakkinda ne sdyleyebilirsiniz? Yanitinizi
aciklayin.

BILGISAYAR ARASTIRMALARI

85-88 aligtirmalarinda, fonksiyonunun grafigi lizerindeki (varsa)
biikiim noktalarin1 ve fonksiyonun bir yerel minimum veya bir yerel
maksimum degerinin bulundugu noktalarin koordinatlarini bulun.
Sonra bu noktalarin hepsinin ayni anda goriilebilecegi kadar biiyiik bir
bolgede fonksiyonun grafigini ¢izin. Ciziminize fonksiyonun birinci
ve ikinci tiirevlerini de ekleyin. Bu grafiklerin x-eksenini kestikleri
degerler ile fonksiyonun grafigi arasinda nasil bir iliski vardir? Tiirev-
lerin grafikleri baska hangi yonlerden fonksiyonun grafigiyle iliski-
lidir?

85.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95s.
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y =x> — 5x* — 240 86. y = x> — 12x?

y:%x5+16x2—25
4 3
=7~ 3~ 4T+ 12+ 20

f(x) = 2x* — 4x? + 1 fonksiyonunu ve ilk iki tiirevini birlikte
¢izin. f’ve f”niin isaretleri ve degerlerine bagh olarak f fonksi-
yonunun davranigini yorumlayin.

f(x) = x cos x fonksiyonunu ve ikinci tlirevini 0 = x = 27
araliginda birlikte ¢izin. f"’niin isaretleri ve degerlerine bagl
olarak f fonksiyonunun davranisini yorumlayin.

a. Ortak bir ekranda, £ = 0 ve civarindaki negatif ve pozitif
degerler igin f(x) = x> + kx fonksiyonunu ¢izin. A’nin
degeri grafigin seklini nasil etkilemektedir?

b. f'(x)’i bulun. Géreceginiz gibi, f'(x) x’in kuadratik bir fonksi-
yonudur. Bu kuadratik denklemin diskriminantini  bulun
(ax* + bx + ¢’nin diskriminant: 5% — 4ac’dir). Hangi k de-
gerlerinde diskriminant pozitif, hangilerinde sifir veya negatif-
tir? Hangi k degerlerinde f'’niin iki sifir1 ya da tek sifir1 var-
dir, hangilerinde hig sifir1 yoktur? Simdi & degerlerinin f
fonksiyonunun grafiginin sekliyle olan iliskilerini agiklayin.

c. Baska k degerlerini deneyin. £k > — 0 ve k — OO iken ne
olur?

a. Ortak bir ekranda, k¥ = — 4 ve civarindaki degerler icin
flx) = x* + kx® + 6x%, —2=x = 2 fonksiyonunu gizin.
k’nin degeri grafigin seklini nasil etkilemektedir?

b. f"(x)’i bulun. Géreceginiz gibi, f”(x) x’in kuadratik bir fonksi-
yonudur. Bu kuadratik denklemin diskriminantini bulun (Alis-
tirma 91(b)’ye bakin). Hangi & degerlerinde diskriminant po-
zitif, hangilerinde sifir veya negatiftir? Hangi & degerlerinde
f/(x)’in iki sifir1 ya da tek sifir1 vardir, hangilerinde hig sifirt
yoktur? Simdi & degerlerinin f fonksiyonunun grafiginin sek-
liyle olan iligkilerini agiklayin.

a. y = x?3(x? — 2) fonksiyonunu —3 < x < 3 arahiginda ¢izin.
Ekranda konkavlik, yiikselme ve algalma ile ilgili gordiik-
lerinizi analiz kullanarak dogrulayin (Grafik ¢izicinize bagl
olarak, x’in negatif degerlerinde bir ¢izim elde etmek icin
x23i (x2)'3 olarak yazmak zorunda kalabilirsiniz).

b. Egrinin x = 0’da bir sivri ucu mu, yoksa sadece sagdan ve
soldan tiirevleri farkli olan bir kosesi mi vardir?

a. y = 9x?*(x — 1) fonksiyonunu 0.5 = x = 1.5 arahiginda
¢izin. Ekranda konkavlik, yilikselme ve alcalma ile ilgili
gordiiklerinizi analiz kullanarak dogrulaymn. Orijinin soluna
dogru egrinin konkavligi nedir? (Grafik g¢izicinize bagh
olarak, x’in negatif degerlerinin bir ¢izimini elde etmek icin
x23*ii (x*)'/3 olarak yazmak zorunda kalabilirsiniz).

b. Egrinin x = 0’da bir sivri ucu mu, yoksa sadece sagdan ve
soldan tiirevleri farkli olan bir késesi mi vardir?

y = x + 3sin2x egrisinin x = -3 civarinda yatay bir tegeti var

midir? Yanitinizi agiklayin.
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(b)

SEKIL 4.32  Kare seklindeki ince bir
teneke levhanin kdseleri kesilerek yapilan
acgik kutu. Hacmi maksimize eden kose
olgiileri nedir (Ornek 1)?

Maksimum
y
y =x(12-2 x)?,
= 0=x=6
g
jant
min min
N . i
0 2 6

OLCEKLI DEGIL

SEKIL 4.33  Sekil 4.32°deki kutunun
hacminin, x’in fonksiyonu olarak grafigi

Bir seyi optimize etmek demek onu bir yonden minimize veya maksimize etmek demektir.
Cevresi sabit olan maksimum alanli bir dikdértgenin boyutlart nedir? Silindirik bir kutu
i¢in en ucuz sekil nedir? En karli tiretim veriminin boyutu nedir? Diferansiyel hesap, bir
fonksiyonun maksimizasyonunu veya minimizasyonunu isteyen problemlerin ¢dziimii igin
gliclii bir aractir. Bu boliimde, is hayatindan, matematikten fizik ve ekonomiden ¢esitli op-
timizasyon problemler ¢oziiyoruz.

is ve Endiistriden Ornekler
ORNEK1  Bir Kutu Uretmek

Ustii acik bir kutu 12 x 12 in¢®’lik bir teneke levhanin koselerinden es buyiikliikte kiigiik
kareler kesilip, kenarlart kivrilarak yapilacaktir. Kutunun miimkiin oldugunca fazla sey
alabilmesi igin koselerden kesilen kareler ne biiyiikliikte olmalidir?

Cizim  Ise bir resimle baslariz (Sekil 4.32). Sekilde, kenar karelerinin koseleri x ingtir.
Kutunun hacmi bu degiskenin bir fonksiyonudur:

V(x) = x(12 — 2x)* = 144x — 48x* + 4x3 V= hiw

Teneke levhanin kenarlar1 sadece 12 in¢ uzunlugunda oldugu i¢in, x = 6 ve J ’nin tanim
aralig1 0 = x = 6 araligi olur.

J’nin grafigi (Sekil 4.33) x = 0’da ve x = 6°da 0 degerli birer minimum ve x = 2
yakininda bir maksimum oldugunu gosterir. Daha fazlasini 6grenmek igin, V" 'nin x’e gore
birinci tlirevini inceleriz:

av 2 _ 2y _

o 144 — 96x + 12x° = 12(12 — 8 + x°) = 12(2 — x)(6 — x).
x =2 ve x = 6 koklerinden, sadece x = 2 fonksiyonun deger araliginda bulunur ve kritik
nokta listesini olusturur. Bu tek kritik noktada ve iki ug noktada V" ’nin degerleri sdyledir:

Kritik nokta degeri: ~ V(2) =128
Ug nokta degerleri :  7(0)=0, V(6)=0.
Maksimum hacim 128 ing¢® olur. Kesilen karelerin bir kenar1 2 ing olmalidir. [ |

ORNEK 2

Bir dik silindir seklinde bir 1 litrelik kutu yapmaniz isteniyor (Sekil 4.34). Hangi boyut-
larda en az malzeme kullanilir?

Randimanli Bir Silindirik Kutu Tasarlamak

Kutunun hacmi: r ve h santimetre olarak 6l¢iiliirse, kutunun hacmi cm’ olarak

ar*h = 1000

Coziim

1 L=1000cm’
olur.

A = 2mr* + 2mrh

—
dairesel

Kutunun yiizey alani:
dairesel

tabanlar duvar



2r

SEKIL 4.34 Bu 1 litrelik kutu A =2r
oldugunda en az malzeme gerektirir
(Ornek 2).
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“En az malzeme” terimini nasil yorumlayacagiz? Bir olasilik malzemenin kalinligini ve tire-
timdeki artiklar1 goz ardi etmektir. Bu durumda, 7722 = 1000 kosulunu saglayan ve toplam
yiizey alanini olabildigince kiiglik yapan 7 ve / boyutlarini arariz.

Yiizey alanini tek degiskenin fonksiyonu olarak ifade etmek igin, 7724 = 1000 den bir
degiskeni ¢ézer ve bunu ylizey alan1 formiiliinde yerine yazariz. 4’yi ¢6zmek daha ko-
laydr:

_ 1000

777"2

h

Boylece A nin formiilii su hale gelir:

A = 2mr* + 2arh
= 2mr? + 277r(1000>

7TI”2
2000

_ 2
= 27mrc + 7

Amacimiz, 4 nin degerini minimize eden bir » > 0 degeri bulmaktir. Sekil 4.35 boyle bir
degerin varligini ileri stirer.

ince ve
uzun kutu

Kalin ve
genis kutu
A=2m? + @ r>0

ince ve uzun

|
|
ﬂ i )
- 0 3/500
a

Kalin ve genis

SEKIL 4.35 4 = 2 + 2000/r’nin grafigi yukariya konkavdir.

Grafikte suna dikkat edin: kii¢iik bir » degeri igin (bir boru pargasi gibi ince uzun bir
kap), 2000/r terimi baskin gikar ve 4 biiyiik olur. Daha biiyiik 7 degerlerinde (pizza tabag
gibi kisa genis bir kap), 2772 terimi baskindir ve 4 yine biiyiik olur.

A, u¢ noktalari bulunmayan bir aralik, » > 0 iizerinde tiirevlenebilir oldugundan,
sadece birinci tiirevinin sifir oldugu yerde bir minimumu olabilir.

ad _ 4ar — 2000
dr 72
0 =4mr — 22(2)0 dA/dr = 0 yazin
473 = 2000 72 ile garpm
r= 3 % ~ 542 Pyi ¢oziin.

r = V/500/7 ‘de ne olur?
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SEKIL 4.36  Ornek 3’teki yarim ¢ember
igine ¢izilen dikdortgen.

Ikinci tiirev
2
o _ 4y 1 2000
dr r
A’nin biitlin tanim araliginda pozitiftir. Bu nedenle, 4’nin grafigi her yerde yukari

konkavdir ve A'nin » = V/500/7 *deki degeri bir mutlak minimumdur.
h’nin karst gelen degeri (biraz islemden sonra)

_ 1000

’7TI’2

/500
o

h

=2 = 2r

dir. En az malzeme kullanilan 1-litrelik en randimanli kutunun yiiksekligi ¢apina esittir,
burada r ~ 5.42cm ve & ~ 10.84 cm. ]

Uygulamali Optimizasyon Problemlerini Cozmek

1. Problemi okuyun. Anlayana kadar problemi okuyun. Neler verilmistir?
Optimize edilecek bilinmeyenin niceligi nedir?
Bir resim ¢izin. Problem i¢in 6nemli olabilecek noktalar1 isimlendirin.
Degiskenleri belirleyin. Resimdeki ve problemdeki her bagintiyr bir denk-
lem veya cebirsel bir ifade olarak yazin ve bilinmeyen degiskeni tanimlayn.

4. Bilinmeyen nicelik igin bir denklem yazin. Yapabiliyorsaniz, bilinmeyenleri
problemdeki bir degisken cinsinden veya iki bilinmeyenli iki denklem sek-
linde ifade edin. Bu oldukga islem gerektirebilir.

5. Tamum kiimesindeki kritik noktalar: ve u¢ noktalarini test edin. Fonksiyonun
grafiginin sekli hakkinda bildiklerinizi kullanin. Kritik noktalar1 belirlemek
ve smiflandirmak igin birinci ve ikinci tiirevleri kullanin.

Matematikten ve Fizikten Ornekler
ORNEK3  Dikddrtgen yerlestirmek

2 yaricapl bir yar1 gemberin igine bir dikdortgen yerlestirilecektir. Bu dikdortgenin alani
en fazla ne olabilir ve boyutlari nedir?

Cizim  Cemberin ve dikdortgenin koordinat sistemine yerlestirilmesiyle elde edilen
dikdértgenin kosesinin koordinatlari (x, V4 — x?) olsun (Sekil 4.36). Bu durumda,
dikdortgenin uzunlugu, yiiksekligi ve alani sag alt kdsenin koordinatt x cinsiden ifade
edilebilir:

Uzunluk: 2x, Yiikseklik: V4-x? | Alan: 2x - V4—x?

x’in degerlerinin, dikdortgenin segilen kdsesinin bulundugu 0 = x = 2 araliginda olmasit
gerektigine dikkat edin.
Amacimiz, [0, 2] tanim kiimesi lizerinde

A(x) = 2xV4 — x?

fonksiyonunun mutlak maksimum degerini bulmaktir.
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Willebrord Snell van Royen
(1580-1626)
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SEKIL 4.37  Bir ortamdan daha yogun bir
ortama gecerken kirilan (yolu degisen) bir
15tn demeti (Ornek 4).
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dd _ =% o\
e ﬁ_xz—i—Z 4 —x

tirevi, x =2 oldugunda tanimsiz ve

—2x?
—==—— +2V4—x*=0
V4 — x?
27+ 24 -xH) =0
8 — 4x? =
¥=2 veya x = V2
oldugunda sifirdir. Iki kok x = V2 ve x = —\V/2 "den sadece x = V2 A’nin tamim

araliginda bulunur ve kritik nokta listesine katilir. 4’nin ug noktalardaki ve bu tek nok-
tadaki degerleri soyledir:

Kritik nokta degeri: A(\ﬁ) =2\V2V4—2=4

Ug nokta degerleri: A(0) = 0, A(2) = 0.
Dikdaértgenin yitksekligi V4—x2 = \/E ve uzunlugu 2x =2\E oldugunda, alanin maksi-
mum degeri 4 olur. [

ORNEK 4 Fermat Prensibi ve Snell Yasasl

Isigin hiz1 icinde dolastig1 ortama baglidir ve daha yogun ortamlarda daha yavas olma
egilimi vardir.

Optikteki Fermat prensibi 1518in her zaman bir noktadan digerine en g¢abuk gide-
bilecegi yoldan gittigini sdyler. Bir 151k demetinin, 151k hizinin ¢; oldugu bir ortamdaki 4
noktasindan hizinin ¢, oldugu bir ortamdaki B noktasina giderken izleyecegi yolu bulun.

Cozim  A’dan B’ye giden 151k bu isi en ¢abuk gidebilecegi yoldan yaptigina gore, yolculuk
zamanint minimize edecek bir yol arayacagiz. A ve B’nin xy-diizleminde bulunduklarini
ve iki ortam1 ayiran dogrunun x ekseni oldugunu varsayacagiz (Sekil 4.37).

Diizgiin bir ortamda, yani 1s1gin hizinin sabit kaldigi bir ortamda, “en kisa zaman”
“en kisa yol” anlamina gelir ve 151k demeti bir dogru izleyecektir. Dolayisiyla, 4°dan B’ye
giden yol 4’dan bir P smir noktasina giden bir dogru pargasi ve oradan da B’ye giden bir
baska dogru parcasindan olusur. Mesafe esittir siirat ¢arp1 zaman formiiliinden

mesafe
Zaman =
stirat

olarak bulunur. Is1mn 4’dan P’ye gitmesi i¢in gereken zaman buradan

_ AP _ Va* +x*

h =g 1

seklinde bulunur. P’den B’ye gitmesi i¢in gereken zaman ise

_PB _ Vb2 + (d — x)?

= [ Co

olur.
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dt/dx dt/dx dt/dx
negatif stfir pozitif

£

[—=——-—-=- R
| o

|
0 o d

SEKIL 4.38  Ornek 4°teki dt/dx’in isaret
diizeni

A’dan B’ye gitmesi i¢in gereken zaman bunlarin toplamidir:

\/a2+x2+ Vb* + (d — x)

C1 2

t=t +H =
Bu denklem #’yi x’in, tanim aralig1 [0, d] olan bir fonksiyonu olarak tanimlar ve biz de
#’nin bu kapali araliktaki minimumunu bulmak istiyoruz. Buradan

dar _ x _ d—x
dx aVa?+x* Vb?+ (d—x)?

tiirevini elde ederiz. Sekil 4.37’teki 0, ve 6, agilar1 cinsinden

dt sin 0 sin 6,

dc 2

bulunur. x’i 0 = x = d araligna kisitlarsak, #’'nin x = 0’da bir negatif tiirevi ve x = d’de bir
pozitif tiirevi vardir. Dolayisiyla, Tiirevler Igin Ara Deger Teoremine gére (Boliim 3.1)
dt/dx = 0 oldugu bir xo € [0, d] noktas1 vardir (Sekil 4.38). Boyle tek bir nokta bulunur,
¢linkii dt/dx x’in artan bir fonksiyonudur (Alistirma 54’e bakin). Bu noktada

sinf; _ sin6,

C1 2

olur. Bu denklem Snell yasas1 veya Kirilma Yasasidir ve optik teoride 6nemli bir prensip-
tir. Isik demetinin izledigi yolu tanimlar [

Ekonomiden Ornekler

Bu o6rneklerde, analizin ekonomi teorisine katkida bulundugu iki noktaya dikkat ¢ekmek
istiyoruz. Ilki, kari maksimize etmek igin yapilmasi gerekenler, ikincisi ortalama maliyeti
minimize etmek igin yapilmasi gerekler.

r(x) = x birim satmanin kazanci
c(x) = x birim tiretmenin maliyeti

p(x) = r(x) — c(x) = x birim Gretme ve satmanin kari

oldugunu varsaym. Marjinal gelir, marjinal maliyet ve marjinal kar

% = marjinal gelir,
% = marjinal maliyet,
dp .

-+ = 1ka

4, = marjinal kar

olarak verilir. Ilk gézlem p krmin bu tiirevlerle olan iliskisi hakkindadr.

r(x) ve c(x) her x > 0 i¢in tiirevlenebiliyorsa ve p(x) = r(x) — c(x)’in maksimum bir
degeri varsa, bu p’(x) = 0 oldugu bir iiretim seviyesinde ortaya ¢ikar. p(x) = r'(x) — ¢ '(x)
oldugundan, p'(x)=0

r'x)—c(x)=0 veya r'(x)=c'(x)

gerektirir.



c(x) = x3 = 6x2 + 15x

r(x)=9x

} Kar i¢in

} maksimum
I

I

} Zarar i¢in yerel maksimum
!

|
0 2-V2 2 2+V2

OLCEKLI DEGIL

SEKIL 4.40  Ornek 5 igin maliyet ve gelir
egrileri.
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Bu nedenle

Maksimum kéra yol agan iiretim seviyesinde, marjinal gelir marjinal maliyete
esittir (Sekil 4.39)

y
Maliyet c(x)
5 Gelir r(x)
S
s Esitlik ‘
% } Maksimum kar, ¢ '(x) = r'(x)
[
[
[
[
| Zarar igin yerel maksimum (minimum kér), ¢'(x) = r'(x)
| !
- X
0 Uretilen birim

SEKIL 4.39 Tipik bir maliyet fonksiyonunun grafigi asagi konkav baslar ve daha sonra yukari
konkav olur. Esitlik noktast B’de gelir egrisini keser. B’nin solunda, sirket zararla g¢aligmaktadir.
Sagda ise sirket, maksimum kar ¢’(x) = r'(x)’te gerceklesmek iizere, karla caligmaktadir. Daha da
sagda, maliyet geliri geger (belki pazar doyumu, isgiici artimi ve malzeme maliyetlerinin bir
birlesiminden dolay1) ve iiretim seviyesi yine karsiz bir hale gelir.

ORNEK5  Kan Maksimize Etmek
x, bin birimi temsil etmek {izere
r(x) =9x ve c(x)=x>—6x*+ 15x

olsun. Kar1 maksimize edecek bir iiretim seviyesi var midir? Varsa, nedir?

Cozim  #'(x) =9 ve ¢’(x) = 3x* — 12x + 15 olduguna dikkat edin.
32— 12x+15=9 ¢'(x) =r'(x) koyun.
3 —12x+6=0

Kuadratik denklemin iki ¢6zimii

_12-Vn

X1 6

:12+6\@:2+\/§

=2-V2~058 ve

X ~ 3.414

tiir. En fazla kar igin olasi liretim seviyeleri x ~ 0.586 bin birim veya x ~ 3.414 bin birimdir.
p(x) = r(x) — c(x)’in ikinci tiirevi, 7"(x) her yerde sifir oldugundan p”(x) = —c"(x)
dir. Boylece, p"(x) =6(2 —x), x =2+ V2 de pozitif ve x =2 — V2 de negatiftir.
Ikinci Tiirev Testine gore, yaklasik olarak x = 3.414 yakinlarinda bir maksimum kar
(gelirin maliyeti astig1 yer) ve yaklasik olarak x = 0,586 yakinlarinda maksimum zarar
goziikiir. (x)’in grafigi Sekil 4.40°ta gdsterilmistir. [
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y
c(x) = 5(;& +25x

y=25x

Maliyet

X min
Devre uzunlugu

SEKIL 4.41  Ortalama giinliik maliyet c(x),
bir hiperbol ve bir lineer fonksiyonun
toplamidir ( Ornek 6).

ORNEK6  Maliyeti Minimize Etmek

Bir marangoz, her giin 5 mobilya tiretmek igin fidan-iiretimi maun kullanmaktadir. Her bir
tahta konteynerinin teslimati 5000 $ iken bu malzemenin depolama iicreti giin basina bir
birim i¢in 10$ dir. Bir birim, bir mobilya tiretmek i¢in gereken malzemedir. Teslimatlar
arasindaki tiretim devresinde, giinliik ortalama maliyeti minimize etmek i¢in her defasinda
ne kadar malzeme siparis edilmelidir ve ne siklikta teslimat yapilmalidir?

Cozim  Her x gilinde bir teslimat yapilmasi istenirse, bu iiretim devresinde yeterli malze-
menin bulunmasi i¢in 5x birim siparis edilmelidir. Ortalama depolama miktar1 yaklasik
olarak teslimatin yaris1 kadar, veya 5x/2 dir. Boylece, her bir devrenin teslimat ve depo-
lama maliyeti yaklasik olarak

Devre bagina maliyet = teslimat maliyeti + depolama maliyeti

. Sx
Devre basina maliyet = 5000 + ( < x 10
—— 2 —_— —
teslimat —— depolanan giin basina
maliyeti depolanan giin sayis1 depolama maliyeti

ortalama miktar

Ortalama giinliik maliyet c(x)’i devre basina maliyeti devredeki giin sayist x’e bolerek
buluruz (Bkz. Sekil 4.41).

¢(x) = 3000

¥ T 25x, x>0.

x — 0 iken ve x — 00 iken giinliik ortalama maliyet ¢ok biiyiir. Dolayistyla bir minimum
olmasin bekleriz, fakat nerede? Amacimiz, mutlak minimum maliyeti saglayan, teslimat-
lar aras1 x giin sayisin1 belirlemektir.

Tirevin nerede sifir oldugunu belirleyerek kritik noktalart buluruz:

5000
2

x=xV200 = £14.14.

c'(x) =— +25=0

iki kritik noktadan sadece V200 c(x)’in tanim kiimesindedir. Ortalama giinliik maliyetin
kritik nokta degeri

5000 N
c¢(V200) = o200 + 25V/200 = 500V2 ~ $707.11.

dir. c(x)in tamm kiimesi (0, 00) dur ve c”"(x) = 10000/x* > 0 dir. Boylece,

x=7Y200 = 14.14 giin de bir mutlak minimum vardir.
Marangoz, egzotik tahtadan her 14 giinde 5(14) = 70 birim teslimatlik bir program
yapmalidir. [
Ornek 5 ve 6'da birim sayist x’in herhangi bir pozitif reel say1 olmasina izin verdik.
Gergekte, genellikle x ’in sadece pozitif tamsay1 (veya sifir) olmasi durumunda bir anlam
vardir. Cevabimizi yuvarlamamiz gerekirse, yukart m1 yoksa asagi mi yuvarlamaliy1z?

ORNEK?7  Minimum Maliyetin Hassasiyeti

Ornek 6 da en iyi ¢dziim igin, teslimatlar arasindaki giin sayisin1 yukart m1 yoksa agagi mi
yuvarlamaliy1z?
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Coziim 14.14 ten 14’¢ yuvarlarsak ortalama glinliik maliyet yaklasik olarak 0.03 $ kadar ar-

tar:

ve
olur.

Ote yandan,
iyidir.

ALISTIRMALAR 4.5

c(15)
$708.33 — $707.11 = $1.22 artar. Boylece, x’i

c(14) =

5000

14 + 25(14) = $707.14

c(14) - ¢(14.14) = $707.14 — $707.11 = $0.03

$708.33 dir ve yukari yuvarlarsak maliyetimiz
asagiya, 14 giine yuvarlamamiz daha

Tek degiskenli bir fonksiyonu maksimize veya minimize ederken, ¢6z-
diigiiniiz probleme uygun bir tanim araliginda fonksiyonun grafigini
¢izmenizi tavsiye ederiz. Grafik hesaplamalariniza bir 6ngoriis getire-
cek ve yanitinizi anlamaniza yardimei olacak gorsel bir kapsam sagla-
yacaktir.

Geometrik Uygulamalar

1. Cevreyi minimize etmek Alani 16 ing? olan bir dikddrtgenin
olast en kiigiik gevresi ve boyutlart nedir?

2. Cevreleri 8 m olan biitiin dikdortgenler arasinda alani en biiyiik
olaninin bir kare oldugunu gosterin.

3. Asagida verilen sekil, hipoteniisii 2 birim uzunlugunda bir ikizke-
nar dik iiggenin igine yerlestirilmis bir dikdortgeni gostermektedir.

a. P’nin y koordinatini x cinsinden ifade edin (Yol gésterme: AB
dogrusu i¢in bir denklem yazin).

b. Dikdértgenin alanini x cinsinden ifade edin.

c. Dikdortgenin alabilecegi en biiyiik alan ve boyutlar1 nedir?

Y

P(x,?)

4. Bir dikdortgenin tabani x-ekseninde ve iist iki kogesi y = 12 — x?
paraboliiniin iizerine bulunmaktadir. Dikdortgenin alabilecegi en
biiyiik alan ve boyutlart nedir?

5. Kenarlari 8 ing ve 15 ing olan dikdoértgen bir kartonun kdselerin-
den es biiytikliikte kareler kesip, kenarlar: katlayarak agik bir dik-

10.

. En iyi ¢it plam

dortgen kutu yapmay1 planliyorsunuz. Bu sekilde yapabileceginiz
en biiyiik hacimli kutunun boyutlart ve hacmi nedir?

. Birinci dortte bir bolgenin kdsesini (a, 0)’dan (0, b)’a giden 20 bi-

rim uzunlugunda bir dogru pargasiyla kapatmay1 planliyorsunuz.
Dogru pargasiyla gevrelenen tiggenin alaninin @ = b oldugunda
en biiyiik oldugunu gosterin.

Dikdortgen bir tarla parcasi bir kenarindan bir
nehir ve diger ii¢ kenarindan elektrikli gitle gevrelenecektir. Elin-
izde 800 m tel bulunuyorsa, en fazla ne kadar bir alani gevreleye-
bilirsiniz? Boyutlart nedir?

. En kisa ¢it 216 m?lik dikdortgen bir bezelye tarhi bir citle

gevrelenecek ve kenarlardan birine paralel baska bir ¢itle esit iki
parcaya ayrilacaktir. En kii¢iik toplam ¢it uzunlugunu saglamak
i¢in dig dikdortgenin boyutlari ne olmalidir? Ne kadar g¢it gereke-
cektir?

. Bir tank tasarlamak Demir fabrikaniz bir kagit fabrikasi igin

500 ft® hacminde, kare tabanly, iistii acik, bir dikdortgen seklinde
¢elik tank yapmak igin anlagmistir. Tank, paslanmaz gelik tabaka-
larin  kenarlarindan birbirlerine lehimlenmesiyle yapilacaktir.
Uretim miihendisi olarak isiniz tankin olabildigince hafif agirlik-
ta olmasini saglayacak taban ve yiikseklik boyutlarini bulmaktir.

a. Fabrikaya kullanmalari i¢in hangi boyutlar bildirirsiniz?
b. Agirligi nasil hesaba kattiginiz1 kisaca agiklayin.

Yagmur suyu toplamak 1125 ft*liik iistii agik, tabani bir kena-
r1x ft olan bir kareden olusan ve y ft derinlikte dikdoértgen seklin-
de bir tank yagmur suyu toplamak igin Ustii yerle ayni seviyede
olacak sekilde yapilacaktir. Tankin maliyeti sadece tankin yapil-
dig1 malzemeden degil, xy ¢arpimiyla orantili kazma masrafindan
da olusmaktadir.

a. Toplam maliyet
c =50+ 4xy) + 10xy

ise, hangi x ve y degerleri bunu minimize eder?

b. (a) daki maliyet fonksiyonu i¢in olas1 bir senaryo verin.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Bir poster tasarlamak Kenar paylar1 yukarida ve asagida 4-ing
ve diger iki kenarda 2-ing olmak iizere, 50 ing? baski igerecek bir
poster tasarimi yapiyorsunuz. Kullanilacak kagidin miktarini
minimize edecek tiim boyutlar nedir?

3 yarigapli bir kiirenin igine oturtulabilecek en biiyiik dik koninin
hacmini bulun.

Bir tiggenin iki kenarinin uzunluklari a ve b, ve aralarindaki ag1
@dir. Hangi 6 deger iiggenin alanmi maksimize eder? (Ipucu:
A = (1/2)absin 0).

Bir kutu tasarlamak 1000 cm®lik bir hacim icerebilecek en
hafif (en az malzemeyle yapilmis), Gistii acik, dik bir silindir kutu-
nun boyutlar1 nedir? Buradaki sonucunuzu Ornek 2’deki sonugla
karsilagtirin.

Bir kutu tasarlamak Uretim siirecindeki fireyi de hesaba kata-
rak, 1000 cm® hacimli dik silindirik kutu tasarimi yapiyorsunuz.
Yanlar i¢in aliiminyumu keserken fire olmamaktadir, ancak r ya-
rigapl taban ve tavan kenarlart 27 uzunlugunda olan karelerden
kesilecektir. Dolayisiyla her kutu icin kullanilacak toplam alii-
minyum miktar1 Ornek 2'deki 4 = 277> + 2mrh yerine

A =82 + 2mrh

olacaktir. Ornek 2’de en ekonomik kutu igin /’nin 7 ’ye oran1 2’ye
1'di. Simdi bu oran nedir?

Kapakh bir kutu tasarlamak Bir mukavva pargast 10 ing e 15
ing Olgtilerindedir. Sekilde gosterildigi gibi dlgiisii 10 ing olan ke-
narin koselerinden es kareler ¢ikariliyor. Cikintilar katlanarak ka-
pakli bir dikdortgensel kutu elde edecek sekilde diger koselerden
es dikdortgenler gikariliyor.

] ]

DRV
sl

OLCEKLI DEGIL
2

(DR
il

a. Kutunun hacmi i¢in bir /(x) formiilii yaz1

b. Problemdeki durum igin /’nin tanim kiimesini bulun ve bu
tanim kiimesi lizerinde V’yi ¢izin.

¢. Maksimum hacmi bulmak i¢in bir grafik yontem kullanin ve
bu degeri veren x’i bulun.

d. (c) deki cevabinizi analitik olarak dogrulayin.

17. Bir bavul tasarlamak 24-ing’e 36-ing bir karton tabaka, sekil-

de gosterildigi gibi 24-ing’e 18-in¢ bir dikdortgen elde edilecek
sekilde ikiye katlaniyor. Sonra, katli dikdortgenin kdselerinden
kenar uzunlugu x olan dort es kare ¢ikariliyor. Daha sonra karton
aciliyor ve alt1 ¢ikinti, yanlart ve bir kapagi olan bir kutu olustur-
mak lizere yukariya katlaniyor.

a. Kutunun hacmi i¢in bir V(x) formiilii yazin.

b. Problemdeki durum igin /’nin tanim kiimesini bulun ve bu
tanim kiimesi lizerinde V’yi ¢izin.

¢. Maksimum hacmi bulmak i¢in bir grafik yoéntem kullanin ve
bu degeri veren x’i bulun.

d. (c) deki cevabinizi analitik olarak dogrulayn.
e. 1120 ing® hacim veren bir x degeri bulun.

f. (b)'de ortaya ¢ikan durumu tanimlayan bir paragraf yazin.

T
|
|
|
|
|
24" } 24"
|
|
|
|
l

I 36" !

18. x = —mden x = 7’ye kadar y = 4 cos (0.5x) egri yayinin altina

bir dikdortgen cizilecektir. En biiyiik alanl dikdértgenin boyut-
lar1 ve en biiyiik alan nedir?

19. 10 cm yarigapli bir kiirenin igine oturtulacak en biiyiik hacimli

dik dairesel silindirin boyutlarini bulun. En biiyiik hacim nedir?

20. a. Amerikan Posta Servisi ancak, uzunlugu ve g¢evre mesafesinin

toplami 108 ingi agsmayan kutulart yurti¢i tasima igin kabul et-
mektedir. Hangi boyutlar, uglar1 birer kare olan kutuya olasi en
biiyiik hacmi verir?
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Cevre mesafesi 24. Asagidaki oluk gosterilen boyutlarda yapilacaktir. Sadece 6 agisi
degistirilebilir. Hangi 6 degeri olugun hacmini maksimize ede-
cektir?

ANY
A \
zunlu Kare ug

\/

b. 108 inglik (uzunluk art1 gevre mesafesi 108-ing olacak) bir ku-
tunun hacminin grafigini, uzunlugunun bir fonksiyonu olarak
¢izin ve gordiiklerinizi (a)’ daki yanitinizla karsilastirin. 25. Kagit katlamak Asafida gosterilen 8.5%e-11-inglik dikddrtgen

21. (Ornek 20'nin devam.) kagit pargasi diiz bir yiizeye konulmus ve koselerinden biri, sekil-

de gosterildigi gibi, karsisindaki uzun kenarin iizerine konmus ve

a. Ucu kare olag bir kutu almak yerit.le, boyutlart /i X 1 X w ve kagit diizlestirilirken orada tutulmustur. Problemimiz katin ola-
cevre mesafesi 24 + 2w olacak sekilde kenarlari kare olan bir bildigince kiigiik olmasini saglamaktir. Uzunluga L deyin. Bunu
kutu aldiginizi varsayin. Bu durumda kutuya en biiyiik hacmi kagit ile deneyin

3l k tl ir?
saglayacak boyutlar nedir a. L?=2x°/(2x - 8.5) oldugunu gosterin.

Cevre mesafesi b. Hangi x degeri L*’yi minimize eder?

1 | ¢. L’nin minimum degeri nedir?
| |
i i D c
| w R
| I
] I
h I !
| I
| I
| I
| I
B e
_adl g W VI?2 - X2
h L O (asil konumu A'da)
b. Hacmin grafigini, A’nin bir fonksiyonu olarak g¢izin ve @
gordiigliniizii (a) daki ¢cevabinizla karsilastirin.
22. Bir pencere {izerine bir yarim ¢ember konulmus bir dikdortgen- 4 . P B
den olusmaktadir. Dikdortgen seffaf camdan yapilmisken, yarim o o
gember birim alan basina seffaf camin yarisi kadar 151k gegiren 26. Silindirler kurmak Asagidaki iki kurulum probleminin cevap-
buzlu camdan yapilmistir. Toplam gevre sabittir. En fazla 151k ve- larim kargilagtirm. ) '
recek pencere boyutlarini bulun. Cergevenin kalinligini dikkate a. Boyutlar x cm’ye y cm ve gevresi 36 cm olan dikdértgensel
almayin. bir kagit, sekilde (a) kisminda gosterildigi gibi, bir silindir
yapmak tizere yuvarlanacaktir. x ve y’nin hangi degerleri en
biiyiikk hacmi verir?
b. Aym kagit, sekilde (b) kisminda gosterildigi gibi, y uzunlu-
gundaki kenarlarindan biri etrafinda, bir silindir tarayacak se-
o kilde dondiiriilecektir. x ve y’nin hangi degerleri en biiyiik
/ hacmi verir?
s
/
y

23. Bir silo (taban dahil degil) {izerine bir yarim kiire oturtulmus bir
silindirden olusacak sekilde yapilacaktir. Yiizey alanimnin birim
kare basina yapim maliyeti yarim kiire icin silindir yan
duvarinmnkinin iki katidir. Hacim sabit ve yapim maliyeti mini-
mum olacaksa, kullanilmasi gereken boyutlari bulun. Silonun
kalmligimi ve yapimdaki fireyi dikkate almayin.

()
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27. Koniler Kurmak Hipoteniis V3m uzunlugunda olan bir dik
tcgen, dik kenarlarindan biri etrafinda, bir dik dairesel koni elde
etmek tizere gevriliyor. Bu yolla yapilabilecek en biiyiik hacimli
koninin yarigapini, yiiksekligini ve hacmini bulun.

28. Hangi a degerlerinde f(x) = x> + (a/x) fonksiyonunun
a. x = 2’de yerel bir minimumu vardir?
b. x = 1’de bir biikiim noktasi bulunur?

29. f(x) = x> + (a/x) fonksiyonunun higbir a degerinde bir yerel
maksimumu olamayacagini gosterin.

30. Hangi a ve b degerlerinde f(x) = x> + ax® + bx fonksiyonunun
a. x =—1’de bir yerel maksimumu, x = 3’te bir yerel minimumu

vardir?

b. x=4’te bir yerel minimumu ve x = 1°de bir biikiim noktasi var-
dir?

Fiziksel Uygulamalar

31. Dikey hareket Dikey olarak hareket eden bir cismin yiiksekligi,
s feet ve t saniye olmak {izere

s=-162+96t+ 112

ile verilmektedir. Asagidakileri bulun
a. cismin # = 0 anindaki hizin1
b. maksimum yiiksekligini ve zamanini
¢. s =0 iken hizint

32. En cabuk rota Jane, kiyidan 2 mil agikta bir bottadir ve kiy1
seridinde bota en yakin noktadan 6 mil ileride bir sahil kdyiine
ulagsmak istemektedir. Saatte 2 mil hizla kiirek ¢ekebilmekte ve
saatte 5 mil hizla yiiriiyebilmektedir. Kdye en kisa zamanda
ulasabilmesi igin, botla kiyidaki hangi noktaya ¢ikmalidur.

33. Kisa kalas Asagida gosterilen 8-ft’lik duvar binadan 27-ft
uzaktadir. Duvarim disindaki bir yerden binanin kenarma ulasabi-
lecek en kisa kalasin uzunlugunu bulun.

Kalas Bina

8’ duvar

27—

34. Bir kalasin Kkuvveti Dikdortgen seklinde tahta bir kalasin
kuvveti S, genisligi kere kalinligimin karesi ile orantilidir (Sekle
bakiniz).

35.

36.

37.

a. 12-ing-capl silindir seklinde bir kiitiikten kesilebilecek en
kuvvetli kalasin boyutlarini bulun.

b. S’yi kalasin eni w’nun bir fonksiyonu olarak ¢izin. Oranti
sabitini £ = 1 olarak alin. Gordiiklerinizi (a)’daki yanitinizla
karsilagtirin.

¢. Aymi ekranda, veya farkli bir ekranda, S’yi kalasin kalnligi
d’nin fonksiyonu olarak ¢izin. Yine £ = 1 alin. Grafiklerinizi
birbiriyle ve (a)’daki yanitinizla karsilastirin. £ icin basgka bir
deger segmenin etkisi ne olurdu? Deneyin.

T~

w
~_

Bir kalasin sertligi Bir kalasin sertligi S genisligi kere
kalinliginin kiibii ile orantilidir.

a. 12-ing-gapli silindir seklinde bir kiitiikten kesilebilecek en sert
kalasin boyutlarini bulun.

b. S’yi kalasin eni w’nun bir fonksiyonu olarak ¢izin. Oranti
sabitini £ = 1 olarak alin. Gordiiklerinizi (a)’daki yanitinizla
bagdastirin.

¢. Aynmi ekranda, veya farkli bir ekranda, S’yi kalasin kalnligi
d’nin fonksiyonu olarak ¢izin. Yine £ = 1 alin. Grafiklerinizi
birbiriyle ve (a)’daki yanitinizla karsilastirin. k i¢in bagka bir
deger segmenin etkisi ne olurdu? Deneyin.

Bir dogru iizerinde hareket Iki pargacigm s-ekseni iizerinde-

ki konumlari, s, ve s, metre, ¢ saniye olmak tizere s; =sin ¢ ve

s, =sin (¢ + 77/3)’dir.

a. 0 = ¢ = 27 araliginin hangi an(lar)inda iki pargacik bulusur?

b. Pargaciklar arasindaki uzaklik en fazla ne olur?

c¢. 0 =t = 27 aralifinda, pargaciklar arasindaki uzaklik ne
zaman eh hizli degisir?

Siirtiinmesiz araba Duvara bir yayla bagl siirtiinmesiz kiigiik
bir araba durgun konumundan 10 cm ¢ekiliyor ve ¢ = 0 aninda
4 saniye icin salimma brrakiliyor. ¢ anindaki konumu
s =10 cos mr¢'dir.

a. Arabanin maksimum hizi nedir? Araba bu hiza ne zaman ula-
sir? O anda nerededir ve ivmesinin biiytikligi nedir?

b. Araba, ivmesinin biyiikligii maksimum oldugunda nerede-
dir? O anda arabanin siirati nedir?

| ool




38.

39.

40.

Yanyana yaylarla asili olan iki kiitlenin konumlari s; =2 sin ¢ ve
5, = sin 2¢dir.
a. 0 < ¢araligmin hangi aninda iki kiitle birbirini geger?

(Ipucu: sin 2t =2 sin ¢ cos )

b. 0 = t = 27 araliginda hangi anda kiitleler arasindaki dikey
uzaklik en biyiiktiir? Bu uzaklik nedir?
(Ipucu: cos 2t = 2cos® t— 1)

i
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Sy————

iki gemi arasindaki uzakhk Ogleyin, 4 gemisi B gemisinin 12
deniz mili kuzeyindedir. 4 gemisi giin boyu giineye dogru 12 not
(saatte deniz mili; bir deniz mili 2000 yardadir) hizla gitmektedir.
B gemiside doguya dogru 8 notla gitmektedir.

a. Zamani 6gleyin ¢ = 0 olarak alin ve gemiler arasinda uzaklik
s’yi t’nin bir fonksiyonu olarak ifade edin.

b. Ogle vakti ve 1 saat sonra gemiler arasindaki uzaklik hangi
hizla degismektedir?

c. O giinkii gorlis mesafesi 5 deniz milidir. Gemiler hig birbirini
gorebildi mi?

d. -1 =t = 3 araliginda s ve ds/d¢’nin grafiklerini #'nin fonksi-
yonlar1 olarak birlikte ve miimkiinse farkli renklerde ¢izin.
Grafikleri karsilastirin ve gordiiklerinizi (a) ve (b)’deki yanit-
larla bagdastirm.

e. ds/dr’nin grafiginin birinci bdlgede yatay bir asimptotu var-
mig gibi goriinmektedir. Bu ¢t — 0O iken ds/dt’nin bir limit
degere ulastigini belirtir. Bu deger nedir? Bu degerin gemile-
rin tek tek hizlariyla iliskisi nedir?

Optikteki Fermat prensibi Optikteki Fermat prensibi 15181n bir
noktadan digerine giderken yolculuk zamanini minimize edecek
bir yol izledigini sdyler. Bir 4 kaynagindan cikan 151k, sekilde
gosterildigi gibi, bir diizlem ayna tarafindan bir B noktasindaki
aliciya yansitilmaktadir. Isigin Fermat prensibini gergeklestirmesi
i¢in, gelme agisinin yansima agisina esit olmasi gerektigini goste-
rin. (Bu sonug analiz kullanmadan da ¢ikartilabilir. Isterseniz ta-
mamen geometrik bir yaklasim da vardir.)

41.

42.
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Normal
Isik
alicisi
Is{k Gelme Yansima B
kaynagi agist agist
A
1 2

Diizlem ayna

Teneke zehirlenmesi Metalik teneke 13.2°°nin altinda tutuldu-
gunda, zamanla kirtlgan hale gelir ve gri bir toza parcalanir. Tene-
ke cisimler yillarca soguk bir iklimde tutulursa kendiliginden bu
gri toza parcalanir. Yillar 6nce kiliselerindeki teneke org borulari-
nin par¢alandigini géren Avrupalilar bu degisiklige teneke zehir-
lenmesi adin1 verdiler, ¢linkli zehirli gibi goriiniiyordu. Aslinda
gergekten zehirliydi, ¢linkii gri toz kendi olusumunun katalizorii-
diir.

Bir kimyasal reaksiyonun katalizérii kendisi degisime ugra-
madan tepkime hizin1 kontrol eden bir maddedir. Bir otokatalitik
tepkime irlinii kendi olusumunun katalizorii olan bir tepkimedir.
Boyle bir tepkime baslangigta katalizor miktar1 azsa yavas gelise-
bilir ve en sonunda da esas maddenin ¢ogu kullanildigi zaman yi-
ne yavaslar. Ancak, arada, hem madde hem de katalizor {iriinii bol
bulundugunda, tepkime daha hizli ilerler.

Bazi durumlarda, reaksiyonun v = dx/dt hizi hem ortamda
bulunan esas madde hem de {irtin miktar1 ile orantilidir. Yani, v
yalnizca x’in bir fonksiyonu olarak kabul edilebilir ve

v = kx(a —x) = kax — kx®
yazilabilir. Burada

x = {iriin miktar1
a = baglangigtaki madde miktar
k = pozitif bir sabit.

Hangi x degerlerinde v hizinin bir maksimumu vardir? v’ nin
maksimum degeri nedir?

Ucagm inis yolu  Bjr ucak, sekilde gosterildigi gibi, bir hava ala-
ninin, yatay olarak L uzakligindaki pistine inis igin algalmaya
basladiginda H yiiksekligindedir. Ugagin inis yolunun (rotasi)
y=ax’+bx* +ex +d, y(-L)=H ve y(0) = 0 seklinde bir kiibik
polinom fonksiyonun grafigi oldugunu varsayin.
a. x=0dady/dx nedir?
b. x=-L da dy/dx nedir?
3 2
c. y(x) = H [2 <%) + 3(%) } oldugunu gostermek igin
dy/dx’in x = 0’daki ve x = —Ldeki degerlerini »(0) = 0 ve
y(=L) = H ile birlikte kullanin.
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Inis yolu y

H = Ugus yiiksekligi
Hava alan1

} L

is ve Ekonomi

43.

44.

45.

46.

47.

Her bir sirt ¢antasini tiretmek ve dagitmak size ¢ dolara mal ol-
maktadir. Sirt gantalarmin her biri x dolara satiliyorsa, satilan
canta sayisi, a ve b belirli pozitif sabitler olmak {izere,

n=~%— 4+ b100 — x)

X —C

ile veriliyor. Hangi satis fiyati maksimum kar getirecektir?
Asagidaki fiyatlari oneren bir tur hizmeti veriyorsunuz.

50 kisi (turu gergeklestirmek i¢in minimum say1) tura katilir-
sa, kisi bag1 2008.
Maksimum toplam 80 kisiye kadar her ek kisi igin, kisi basi fi-
yat 28 azalir.
Turu yapmak 6000$ (sabit maliyet) art1 kisi basina 328 tutmakta-
dir. Karimizi maksimize etmek i¢in kag kisi gereklidir?

Vilson siparis miktar1 formiilii Envanter yonetiminin formiil-
lerinden biri mallarin ortalama haftalik siparisinin, 6demesinin
ve depolanmasinin maliyetinin
Alg) = % + cm + hjq
oldugunu sdyler. Burada ¢ elinizdekiler azaldiginda 1smarladigi-
niz seylerin (ayakkabilar, radyolar, siipiirgeler, veya her ne olursa)
miktari, k bir siparis vermenin maliyeti (aynisi, her ne kadar sik-
likta siparis verirseniz verin), ¢ bir malin maliyeti (bir sabit), m
her hafta satilan mal sayis1 (bir sabit) ve 4 de mal basina haftalik
depolama maliyetidir (yer, sigorta, imkanlar ve giivenlik gibi sey-
leri de igeren bir sabit).
a. Magazanizin envanter miidiirii olarak isiniz 4(¢)’yu minimize
edecek miktart bulmaktir. Bu nedir? (Yanit bularak bulacagi-
niz formiile Wilson lot boyutu formiilii denir).

b. Siparis maliyetleri bazen siparis miktarina baglidir. Boyle ol-
dugunda, £’yi, k ve ¢’nun sabit bir katinin toplami1 & + bgq ile
degistirmek daha gergekgidir. Bu durumda, 1smarlanacak en
ekonomik miktar nedir?

Uretim seviyesi Ortalama maliyetin en kiigiik oldugu iiretim se-
viyesinin (varsa), ortalama maliyetin marjinal maliyete esit oldu-
gu, seviyede oldugunu gosterin.

r(x) = 6x ve ¢(x) = x> — 6x% + 15x sizin gelir ve maliyet fonksiyon-
lariniz ise, yapabileceginiz en iyi seyin basa bas kalmak (gelirle
maliyetin esit olmasi) oldugunu gosterin.

48. Uretim seviyesi c(x) = x3 — 20x% + 20,000x fonksiyonunun x
adet mal {iretmenin maliyeti oldugunu varsayin. x adet mal {ret-
menin ortalama maliyetini minimize edecek bir {iretim seviyesi
bulun.

49. Ortalama giinliik maliyet Ornek 6'da, herhangi bir malze-
menin teslimatinin d kadar bir maliyete maruz kaldigini varsayin,
depolama maliyeti glin basina bir birim igin s $ ve tiretim orani
giinde p birimdir.

a. Her x giinde ne kadar teslimat yapilmalidir.

b. Esitligi gosterin

X
devre basina maliyet = d + %sx
c. Teslimatlar arasindaki, teslimat ve depolamanin ortalama
giinliik maliyetini minimize eden x* zamanimi ve teslimat
miktarini bulun.
d. x*’in y = d/x hiperbolii ve y = psx/2 dogrusunun kesim
noktasinda ortaya ¢iktigini gosterin.
50. Ortalama maliyeti minimize etmek x, bin birim olmak {izere
c(x) = 2000 + 96x + 4x*% oldugunu varsayim. Ortalama maliyeti
minimize edecek bir liretim seviyesi varmidir?

Tip

51. Qlaca duyarhihk (Bolim 3.2, Alistrma 50 nin devami) dR/dM
tiirevini maksimize eden M degerini bularak viicudun en duyarl
oldugu ilag miktarint bulun. Burada

_ap2fC_M
R—M(2 3)

ile verilir ve C bir sabittir.
52. Nasil oksiiriiyoruz

a. Oksiirdiigiimiizde, trake (soluk borusu) disar1 ¢ikan havanin
hizini arttiracak sekilde kasilir. Bu hizi maksimize etmek i¢in
ne kadar kasilmasi gerektigi ve okstirdiiglimiizde gergekten bu
kadar kasilip kasilmadig1 sorusunu akla getirir.

Soluk borusu duvarinin esnekligi ve duvarin yakinlarinda
havanin siirtiinmeyle nasil yavaslatildigi hakkinda yapilan
uygun varsayimlar altinda, ortalama akis hiz1 v

ro
v = c(ry — r)r? cm/sn 2 =r=n

denklemiyle modellenebilir. Burada r, trakenin cm olarak
yarigap1 ve ¢ de degeri kismen trakenin uzunluguna bagl olan
pozitif bir sabittir.

r = (2/3)r, oldugunda, yani trake %33 oraninda
kasildiginda v’nin en biiylik oldugunu gdsterin. Bunun en
giizel yani, x-1s11 fotograflarinin oksiirdiigiimiizde trakenin
bu kadar kasildigini dogrulamasidir.

b. 7y=0.5 ve ¢ =1 olarak alin ve v’yi 0 = r = (.5 araliginda
¢izin. Gérdiiklerinizi 7 = (2/3) r, oldugunda v’nin maksimum
oldugu iddiasiyla karsilastirin.



Teori ve Ornekler

53. Pozitif tam sayilar icin bir esitsizlik «, b, ¢ ve d pozitif tam-
sayilarsa, su ifadeyi dogrulayin:

(@ + 1)(B> + D> + D>+ 1) _
abed -

54. Ornek 4’teki dt/dx tiirevi
a.

16

x .
f(x) = ——=———="nin
a’ + x?

X’in artan bir fonksiyonu oldugunu gosterin.
d—x s

g(x) = ———————"nin

x’in azalan bir fonksiyonu oldugunu gosterin.

4 2 - d-x “nin
dx aVa®+x* Vb + (d— x)?

x’in artan bir fonksiyonu oldugunu gosterin.

55. f(x) ve g(x) asagida sekilleri verilen tiirevlenebilir fonksiyonlar
olsun. ¢ noktasi egriler arasindaki dikey mesafenin en biiyiik ol-
dugu yerdir. Iki egrinin ¢ noktasindaki tegetlerinin bir 6zelligi var
midir? Yanitinizi agiklayim.

I
I
!
\
I
I
I
I
I
|
c
56. f(x) =3 + 4 cosx + cos2x fonksiyonunun hig¢ negatif olup ol-

madigini bulmaniz istensin.

a. Neden sadece [0, 27r] araligindaki x degerlerini ele almaniz
gerektigini aciklayin.

b. f hi¢ negatif olur mu? Agiklaym.

57. a. y = cotx — V2 esex fonksiyonunun 0 < x < 7 araliginda
bir mutlak maksimumu bulunmaktadir. Bunu bulun.

b. Fonksiyonun grafigini ¢izin ve gordiiklerinizi (a)daki
yanitinizla karsilastirin.

58. a. y = tanx + 3 cotx fonksiyonunun 0 < x < 7r/2 araliginda
bir mutlak minimumu bulunmaktadir. Bunu bulun.

b. Fonksiyonun grafigini ¢izin ve goérdiiklerinizi (a)’daki yaniti-
nizla karsilastirin.
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59. a. y = Vx egrisi (3/2, 0) noktasina ne kadar yaklasir?
(Yol gosterme: Uzakligin karesini minimize ederseniz,
karekoklerden kurtulursunuz)

b. y= V/x'i ve uzaklik fonksiyonunu birlikte ¢izin ve gordiikle-
rinizi (a)’'daki cevabinizla bagdastirmn.

Y

I B

60. a. y = V16 — x? yarigemberi (1, \/§> noktasina ne kadar
yaklagir?

b. y = V16 — x?i ve uzaklik fonksiyonunu birlikte ¢izin ve
gordiiklerinizi (a)’daki cevabinizla bagdastirin.

BILGISAYAR ARASTIRMALARI
61 ve 62 alistirmalarinda bir BCS kullanmak faydali olabilir.

61. Genellestirilmis koni problemi Yiiksekligi / ve yarigap1 » olan
bir koni, yarigapi a ing olan yassi bir dairesel diskten, yay
uzunlugu x ing olan bir AOC dilimi ¢ikarilarak ve sonra O4 ve OC
kenarlar birlestirilerek yapilmustir.

a. Koninin hacmi /’nin bir formiiliinii x ve a cinsinden bulun.
b. a=4,5,6, 8 igin, maksimum hacimli konide  ve /’yi bulun.

¢. Maksimum hacimli koni i¢in, 7 ve 4 arasinda a’dan bagimsiz
basit bir bagint1 bulun.

G e /s

OLCEKLI DEGIL
62. Bir elipsi smirlamak  P(x, a) ve O(—x, a) (0, 5) merkezli

2L =5

100" 25 !

elipsin st yaris1 lizerinde iki nokta olsun. Elipsin P ve O nokta-
larindaki tegetler kullanilarak, sekilde gosterildigi gibi, bir RST
ticgeni olusturuluyor.
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b. A’nin tanim kiimesi nedir? Grafigin asimptotlar1 problemin
konusu ile nasil iligkilidir?

c. En kiiglik alanli tiggenin yiiksekligini belirleyin. Elips
merkezinin y koordinatiyla nasil iliskilidir?

P(x, a) d. (a), (b) ve (c) siklarini, (0, 13) merkezli
2 — B)?
. S M =1
S T C B

elipsi igin tekrarlaym. Yiikseklik 3B iken, liggenin alaninin

a. y = f(x) elipsin st yarisin temsil eden fonksiyon olmak iize- minimum oldugunu gdsterin.

re, icgenin alaninin

f(x) T

0 =yl = 35

oldugunu gosterin.

m Belirsiz Sekiller ve L'Hopital Kurali

TARIHSEL BIYOGRAFI Onyedinci yiizyilin sonlarinda, John Bernoulli hem paylari hem de paydalart sifira veya
Guillaume Francois +00 giden kesirlerin limitlerini bulmak i¢in bir yol kesfetti. Kural giiniimiizde, kuralin ilk
Antoine de I"Hépital kez basili olarak yaymlandig ilk diferansiyel analize giris kitabini yazan bir Fransiz soy-
(1661-1704) lusunun, Guillaume Frangois Antoine de I’Hépital’in adiyla I’Hopital Kurali olarak bilin-
mektedir.
0/0 Belirsiz Sekli
f(x) ve g(x) stirekli fonksiyonlarinin ikisi de x = a’da sifirsa,
. fx)
lim —
x—a g(x)

x = a yazilarak bulunamaz. Bunu yazmak 0/0 verir ki bu da belirsiz form olarak
adlandirilan, hesaplayamadigimiz anlamsiz bir ifadedir. Bazen, fakat her zaman degil, be-
lirsiz formlara yol agan limitler kisaltma, terimleri yeniden diizenlenme veya baska ce-
birsel iglemler yardimiyla bulunabilir. Bu, B6lim 2’den edindigimiz tecriibedir. Boliim
2.4te lim,,, (sin x)/x’i bulmak ©6nemli Olgiide analiz gerektirdi. Fakat tiirevleri
hesapladigimiz ve x = a yazdigimizda her zaman 0/ 0’1n esdegerini veren

f(x) — f(a)

f(a) = tim g

limitinde hatir1 sayilir bir basari gosterdik. 1’Hopital kurali tiirevlerle sagladigimiz
basariy1, belirsiz formlara yol agan limitleri hesaplarken kullanmamizi saglar.

TEOREM 6  L’Hdpital Kural (Birinci Sekil)
f(a) = g(a) = 0 oldugunu, f (a) ve g’(a)’nin var oldugunu ve g’(a) # 0 oldugunu
varsayim. Bu durumda

W _f@
g g

olur.
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| Dikkat ispat  Kendileri de birer limit olan f'(a) ve g’(a)’dan geriye dogru gidersek,
f/g’ye I’Hopital Kuralin1 uygulamak o fx) = f(a) f(x) = f(a)
i¢in, f’nin tiirevini g’nin tlirevine boliin. f'(a) XIE)I}I X —a T x—a
f/g'nin  tiirevini alma  tuzagma ; = — = li_l)n —
diismeyin. Kullanilacak bolim 4G lim M e w
f'/g"diir, (f/g)" degil. e
o S0 f@) 0 =0 ) _
x—a g(x) = gla)  x—agx) =0 x—agl)
buluruz.
ORNEK1  L'Hopital Kuralini Kullanmak
. 3x —sinx _ 3 — cosx
1 = =2
(@ lim = 1 o
N S
. V1i+x—-1_2VI1+x 1
(b) hm0 be = N =5 [
x> x=0

Bazen, bir tiirev alma isleminden sonra, Ornek 2 de gérdiigiimiiz gibi, yeni pay ve
payda’nin ikisi birden x = a da sifirdir. Bu durumda U'Hopital Kuralinin daha kuvvetli bir
seklini uygulariz.

TEOREM7  L’Hopital Kurali (Daha Kuvvetli Sekil)
f(a) = g(a) = 0 oldugunu, f ile g’nin a noktasini igeren bir / agik araliginda
tiirevlenebilir olduklarini varsaymn. Ayrica x # a ise, [ 'da g'(x) # 0 oldugunu
varsayin. Bu durumda, sagdaki limitin var olmasi kosuluyla

f&x) o f(x)

Iim —— =1
D () xoa g')

olur.

Teorem 7’yi ispatlamadan 6nce bir 6rnegi inceleyelim.

ORNEK 2 L 'Hopital Kuralinin Kuvvetli Seklini Uygulamak

a) lim 9
(a) lim, 22 0
—1/2
120+ =12 0
= lim Hala — ; tekrar tlirev alin.
x—0 2x 0
-/ + )72
= xil}) b = — g 0 degil; limit bulundu.
. X — sinx 0
b) lim ———— 0
( ) x—>0 _X3 0
. 1 —cosx
= lim T Hala 0
x—0  3x 0
. sinx 0
= lim —(/— Hala —
x—0 6x aa 0
. COSX 1
= )}E}l}) 6 = g % degil; limit bulundu. W
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TARIHSEL BiYOGRAFI

Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857)

y
(g(0), fle) (g(b), fib))
Egim = M
g(b) — gla)
/
(g(a), fla))
0 X

SEKIL 4.42  (g(c), f(c))'deki tegetin
egiminin, (g(a), f()) ve (g(b), f(b))
noktalarini birlestiren kirisin egimi ile ayn1
olduguenazbirt=c,a<c<b
parametre degeri vardir.

L’ Hopital Kuralinin kuvvetli seklinin ispati, Cauchy’nin Ortalama Deger Teoremine da-
yanir. Bir fonksiyon yerine iki fonksiyon igeren bir Ortalama Deger Teoremi. Once Cauchy
Teoremini ispat ediyoruz ve sonra nasil L'Hopital Kuralina yol agtigini gdsteriyoruz.

TEOREM8  Cauchy Ortalama Deger Teoremi

f ve g fonksiyonlarinin [a, b] araliginda siirekli, (a, b)’de tiirevlienebilir olduk-
larini ve ayrica (a, b)’de g’(x) # 0 oldugunu varsaym. Bu durumda, (a, b)’de

f'e) _ f(b) — fla)
g'lc)  g(b) —gla)
olacak sekilde bir ¢ sayis1 bulunur.

ispat  Boliim 4.2°deki Ortalama Deger Teoremini iki kere uygulariz. Ilk olarak, g(a) # g(b)
oldugunu gostermek igin kullaniriz. Eger g(a) = g(b) olsaydi, Ortalama Deger Teoremi, «
ile b arasindaki bir ¢ sayis1 igin

b —
clo = S0 8@

verirdi. Oysa (a, b)'de g'(x) # 0 oldugu igin, bu dogru olamaz.
Sonra, Ortalama Deger Teoremini

f(b) — f(a)

g(b) — gla)

fonksiyonuna uygulariz. Bu fonksiyon f ve g ile ayn1 yerlerde siirekli ve tiirevlenebilirdir

ve F(b) = F(a) = 0’dir. Dolayisiyla a ve b arasinda F'"(¢) = 0 oldugu bir ¢ say1si vardir. f ve
g cinsinden ifade edildiginde bu denklem

f(b) — f(a)
g(b) — gla)

Fx) = f(x) = fla) — [g(x) — g(a)]

F'(c) = f'(c) — [g'(c)] =0
veya

@) _ ) ~ f@
g0 gb) — g@ :

haline doniisiir.
Suna dikkat edin, Boliim 4.2°deki Ortalama Deger Teoremi, g(x)=x ile Teorem 8 dir.
Cauchy Ortalama Deger Teoremi’nin, x = (f) ve y = f(¢) parametrik denklemleri ile

parametrik egrinin ¢ deki egimi

dy/dt _ f'(1)
dx/dt — g'(t)

ile verilir, bundan dolay1 f'(c)/g'(¢), t = ¢ igin egrinin tegetinin egimidir. C tizerindeki
(g(a), f(a)) ve (g(b), f(b)) noktalarini birlestiren kirisin egimi

fb) — fla)
g(b) — gla)

dir. Teorem 8, (@, b) araliginda, egrinin (g(c), f(c))’deki tegetinin egiminin, (g(a), f(a)) ve
(g(b), f(b)) noktalarini birlestiren kirisin egimi ile ayn1 oldugu, bir ¢ parametre degerinin
var oldugunu soéyler. Bu geometrik sonug Sekil 4.42 de gosterilmistir. Parametrenin, bu
sekilde birden fazla ¢ degerinin olabilecegine dikkat edin.

Simdi Teorem 7’yi ispat edelim.
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L’Hopital Kurainin Daha Kuvvetli Seklinin ispati  Once limit denklemini x — ¢ durumu igin
gercekleriz. Bu yontemi x — a ’ye uygulamak i¢in neredeyse hic degisiklige gerek yoktur
ve bu iki durumun birlestirilmesi sonucu verir.

x’in a¢’nin saginda bulundugunu varsaym. Bu durumda g’(x) # 0 olur ve a'dan x’e
kadar olan kapalr aralikta Cauchy Ortalama Deger Teoremini uygulayabiliriz. Bu adim, a
ile x arasinda

f'e) _ f&x) — fla)
g'(c) glx)— gla)

olacak sekilde bir ¢ sayis1 saglar. Ama f(a) = g(a) = 0°’dir, dolayisiyla

f'e) _ &)
g'c) g

olur. x a’ya yaklasirken, ¢ de a’ya yaklasir ¢iinkii x ile a arasindadir. Béylece
& e )

lim — = lim —— = lim =
x—at g(x) c—at g (C) x—a* g (X)

olur. Bu I’Hépital kuralini x’in a’ya iistten yaklastig1 durum igin dogrular. x’in a’ya alttan
yaklastigi durum ise Cauchy Ortalama Deger Teoremini [x, a], x < a, kapal araligina
uygulanarak ispatlanir. [

Gergek hayatta karsilasilan bir ¢ok fonksiyon ve bu kitaptaki bir ¢ok fonksiyon, I’Ho-
pital kuralinin kosullarin1 saglar.

L’'Hopital Kuralin1 Kullanmak
_fx)

lim —

x—a & (x)
limitini 1’Hépital kural ile bulmak igin, x = a da 0/0 fomunu elde ettiginiz
stirece f ve g’nin tlirevlerini almaya devam edin. Fakat, bu tiirevlerden biri veya
oteki x = a da sifirdan farkli oldugunda tiirev almay1 durdururuz. Payin veya pay-
danin sifirdan farkli sonlu bir limitinin olmasi durumunda 1’Hopital Kurali uygu-
lanamaz.

ORNEK 3 L'Hopital Kuralinin Kuvvetli Seklinin Yanlis Uygulanmasi

. 1 —cosx 0
lim ———— =
x—0 x + x 0
. sin x 0
= )}EH) 1+ 2x = T =0 %degil; limit bulundu

Buraya kadar hesaplama dogrudur, fakat I’Hopital kuralini bir kere daha uygulamak igin
tiirev almaya devam edersek,
1 — cosx . sinx _ .. cosx _ 1

;= limg oy = im e =g

lim
x—0 x + x

buluruz, ki bu da yanlistir. CHopital Kurali sadece belirsiz sekiller veren limitlere uygu-
lanabilir ve 0/1 bir belirsiz sekil degildir. [
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Teorem 7’nin ispatindan agikca goriildiigii gibi, I’Hopital kurali, ayrica tek tarafli limitlere
de uygulanir.

ORNEK 4 L'Hopital Kuralinin Tek-Tarafli Limitlerle Kullanmak

. sinx 0
(@ lim — =
5 )c—>0Jr X 0
00 ve +00 un ayni sey demek oS X
oldugunu hatirlayin. = lim = & x > 0 i¢in pozitif
x—0" 2x
. sinx
(b) lim *= v
x—0" x 0
. COS X . e
= lim = —00 x < 0 i¢in negatif ]
x—0" 2x

oo /o0, oo -0, oo — oo Belirsiz Sekilleri

Bazen, x = a yazarak x —> a iken limit hesaplamaya galistigimizda, 0/0 yerine 00/00,
00 -0 veya 00 — 00 gibi ne oldugu belirsiz ifadeler elde ederiz. Once 00/ formunu ele
aliyoruz.

Daha ileri seviyede kitaplarda 1’Hopital Kuralmin 0/0’a oldugu gibi 00/00’a uygu-
landig1 da ispatlanmaktadir. x — a iken f(x) —> 400 ve g(x) —> £ 0 ise, sagdaki limitin
var olmasi kosuluyla

e W)
lim —— = lim
x—a g(x) x—a g'(x)

dir. x — a notasyonunda a sonlu veya sonsuz olabilir. Ayrica, x — aifadesi x — a" veya
x —a tek tarafli limitleri ile degistirilebilir.

ORNEKS 00/ 00 Belirsiz Sekli ile Calismak

(@) lim —X
x—m/2 1 + tanx

. — 2x?
b) lim XX
®) x—00 3x2 + 5x

limitlerini bulun.

Coziim
(a) Pay ve payda x = 7/2’de siireksizdir, bu yiizden burada tek tarafli limitleri inceleriz.

L’ Hépital Kuralini uygulamak igin, bir u¢ noktast x = 7r/2 olan herhangi bir 7 agik
aralig1 segebiliriz.

lim _seex soldanﬁ
x—(m/2)” 1 + tanx o0
. sec x tan x . .
= lm ————= lim sinx =1
x—(m/2)”  sec”x x—(m/2)

Bir belirsiz sekil olarak (—00)/(—00) ile sagdan tiirevde 1 dir. Bu nedenle, iki tarafli
limit 1’¢ egittir.

(b) lim X=X — | = lim — = —

x — 2x2 P —4 2
xX—00 3x2 + S5x x—00 6x + 5 X—00 6 3
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Simdi dikkatimizi 00 - 0 ve 00 — 00 belirsiz gekillerine ¢eviriyoruz. Bazen bu sekiller,
cebirsel iglemler yardimiyla 0/0 veya 00/00  belirsiz sekillerine doniistiiriilmek tizere ele
almabilir. Burada yine, 00 +0’in veya 00 — o0’un birer say1 oldugunu ileri siirmek ni-
yetinde degiliz. Bunlar sadece, limitleri diisiiniirken fonksiyonlarin davranislarini tanimla-
yan notasyonlardir. Bu belirsiz sekillerle nasil ¢aligmamiz gerektigini gdsteren Ornekler
asagidadir.

ORNEK6 o0 - 0 Belirsiz Sekli ile Calismak

lim | x sin 1
x—>00 X

limitini bulun.
Coziim
lim | x sin 1 00+ 0
x—>00 X

= lim <lsinh) b= 1/,
h—0"\/

ORNEK7 oo — oo Belirsiz Sekli ile Calismak

fim (L — L
r—o\sinx ¥

Cozim  x — 07 ise sin x — 0 dir ve

limitini bulun.

olur. Benzer sekilde x — 0™ ise sin x — 0 dir ve

1 1
Sinx—§—>—oo—(—oo):—oo+oo

olur. Iki sekilde limitte ne oldugunu gostermez. Limiti bulmak icin, énce kesirleri birlesti-
ririz:

1 1 _ x —sinx . 2 ¥ sinx di
- T ¥y = - - ortak payaa x sinx dir.
sinx ¥ X sinx P
Sonra, sonuca ’Hopital Kuralini uygulariz:
. 1 1 . x — sinx 0
lim | — -5 ) = lim ———— =
x—0 \ S1N X x—0 Xsinx 0
. 1 — cosx 0
= 111’1’1 - . HLllLl -
x—0 SInx + xcosx 0
. sin x 0
=lim ~————=5=0 [
x—0 2cosx — xsinx 2

bulunur.
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ALISTIRMALAR 4.6

Bolim 4: Tiirev Uygulamalarn

Limitleri Bulmak

1-6 aligtirmalarinda, limiti bulmak igin I’Hopital Kuralini kullanin.

Sonra, limiti Boliim 2°de 6grendigimiz bir yontemle hesaplayin.

1.

3.

5.

lim 5 — 2.
x—=2x° — 4

2 _
e a— 4
x—00 Tx + |
lim L €08 S8 6.
x—0 X

L’Hopital Kuralini Uygulamak

7-26 alistirmalarindaki limitleri I’Hopital kuraliyla bulun.

. sin5x
lim ——
x—0
. X1
lim ————
x—>14x3 — x — 3
. 2x2 + 3x
lim =
x>0 x? + x + 1

. sin#? . 2x —
7. }E}}) 8. XEIET‘/Z Cos X
. sin 6 . 1 — sinx
% 011_1)137 T =0 10. xll};[rl/z 1 + cos2x
1 sinx — cosx 12 cosx — 0.5
.x—>77/4 x_7T/4 -x—>77/3 x_7T/3
. . 2x
13. lim - ( - E>tanx 14. lim ———
x—(m/2) 2 =0 x4+ 7Vx
2= GBr+ DV 42 Vi +s5-3
15. lim 16. lim —————
x—1 x—1 x—2 x2 — 4
- Vala+x)—a 10(sint — 1)
17. lim ——————, a >0 18. lim —————
x—0 t—0 t
x(cosx — 1) sin(a + h) — sina
19. lm —— 20. lim
x—0 Sslnx — x h—0 h
Coa(rm—1) pn
21. lim ———— n pozitif bir tam say1
r—1 r :
22. lim G - L) 23. lim (x — Vx? + x)
x—0" \/; x—00
24. lim xtanl 25. lim x-S
$—>00 x x—x00 2x? — x 4+ 2
26. lim S0

x—0 tan 11x

Teori ve Uygulamalar

L’Hopital Kuralinin 27-30 alistirmalarindaki limitlere yardimi olmaz.
Deneyin; bir dongii iginde kalirsiniz. Limitleri bir baska yolla bulun.

27 lim Yot 28. lim Vx
¥ N/ x + 1 x=0" \/gin x

sec x . cotx

29. x—>(1713}2)’ m 30. xli>n8+ csex

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Hangisi dogru, hangisi yanlistir? Cevabinizi agiklaym.
a lim =2 = fim & =1
T x5>3 x2 -3 x—3 2x 6
.o x—3 0 _
b. )}1_r)n3x2_3—6—0
© /oo Sekli limy—oo f(x) = limy—oog(x) = 00 olan ve
asagidakileri saglayan tiirevlenebilir iki f ve g fonksiyonu bulun.
a. limLx):3 b. limLx)ZO
x—o0 g(x) x—0c0 g(x)
&)
c. lim —— =00
x—00 g(x)
Siirekli genisleme Asagidaki fonksiyonu x = 0 da siirekli kila-
cak bir ¢ degeri bulun. ¢ degerinizin neden ige yaradigini agikla-
yin.
Ox — 33sm3x’ c£0
flx) = 5x
c, x=0
x+2, x#0 x+1, x#0
= e =
/) {07 . v eW {O, "
olsun.
"(x X
a. lim Q =1 fakat lim & =2
x—0 g'(x) x=0 g(x)

oldugunu gosterin.

b. Bunun neden I’Hépital Kurali ile ¢elismedigini agiklaym.
0/0 Sekli Grafik gizerek

2x% — (3x + 1)\/);+2
m

x—1 x — 1

limiti igin bir tahminde bulunun. Sonra tahmininizi 1’Hopital
Kurali ile dogrulaymn.
oo — oo Sekli
a. f(x) =x — Vx?+x ’in grafigini uygun, genis bir x
degerleri araliginda gizerek
lim (x - Vxr+ x)
x—00
limiti i¢in tahminde bulunun.
b. Simdi, limiti I’"Hopital Kurali ile bularak tahmininizi dogrula-
ym. Ik adim olarak, f(x)’i <x + VX2 + x)/(x + VX2 + x)

kesri ile garpin ve yeni pay’1 sadelestirin.



37.

38.

39.

1 — cosx® . T

flx) = — olsun. f’nin bazi grafiklerinin lim,_,, f(x)
X

limiti hakkinda neden yanhs bilgi verdigini agiklaymn. (Ipucu:

[-1, 17’e [-0.5, 1] gergevesini deneyin )

Asagida verilen fonksiyonlar ve araliklar i¢in, Cauchy Ortalama

Deger Teoreminin sonucunu saglayan biitiin ¢ degerlerini bulun.

a. f(x)=x, gx)=x%, (a, b)=(-2,0)
b. f(x)=x, gx)=x% (a, b) keyfi
e f(x)=x>/3 —4x, gx)=x%, (a, b) =(0,3)

Sekilde, gemberin OA yarigapi 1 dir ve AB ¢embere A da tegettir.
AC yayimnin radyan 6lgilisii ve AB dogru pargasinin uzunlugu 6. B
ve C den gegen dogru, x-eksenini P(x, 0) noktasinda kesmekte-
dir.

a. P4 uzunlugunun

| _ 6(1 — cosh)
T 9 —sing
b. lim (1 — x) ’i bulun.
6—0

c. olirglo [(1 —x) = (1 — cosB)] = 0 oldugunu gosterin.

Newton Yontemi

TARIHSEL BiYOGRAFI

40.
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47 Newton Yontemi

Bunu geometrik olarak yorumlayin.

y
C __B(1,6)
0
0
P(x, 0) 0 D A, 0)

Bir dik tiggenin bir dik kenarmin uzunlugu 1, digerinin uzunlugu
y ve hipoteniisiiniin uzunlugu » dir. y’nin karsisindaki aginin
radyan 6lgiisii 6 dir. 6 — 77/2 iken asagidaki limitleri bulun.

a r—y.
b. 2 — 2.
c. ¥ =y

Niels Henrik Abel
(1802-1829)

Matematigin temel problemlerinden biri denklemler ¢6zmektir. Kuadratik kok formiiliini
kullanarak, x? — 3x + 2 = 0 denklemini saglayan bir noktay1 (¢6ziimii) nasil bulacagimizi
biliyoruz. Kiibik ve dordiincii dereceden denklemleri (3. veya 4. dereceden polinomlar)

¢O6zmek i¢in de daha karmasik formiiller vardir, fakat Norvegli matematik¢i Neils Abel
besinci dereceden polinomlar1 ¢ézmek igin basit formiillerin bulunmadigimi gosterdi.
Ayrica, sin x = x? gibi, hem transandant fonksiyonlar ve hem de polinomlar veya baska ce-
birsel fonksiyonlar iceren denklemleri ¢6zmek i¢in de basit formiiller yoktur.

Bu boliimde, Newton yontemi, ya da Newton-Raphson yontemi denen ve bir f(x) =0
denkleminin ¢6ziimiine yaklagsmak igin bir teknik olan bir sayisal yontem calisacagiz. As-
linda bu yontem, f’nin sifir oldugu noktalarin yakinlarinda y = f(x) grafiginin yerine te-
getleri kullanir (f’nin sifir oldugu bir x degeri, f fonksiyonunun bir kokii ve f(x) =0
denkleminin bir ¢oziimudiir).

Newton Yonteminin isleyisi

Bir f(x) = 0 denkleminin bir ¢6éziimiinii tahmin ederken Newton yonteminin amaci
¢ozlime yaklasan bir yaklasimlar dizisi liretmektir. Dizinin birinci sayist x,’1 segeriz.
Sonra, uygun kosullar altinda, yontem f’nin grafiginin x eksenini kestigi bir noktaya
dogru adim adim ilerleyerek geri kalanini halleder (Sekil 4.43).
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y Yontem, her adimda lineerizasyonlarindan birinin sifirt ile f’nin sifirma yaklagir.
y =£) Nasil galistig1 agagidadir.

Baslangi¢ tahmini, x, grafik ¢izerek veya sadece tahmin edilerek secilebilir. Yontem
daha sonra y = f(x) egrisinin (x,, f(xy)) noktasindaki tegetini, egriye yaklagimda bulun-
makta kullanir ve tegetin x eksenini kestigi noktaya x; der (Sekil 4.43). x; noktasi genelde
¢oziime xy'dan daha yakindir. Egrinin (x;, f(x;)) noktasindaki tegetinin x-eksenini kestigi
nokta olan x, noktasi dizideki bir sonraki yaklagimdir. Her yaklasimi bir sonrakini
hesaplamada kullanip, koke yeterince yaklasip durabilecek noktaya gelene dek bu ige de-
vam ederiz.

Art arda yaklasimlar iiretmek icin asagidaki sekilde bir formil gelistirebiliriz. x,,
yaklagimi verilmisse, egrinin (x,, f(x,)) noktasindaki tegetinin nokta-egim denklemi

Yy = f(xn) + f,(xn)(x - xn)
g>x  dir. Tegetin x eksenini kestigi noktay1 y = 0 yazarak buluruz (Sekil 4.44).

(%0, fxp))

(22, f(x2))

\

Aranan
kok

=
0 X X, Xo
Dérdiincii Ugiincii Ikinci  Birinci 0= f(xp) + f(x)x — x4)
YAKLASIMLAR f(xn) B

) - =X — X
SEKIL 4.43 Newton yontemi bir x, ' Gxn)
baslangi¢ tahmini ile baslar ve (uygun . _ f(xn) L 0is
durumlarda) bir zaman araliginda tahmini = ' (x,) f'Ga) # Ose

bir adim gelistirir. . L . .
x’in bu degeri bir sonraki yaklagim olan x,, , , dir.

Burada Newton’un metodunun bir 6zeti vardir.

y =)

Nokta: (x,, f(x,))

Egim: f(x,)

Teget Denklemi:

y = flx) =) — x,)

Newton Yonteminin isleyisi
1. f(x) =0 denkleminin bir kékiine bir ilk yaklasim igin bir tahminde bulunun.
Bir y = f(x) grafigi size yardimc1 olacaktir.

(o f))  Teget dogru 2. Tlk yaklagimi kullanarak bir ikincisini, ikinciyi kullanarak iigiinciisiinii ve bu

(f’nin x, deki sekilde devam ederek kokii bulmak igin asagidaki denklemi kullanin.

lineerizasyonunur f (x )

grafigi) Xpil = Xy — e f'(x,) # Oise (1
f'(Gen)

Aranan kok

AN '

Jx)

Xpt1 = X — Fx,)
y YR

Newton Yontemini Uygulama

Newton yonteminin uygulamalar1 genellikle, bunlar bilgisayar veya hesap makinelerine
daha uygun hale getiren, ¢ok sayida sayisal hesaplamalar igerir. ilk 6rnegimizde V'2’ye
ondalik yaklasimlart f(x) = x> — 2 = 0 denkleminin pozitif kokiinii tahmin ederek bu-
lacagiz. Yine de, hesaplamalar elle yapildiginda dahi (¢ok sikict olabilir), denklemlerin
x, den yukar dogru ¢ikar ve tegeti asagt ¢oztimlerini bulmak igin gii¢lii bir yol verirler.

dogru izleyerek v, . i buluruz. flk 6rnegimizde f(x) = x> — 2 = 0 denkleminin pozitif kokiinii tahmin ederek \/Z’ye
ondalik yaklagimlar bulacagiz.

SEKIL 4.44 Newton yonteminin art arda
adimlarmin geometrisi. Egri tizerinde

ORNEK 1 2'nin Kare Kokiinii Bulmak

fx)=x*-2=0
denkleminin pozitif kokiinii bulun.



SEKIL 4.45  f(x) =x> —x — 1
fonksiyonunun grafigi x-eksenini bir defa
keser; bu bulmak istedigimiz koktiir.
(Ornek 2).

y:x3fx71

(1.5, 0.875)

Aranan kok

SEKIL 4.46 Tablo 4.1°deki ilk ii¢ x degeri
(dort ondaliga kadar).
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Cozim  f(x)=x>—2 ve f'(x)=2x ile, (1) denklemi

Xp2 — 2
Xn+1 = Xp — %
n
B Xn 1
=X, — 5 + X,
Xy 1
= 2 —+ %,
halini alir.
X 1
Xn+1 jn + X,

denklemi, her yaklagimdan bir sonrakine birkag tusa basarak ulagsmamizi saglar. x, = 1
baslangic degeri ile, asagidaki tablonun ilk siitunundaki sonuglart elde ederiz (5 ondalik
basamaga kadar, V2 =141421 dir).

Dogru
Hata rakam sayisi
xo =1 —0.41421 1
xp =15 0.08579 1
xy = 1.41667 0.00246 3
x3 = 1.41422 0.00001 5

Newton yontemi ¢ok c¢abuk yakinsadigi i¢in (bunun hakkinda daha fazlasi daha
sonra) ¢ogu hesap makinesinin kék bulmakta kullandig1 yontemdir. Ornek 1°deki tablo-
daki aritmetik, 5 ondalik basamak yerine 13 ondalik basamaga kadar gotiiriilseydi, bir
adim daha gitmek \6’yi 10 dan daha fazla ondalik basamaga kadar dogru verecekti.

ORNEK 2 Newton Yontemini Kullanmak

y =x> —x egrisinin y = 1 yatay dogrusunu kestigi noktanin x koordinatin1 bulun.

Gozim Egri dogruyu x* —x =1 veyax’ —x — 1 =0 oldugunda keser. f(x)=x> —x — 1 ne za-
man sifir olur? f(1) = -1 ve f(2) =5 oldugundan, Ara Deger Teoremine gore araliginda
bir kokiin var oldugunu biliyoruz (Sekil 4.45).

Newton yontemini, x = 1 baglangi¢ degeri ile f’ye uygulariz. Sonuglar Tablo 4.1 ve
Sekil 4.6'da gortilmektedir.

n =5 iken, x4 = x5 = 1.324717957 sonucuna ulasiriz. x,;; = x,, oldugunda (1) den-
klemi f(x,) = 0 oldugunu gosterir. f(x) =0’1n 9 ondalik basamaga kadar ¢éziimiinii bulduk.

Sekil 4.7’de Ornek 2’deki islemin x, = 3 ile egri iizerindeki B, (3, 23) noktasindan
baslamis olabilecegini belirttik. B, noktas1 x ekseninden oldukg¢a uzaktir, fakat B,’daki
teget x eksenini (2.12, 0) yakiinda keser, dolayisiyla x; x,’a gore daha geligmistir.
f(x)=x*—x—1ve f’(x)=3x*—1 olmak iizere, (1) denklemini daha nceki gibi iist iiste
kullanirsak, 9 ondalikli ¢6ziim x; = xq = 1.3247 17957’yi yedi adimda dogrulariz. [
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y
25
By(3,23)
|
20 - }
y=x—x-1 }
|
15 |
|
|
|
10 |
|
By(2.12, 6.35) |
51 Aranan kok }
|
RYAVER IRVAVE) |
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SEKIL 4.47 x = 1/\/3 *iin sagindaki
herhangi bir x( baglama degeri bizi koke
gotlirecektir.

y = flx)

X

\:
[ I
s

o

SEKIL 4.48 Newton yontemi iki baglama
noktasindan da r’ye yakinsayacaktir.

TABLO 4.1 xo = 1ile f(x) = x> — x — 1 fonksiyonuna Newton ydntemini uygulamanin
sonuclari

' f(xn)
n Xn f(xn) f (xn) Xn+1 = Xp — f’(x':,)
0 1 -1 2 1.5
1 1.5 0.875 5.75 1.3478 26087
2 1.3478 26087 0.1006 82173 4.4499 05482 1.3252 00399
3 1.3252 00399 0.0020 58362  4.2684 68292 1.3247 18174
4 1.3247 18174 0.0000 00924  4.2646 34722 1.3247 17957
5 1.3247 17957 —1.8672E-13 4.2646 32999 1.3247 17957

Sekil 4.47deki egrinin x = —1/ V3te yerel bir maksimumu ve x = 1/ V3'te yerel bir
minimumu vardir. x, bu noktalar arasindayken Newton ydnteminden iyi bir sonug ala-
mayabiliriz, fakat x = 1/ V3 *iin sagindaki herhangi bir noktadan baglayarak sonucu elde
ederiz. Bunu yapmak pek akillica olmaz ama B\’ daha da sagindan, 6rnegin x, = 0’dan
da baglayabilirdik. Bu daha uzun siirerdi, fakat yine ayn1 sonuca yakinsardi.

Newton Yonteminin Yakinsakligi

Pratikte, Newton yontemi genellikle etkileyici bir hizla yakinsar, fakat bu garantili ol-
madigindan yakinsamanin gergekten bulundugunu test etmeniz gerekir. Bunu yapmanin
bir yolu fonksiyonu gizerek x; i¢in uygun bir baglama degeri bulmaktir. |f(x,)| e deger
vererek fonksiyonun bir sifirina yaklasip yaklasmadigimizi test edebilir, |x, — x, 4 ]’
hesaplayarak yontemin yakinsayip yakinsamadigini kontrol edebilirsiniz.

Ancak, teori biraz yardim saglar. Ileri analizin bir teoremi bir 7 kokii civarinda bir
araliktaki her x igin

ff"(x)
(f' ()

ise, yontemin bu araliktaki herhangi bir x, baslama degeri igin 7’ye yakinsayacagini sdyler.
f’nin grafigi, x-eksenini kestigi noktanin yakinlarinda ¢ok yatay degilse bu kosulun
saglandigina dikkat edin.

r ve xq r ile arasinda, f(xy) > 0 iken f’nin grafigi yukariya konkav, f(xy) < 0 iken
f’nin grafigi asagiya konkav ise Newton yontemi daima yakinsar. (Bkz. Sekil 4.48.) Cogu
durumda, r kokiine yakinsamanin hizi

<1 (2)

max | f"| ,
| %01 — 7| = Whn — r|? = sabit 7'|X_n— rl?, (9
hata e, . hata e,

ileri analiz formiilii ile ifade edilir. Burada maks ve min, ’yi igeren araliktaki maksimum
ve minimum degerleri gostermektedir. Formiil, » + 1. adimdaki hatanin, bir sabit kere 7.
adimdaki hatanin karesinden biiyiik olmadigini sdyler. Sabit, 1 den kiigiik veya esit ise ve
| x, — | <103ise |x, . — | < 107%dir. Formiil bir adimda ii¢ ondalik basamak dogru-
luktan alt1 ondalik basamaga ilerler ve her basarili adimda, dogruluk basamak sayisi1 ikiye
katlanmaya devam eder.
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SEKIL 4.49  f'(x,) =01isex, i
tanimlayacak bir kesim noktas1 yoktur.

SEKIL 4.50 Newton yontemi yakinsamaz.
r’ye herhangi bir yaklagma elde etmeden
Xo'dan x,;’ ve tekrar xy’a gidersiniz.
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Fakat isler Kitiiye Gidebilir

f'(x,) = 0 ise, Newton yontemi durur (Sekil 4.49). Bu durumda, yeni bir baglama noktasi
deneyin. Elbette, f’nin ve f"’niin ortak bir kokii bulunabilir. Bunun bdyle olup olmadigini
belirlemek i¢in, 6nce f'(x) = 0’in ¢oziimlerini bulabilir ve f’yi bu degerlerde kontrol ede-
bilirsiniz. Ya da f ve f'’nii birlikte ¢izebilirsiniz.

Newton yontemi her zaman yakinsamaz. Ornegin,

—m, x<r
f(x)= Vx—r X =r

ise, grafik Sekil 4.50°deki gibi olacaktir. xo = — 4 ile baslarsak, x; = » + A buluruz ve art
arda yaklasimlar bu iki deger arasinda gidip gelecektir. Herhangi bir iterasyon sayis1 bizi
aradigimiz koke ilk tahminimizden daha fazla yaklastirmaz.

Newton yédntemi yakinsarsa, bir kéke yakinsar. Yinede dikkatli olun. Ydntemin
yakinsar gibi goriindiigii ancak orada bir kok bulunmadigi durumlar bulunmaktadir. Neyse
ki, boyle durumlar nadirdir.

Newton yéntemi bir kike yakinsarsa, bu diigiindiigiiniiz kok olmayabilir. Sekil 4.51
bunun olabilecegi iki durumu gostermektedir.

y =/
Bulunan
Baslama 1451

noktast N _ \
u]

/
Aranan kok

B B

/

Aranan  Baslama
kok noktast

Bulunan kék

SEKIL 4.51  Cok uzaktan baslarsamz, Newton yontemi aradigimz kokii bulamayabilir.

Fraktal Havuzlar ve Newton Yontemi

Newton yontemiyle kok bulma islemi kaotik olabilir, yani bazi denklemler igin son ¢ikt1
baslama degerinin yerine fazlasiyla bagl olabilir.

4x* — 4x* = 0 denklemi buna bir drnektir (Sekil 4.52a). x-eksenindeki mavi bolgedeki
baglama degerleri 4 kokiine giderler. Siyah bolgedeki baslama degerleri B kokiine, kirmi-
z1 bolgedeki baslama degerleri ise C kokiine giderler. + \/5/ 2 noktalar1 yatay tegetleri ve-
rir. + \5/ 7 noktalar1 “donerler”, yani ikisi de birbirini verir (Sekil 4.52b).

\/2T/ 7 ve \6/2 arasindaki aralik, C kokiine giden noktalarin acik araliklarimin
arasinda bulunan sonsuz sayida 4 kokiine giden noktalarin agik araliklarini igerir (Sekil
4.52c). Birbirini izleyen araliklarin sinir noktalar: (bunlardan sonsuz sayida vardir) kok-
lere gitmeyip, bir degerden digerine doniip dururlar. Ustelik, \/271/ 7’ye sagdan yaklasan
noktalar1 segtigimizde, hangi noktalarin A4’ya, hangi noktalarin C’ye gittiklerini ayirt et-
mek oldukga giiclesir. \/2%/ 7’nin ayni1 tarafinda, hedefleri birbirinden ¢ok uzakta olan
birbirlerine keyfi derecede yakin noktalar buluruz

Kokleri diger noktalarin “gekicileri” olarak diisiiniirsek, Sekil 4.52°deki renklendirme
cektikleri noktalarin araliklarimi (“cekme araliklar1”) gosterir. 4 ve B kokleri arasindaki ara-
liklarin, ya A’ya ya da B’ye gekileceklerini diisiinebilirsiniz, fakat gordiigiimiiz gibi, durum
boyle degildir. 4 ve B arasinda C’ye ¢ekilen noktalarin sonsuz sayida araligi vardir. Ayni se-
kilde, B ile C arasinda da A’ya ¢ekilen noktalarin sonsuz sayida araligi bulunmaktadir.

Newton yontemini kompleks z® — 1 = 0 denklemini ¢ozmek igin kullandigimizda daha
dramatik bir kaotik davranis 6rnegiyle karsilasiriz. Bu denklemin alti ¢6ziimii vardir: 1,
—1, ve dort kompleks say1, +(1/2) + (\/3/2>z
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SEKIL 4.52 (a) (—o0, —V/2/2), (=V21/7, V21/7) ve (V/2/2, 00)" daki baslama degerleri sirastyla 4,
B ve C koklerini verir. (b) x = i\/ZT/ 7 degerleri sadece birbirini verir. (c) \/271/ 7 Ve \/5/2 degerleri
arasinda, C’ye giden noktalarin agik araliklari arasinda yer alan sonsuz sayida 4’ya giden degerlerin agik
aralig1 bulunur. Bu davranig (— \/5/ 2, —\/271/ 7) araliginda da goriliir.

SEKIL 4.53 Bilgisayarla iiretilen bu baslangi¢ deger portresi, z° — 1 = 0 denklemini ¢6zmek igin
Newton yontemi kullanildiginda, kompleks diizlemdeki farkli noktalarin baslama degeri olarak
kullanildiklarinda nereye gittiklerini gdstermek icin renklendirilmistir. Kirmizi noktalar 1’e, yesil
noktalar (1/2) + (\/?:/2)1 'ye, koyu mavi noktalar (—1/2) + (\/3/2)1 ’ye gider ve boyle devam
eder. 32 adimdan sonra bir kokiin 0.1 birim yakinina ulasmayan diziler yaratan baglama noktalari
siyahla gosterilmistir.
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Sekil 4.53’iin (bundan 6nceki sayfada) gosterildigi gibi, alt1 kokten her birinin sonsuz
sayida ¢ekim “havuzu” vardir (Ek 5). Kirmiz1 havuzlardaki baslama noktalar: 1 kokiine
cekilirler, yesil havuzdakiler (1/2) + (\/5/ 2)1’, kokiine gekilirler ve boyle devam eder.
Her havuzun karmagsik sekli art arda biiylitmeler altinda kendini sonsuza kadar tekrar eden

bir siir1 vardir.

ALISTIRMALAR 4.7

Kok Bulmak

1.

Newton yéntemini kullanarak x> — x — 1 = 0 denkleminin ¢éziim-
lerini tahmin edin. Soldaki ¢6zlim igin xo=— 1 ve sagdaki ¢6ziim
igin xy = 1 ile baslayin. Sonra, her iki durumda da x,’yi bulun.

. Newton yontemiyle x> + 3x + 1 = 0 denkleminin tek reel kokiinii

tahmin edin. xq = () ile baglayin ve x,’yi bulun.

. Newton yontemiyle f(x) = x* + x — 3 fonksiyonunun iki sifirm

tahmin edin. Soldaki sifir igin xy = —1 ve sagdaki sifir igin xy = 1
ile baglayin. Sonra, her iki durumda da x,’yi bulun.

. Newton yontemiyle f(x) =2x — x> + 1 fonksiyonunun iki sifirmi

tahmin edin. Soldaki sifir igin x,= 0 ve sagdaki sifir i¢in x,= 2 ile
baslayn. Sonra, her iki durumda da x,’yi bulun.

. Newton ydntemiyle, 2’nin pozitif dérdiincii kokiini x* — 2 = 0

denklemini ¢dzerek bulun. xy = 1 alin ve x,’yi bulun.

. Newton ydntemiyle, 2’nin negatif dérdiincii kokini x* — 2 =0

denklemini ¢dzerek bulun. xy=— 1 alin ve x,’yi bulun.

Teori, Ornekler ve Uygulamalar

7.

10.

11.

. pi’yi tahmin etmek

. Salimm

Bir kok tahmin etmek Ilk tahmininizde sansh oldugunuzu
varsayin, yani x, f(x) = 0 denkleminin ¢éziimii olsun. f'(x,)’in
taniml1 oldugunu ve 0 olmadigini varsayarak, x;’e ve daha son-
raki yaklagimlara ne olur?

cos x = 0 denklemini ¢6zmek i¢in Newton
yéntemini kullanarak 77/2’yi bes ondalik basamak hassaslikta bul-
may1 diisiiniiyorsunuz. Baslama degerinizin ne oldugu fark eder
mi? Yanitinizi agiklayin.

h>0ise
\/);, x=0
0 = {\/—x, x<0
denklemine Newton yontemini uygulamanin, x, = % ise x| = —h ve
Xo = —h ise x; = h verecegini gosterin. Tersligin nerede oldugunu
gOsteren bir resim ¢izin.
Giderek kotiilesen yaklasimlar x, = 1 alarak f(x) = x'/ fonksi-
yonuna Newton yontemini uygulayin ve x;, x,, x3 ve x, U hesap-
layn. |x,|.i¢in bir formiil bulun. n — oo iken, |x,|’ye ne olur?
Neler oldugunu gosteren bir sekil ¢izin.
Asagidaki dort ifadenin neden ayni bilgiye gerek duydugunu
agiklaymn:
i) f(x)=x° - 3x— 1’in koklerini bulun.
i) y = x> egrisi ile y = 3x + 1 dogrusunun kesisim noktalarmmn x
koordinatlarini bulun.

12.

14.

15.

16.

17.

iii) y = x> — 3x egrisinin y = 1 yatay dogrusunu kestigi noktalarin
x koordinatlarini bulun.
iv) g(x) =(1/4)x* — (3/2)x* — x + 5 fonksiyonunun tiirevi-
nin sifir oldugu x degerlerini bulun.

Bir gezegenin yerini bulmak Bir gezegenin uzay koordinatlarimi
bulmak i¢in, x = 1 + 0.5 sin x gibi denklemleri ¢6zmemiz gerekir.
f(x) =x—1-0.5 sin x fonksiyonunun grafigini ¢izmek fonksiyo-
nun x = 1.5 civarlarinda bir kokii oldugunu gésterir. Bu tahmini ge-
listirmek i¢in Newton yonteminin bir uygulamasini kullanm. Yani,
xo = 1.5 ile baslayarak x,’1 bulun (Kdkiin degeri 5 ondalik basama-
ga kadar 1.49870°tir). Radyan kullanmay1 unutmayn.

. Bir grafik ¢izer iizerinde Newton yontemini kullanmak icin

bir program f(x) = x* + 3x + 1 olsun. Newton yontemindeki
hesaplamalar i¢in bir program

a. yo = f(x) ve y; = NDER f(x) olsun.

b. x’e xy=-0.3 girin.

¢. Sonra x’e x — (yy/y,) girin ve Enter tusuna tekrar tekrar basim.
Sayilar f’nin sifirina yaklasirken izleyin.

d. Farkli xg’lar igin (b) ve (c) adimlarini tekrarlayin.

e. Kendi denkleminizi yazin ve bunu Newton yontemiyle ¢6z-
mek i¢in bu yaklasimi kullanin. Cevaplarinizi, hesap makine-
nizin kendisinde bulunan, fonksiyonlarin sifirlarini veren 6zel-
ligin verdigi cevaplarla karsilastirin.

(Ahstirma 11°in devami)

a. f(x) = x> — 3x — I’in iki negatif kokiinii 5 ondalik basamaga
kadar bulmak i¢in Newton yontemini kullanin.

b. f(x)=x>—3x — I’in grafigini -2 < x =< 2.5 araliginda gizin.
f’nin 5 ondalik basamaga kadar sifirlarini tahmin etmek igin
Z0OOM ve TRACE kullanin.

c. g(x) = 025x* — 1.5x — x — 5’in grafigini ¢izin. Uygun
olgeklemeyle beraber ZOOM ve TRACE kullanarak 5 ondalik
basamaga kadar grafigin yatay tegetlerinin bulundugu x
degerlerini bulun.

Egrileri Kesistirmek y = tan x egrisi y = 2x dogrusunu x = 0 ile
x = /2 arasinda keser. Newton yontemini kullanarak tam yerini
bulun.

Bir kuadratigin gercek coziimleri Newton yontemini kullana-
rak x* — 2x> — x2 — 2x + 2 = 0 denkleminin iki reel ¢&ziimiinii bu-
lun.

a. sin 3x = 0.99 — x* denkleminin kag ¢6ziimii vardir?

b. Bunlar1 bulmak i¢in Newton yontemini kullanin.
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18.

19.
20.

21.
22.
23.

24.

Bolim 4: Tiirev Uygulamalarn

Egrileri Kesistirmek

a. cos 3x hi¢ x’e esit olur mu? Yanitiniz1 agiklayin.

b. Newton yontemini kullanarak nerede oldugunu bulun.

f(x) = 2x*— 4x> + 1 fonksiyonunun 4 reel kékiinii bulun.

pi’yi tahmin etmek x, =3 ile tan x = 0 denklemini ¢6zmek

i¢in Newton yontemini kullanarak, hesap makinenizin gosterdigi
basamaga kadar 7’yi tahmin edin.

Hangi x deger(ler)inde cos x = 2x olur?

Hangi x deger(ler)inde cos x =—x olur?

Bolim  2.6daki Ara  Deger Teoremini  kullanarak,
f(x) =x> + 2x — 4%iin x = 1 ve x = 2 arasmnda bir kokii oldugunu
gosterin. Kokii 5 ondalik basamaga kadar bulun.

Dordiincii meretebe polinomu ¢arpanlara ayirmak Asagidaki
carpanlara ayirmada r’den r,’e degerleri tahmin edin.

8x* — 14x> — 9x2 + 1lx — 1 = 8(x — r1)(x — ) (x — r3)(x — r4).

25.

26.

X y=8x*— 14> — 9 + 1lx— 1

—10 +
—12 +

Farkh sifirlara yakinsama Verilen baglama degerlerini kulla-
narak f(x) = 4x* — 4x? fonksiyonunun sifirlarii bulmak igin
Newton yontemini kullanin (Sekil 4.52).

a. xp = —2vexo = —0.8, (—00, —V/2/2) iginde

b. xo = —0.5vexy = 025, (—V/21/7, V21/7) iginde
c. xo=08vexy=2, (\/2/2, OO) iginde

d. xo = —V21/7vex, = V21/7 de

Ses detektorii problemi Denizalti bulma problemlerinde, sik
stk bir denizaltinin su altindaki bir ses detektoriine en yakin yak-
lasma noktasim (EYYN) bulmak gereklidir. Denizaltmm y = x*
parabolik yolunu izledigini ve detektoriin (2, —1/2) noktasinda
bulundugunu varsayin.

y
L o
iki boyutta

LB denizaltinin yolu

EYY

\\
[ | X
0 |
N

o
Ses detektorii (2, —%)

27.

28.

29.

30.

a. Denizalti ve detektdr arasindaki mesafeyi minimize eden
x degerinin x = 1/(x? + 1) denkleminin ¢oziimii oldugunu gos-
terin.

b. x=1/(*+ 1) denklemini Newton yontemiyle ¢oziin.

Kokiinde neredeyse diiz olan egriler Bazi egriler o kadar diiz-

diir ki, pratikte, Newton metodu kdkten dogru bir yaklagim vere-

meyecek kadar uzak bir yerde durur. f(x) = (x — 1)*° fonksiyonuna

Xo = 2 baglama degeriyle Newton denklemini uygulayarak ma-

kinenizin x = 1 kokiine ne kadar yaklastigina bakin.

y
y=(—D¥
Egim =40 Egim =40
Iy 7@ D
LNeredeyse diiz .
X
0 1 2

Aranan kokten bagkasim bulmak f(x) = 4x* — 4x? fonksiyonu-
nun {i¢ koki de Newton yontemi, x = V21/7 civarinda basla-
tilarak bulunabilir. Deneyin. (Sekil 4.52ye bakin.)

yon konsantrasyonu bulmak Hidroklorik asit iginde doymus
bir magnezyum hidroksit ¢dzeltisinin asitliligini bulurken hidron-
yum iyonu konsantrasyonu [H;0"] igin

3.64 X 107!

= [H;0"] + 3.6 X 107*
o ol

denklemini ¢ikarirsimz. [H;O']’nin  degerini bulmak igin,
x = 10*[H;0"] alir ve denklemi

X +3.6x*-364=0

haline getirirsiniz. Sonra da bunu Newton ydntemini kullanarak
¢ozersiniz. x ve [H;07] igin ne bulursunuz? (2 ondalik basamaga
kadar.)

Kompleks kokler Kompleks sayilarla aritmetik yapabilecek bir
bilgisayar veya hesap makineniz varsa, z — 1 = 0 denklemini
Newton yontemiyle ¢ézmek igin deneyler yapin. Kullanilacak
rekiirans bagintisi

z) — 1 veya 5 1
6z,>

Zn+1 = 6Zn +

Zn+1 = Zn —
62,,5

olarak verilmektedir. (Digerleri yaninda) su degerleri de kullanin
2,i, V3 +i.



