CAZUMLER:

Tamm 2.1.2 ¢ (a) {x,) dizisi yokmsektr = Jo € R, Vet 0 dgin {;’L'u} '
dizisindny scmlu sayidaki temnlsn harig- dage?" butun tenmien o nokmsmm-’
i, (a) homstdudgis: wmé&d;r : . ‘
(bY () dizisi woksaktw' 4 Yo € R, 3¢ e R, duileki:{ %) dizisinin sonsuz
suyrdaki temm[ert a ‘noktasmu U (a) Komgtbugu dismndailr (veys R \Ucla)

igindedin), ' : :

. = = N ;
O_l__;xek 2.1.3 jm{}u T -olduduny gisterelim,

Céziim:  Bu nedenie ve;sien herliangl ¢ > 0 sayisyicin ¢ na bagli Yin >
(& MY icin ! i %ﬁ -1 - ] & esitsizliffini s&glayacak bif ne € N my:mnm
buhwmabilecegini &(ﬁht{,ililellnd gcreku Buna gore,

_ I?n%-i_ﬁ%i ““'f 1 = H

Bn+1 3T B0+ 1) 3B 1).

oldiigundan, sbzkonusu 71, € N sayis1 olaralk ,i e l+ i}' e esitﬂizligini
a&glayau en kiiciil (genel olm alk herhangi) bir dogai saymm alrimasi yetex»
Yidir: o
1 1 1
3 o T < € @d;wi > W & 3n > «;;—.el@n -»{w —1}
yazabiliviz. Eger, ny;= | - (-- —1)7 dersek her n >*n, (n.g N) icin (¢ > 55
iken 1, =0 olciugundan Vu > 1 {n € N}icin ' o ”
' 2n -1 = 1 <
Ikl

olar. Bumdan istenen ‘esitligin dogru oldugu eide edilir. ©

Oi‘.nek_'Z.j_l_.fi_ Jge Ryl < Lbcin lim g™ =0 oljunu gosterelim.‘
. . Filv o R

Cozum Efer; g= 0 ise ¥n € N icin ¢® =0 oldugumdan, lim ¢* = 0 olur.
0:< fg] < 1olsun. jg"—=0| = |¢"] = |¢i" oldugundan, _hefhm_lgi%?i £:> Osayist
verildiginde 7 > n_; (n € N) 10111 g™ < € .Olac_a.k_-_gsé_k_'i'_lde birne € N sayisinm
secitmesi veterlidit, 0 < a < 1 olmak Tizere y = log, x fonksiyonu {0, +00)

tizerinde agalan oldugundaii,
et s e Loy, (|q| Y > logy, €= n >dog) e

lJuhlnul Btllcl.(lﬂll da gor u!(lugu gibi i, = ﬂlogiq! €] dersek, Y = (ne i)
jcin, (e < Iq| i¢in s, =0 oldugundan, Yn > 1 {n € .N) icin) J¢[* <.c ol
'L_m_nn__Z.l,._l _do!aylslyla hm q” = 0:oldugu € elde edillr‘ o

Grnek 2. 1 5 ]’enmlenzl =0,3; Ly = = (), 33 2p.= 0,33 bwamznd( _
' n-w.kez
t(uuml(maﬂ (1“) dz’zisi i hm Ty =7 olduguma yosterelim.

Cf:')zum Herhangie > 0 saqurvemlchgmde Vin->.n,(ne N)icin '!@,}Aﬁ] <€
olacak 5(,h1id(' 'a Lagh € N sayisinan bulunabileceging gostercling, ;

1

3 sayist 0,333 .. . seklinde ondahk say: ile ifade ed_llebzlecegmdan. Yn e N

icin.



. 11
cidugu .eiée edilir. ¥n b icin TG < T olduguadan, zs%:eners ne € i‘?_

1
sayle;mm T <6 komsul%undan secilmesi yeterlidir.

1
Iﬁger ne = Jlog =] + 1 dersek ¥n >.n, (n & F%} jein {f = licinn, =0
oldug;undan Yn 1 n € N)igin) y

L 1 . o -
olur, Buradan da Tim .z, == 3 oldugn elde edilir, o
B R .00 g . i . : .
Srnek 216 @ mp = (=1, me N d@{ziﬁ.fmm,afja,:k.s;a.i_c g.fdféggjunu, gasterelin.

Coziitn: o = ~1 sayisi () dizisinin limiti olamas. Ciinkit -1 moktasmm
L;gg{ 1} komsuluganun distnda dizinin sonsuz sayida (¢ift indish) a4y =
L, & € I terimleri bulunmaktadir, Beizer sekilde, a-= 1 sayssmn da- ( )
dizisinin bir limiti olmayacaj gostemleblhr -
Herbangi a € (—1,1) says1 verilsin, 8 = min{e 41,1~ a} olmak fizere o
noktasiun (e} komsulugwicin x, ¢ Us(a), neN oldugundan, ‘o € (1,1} -
sayis1 (;,)-dizisinin limiti olamaz. ' ' o B '
Simdi herhangi e > 1 {a < —1} says verilmig olsun. Bu '{hjrumiéﬂ;_
vn & Nicin @,  Up-ilo) (2, & UM(QH)(CL}) oldugundan, o> 1 (a. 71__}_
sayist (z,, dizisinin bir limiti olamaz, o
Biiylece, her Va. € R sayis! icin.q # 3;111 y-oldufu ve buradan da Tamr{; :

2.1.2(h}: geregmue () izisinin u‘akmk oldugu elde edilir, ¢

101 .
Ornek 2 1.7 ; ninci terimi Ty = ?z( Dl seklinde vemieﬂ 1, 2 ; 4y, 05 2Ry
L d .
1
ST d%zzsmm wraksak: ofdugunu gostemmz

"Cézi}m: Herhangi g # 0 sayis @, dizisinin bir Tomiti olamaz. Clinki,
€ §§§ > 0 olmak izere (Ty) dizisinin - P P i—2—§ olacak sekilde '{mfun
terimleri o # 0 noktasmm U (a) konmulugu dasmdm hulunmaktadar, -a = O

nek!;amda {:gﬂ) dizisimin bir limiti clamaz. Ciinkii, e = 0 ng;}{tasmzn (}m_eg;m B

U4(0) komsulugunun dlslnda ('L‘n) dizisinin sonsuz sayida terlmlen ((nft indisli
tenmlerl) ilunmaktadir. :
Boylece, T‘me 2.1 Q(b) gerefince | I‘n) dlZlSl raksaktir, 0

i . . ‘h 4 . ..
'C}_f;{ne%«: 2910 1 o m;;i«m Ezmzémz f}zséwam -
) . dooe. L 1

Chetiny: Verilep divinbin Leriming

. é?z + ‘?n 5 wém;:

, 1
«\el\hndo yazalny, O lmldc, lim z slive lim -y : § pldugundan Teorem

getitn 33 [T ¥ X
1.9 me-{d) énbrmesind kullanizsak
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3 + fim (3 + £ _ N

3
Hir gy = Him o “ ot s e
g e S ?D'G 4 Faas Wﬁ* }ill} {4 e ?’)f% : y:
k)‘lf_in'gf’;ﬁ_-t,i%{if}-'ﬁ_i.’i;ii};, o
PR : . 4N, o . _
Opek 201,11 2 izm “ s=-8). pldudunu gosteriniz,
i H""'w a R -
?5?5%21}:- Yo 2 -é_;_ e M} doin
B B O
<)<y

esitsizlifi gecerlidir. Bu esitsizligin sol ve sag tarafmdaki c‘tizﬁerin {yani {(0).
vz ()7 dizileriniu} Hiith sifuy mléuglméan} Tﬁ@l‘ﬁm 2.1.9 un {f} Baermesine:

s n"L
glire 11111 oz ) s e
T un

Ornek -2'1'12 ‘v’m € N Jdgin T > =1 ve lim x, =0 olsun. Hsrhangi

!,—-tOO

peN samsa igin lim (14 'rn)P =1 oidugunu gostemmz.

Rt el
'Go_z_u__m:_ ‘Eger, V€N icin 1z, > 0 ise, {bu. durumda Lok a2 =1 dn)

1< (1+2)2 S{(Lra)2)' = Lty =1 4 o]

fime

olur. ¥n € Nicin —1.< :_U__n_<0 ise, (b_u._du__rumda___{] L ldg, <l -d_ii_"j ve!

. [
1>(I+:Ln)13 ((l—l—zn) ) =1+, =1 —-—_l:cnf

i

old u'gu_n(.ifm,-'}1}’_1?__'E' N ve VL,, == licin,

-

1= lIni = (1 + 1%)5 =1 "5'}55”'

elde edilir. hm y, =0.= hm |an| =0 Bkz Teorem.2.1: 9(11)) : 2111-91(;'(1 —
|2a]) = 11111 (l -+ |'In!) = 0 oluz O h_alde_ ‘Teorem 2.1.9 un (f) _On:ei'mqsi_
gelegmce ' S - -

: 1

lim: {1+ 2, )P =1
olch@u_-bﬁluuur. o
(").:rngk_ 2.1.13 - lim {.\/_';n‘z ) bimitini hesaplaymiz,

meoaen e A !

Coziim: ¥n € N icin -

m:f“” . (V24 n—mn) \/’rr F n B . _ 1

V2t AT N n +'n.ﬁ ' 1 + + 1.

1
ve hm = =1 oidugundan

OO 'I?, .

| 1 1
lim (\/n? Fn-—n)= _ ~=7
n—0o. i ( 1 + + 1) :

TG
elde edilir; o
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Ornek 2 1 14 o 1 sayzsz igin llm % =1 aﬂdugunu gosicmmz

'Cozum \/E ~ Loy alahm O halde Vn ¢ Nicin.a,, > 0 ve Bernoull!

';;es'fsmlsgl gezegmce ne N icin

4= (1 + c?,,}“ > B a:n

f_:-ohu ve bundau da \m e N 1cm 0 =y, < o 01(111gu oldc edilir, O halde,

;'. Tiny b= ) oldugumlan
e

b Y= _iil’_l_l_'.(l-—:}“-_&‘ﬁ}'-m 1
e s b wTEREL TS T
Cbmluharees

é')_r_n_ek 2.4.15 hm on=1 oldugunu gocim;mz
’ i

(?-Ejzii'm_: {‘/ﬁ 1= O a,iahm 0 ha}de o, >0 ve Wn =2 {n &= N} icim,

(“1)2

n=(1hon) =1+ mo, +——

Wbt o

3{”'”“7 1 5

b

o nra?
dir, ¥noz 2 (n€ N) igin n —1 > —2— t:>ldugundan son-esitsizlikten n >- e i

doiaylslyla, _0 < o:n < »\7@ oldugu gt:amiur Buna gore, hm 0/,, =t ve
: i o= hm (14 o) mal
bulunuar. ' . '
Ornek 2.1.16 s a> 1. sagse zcm ]1m E; =10 alclugunu gosthmz
Cozip: g~ 1>80veVn> 2 ﬁ} icin
' . 1 2
i = (a2 (_” ){ 'z a1t

oldugundan, Y>> 2 (n € NJ icin

4
(} < P
Lot T pla=1)
elde edilir. hm ———4—— =10 oldugundan buradan lim 2. = () bulamu, o
' 00 13{1 = 132 Theon ol
log,n .

(")rne_k 2.1.17 2 a> 1 saps fcin im !

= 0 oldugunu gdsteriniz,
Coziim: ¥e > 0:says verilsin, N -ii_ze_rinde
lo
i" Zewn< ( "

oldugu amktlr a® >-1 oldugundan, bir-Onceki drnek geregince 11m W =
dir. :0 .ha_ld_e,j,_ Teor_em.-Z..l.Q un (g) fnermesi geregince ‘r/n. > Mg (n eN) .ngn

<1 veya m< (af)”

(@ E)“

lo
olacak sek;lde o € N sayis1 vardir. Buradan da ’v’n > ng icin 0:< bt Xl < €
T
i
veya’' P8al _ oldugu elde edilir. ©
00
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Ornek 2.1.18 & lim — =0 oldugunu, gosteriniz.
o]

Cozum Vk > 9 (ke N) icin 2 _ oldugundan W > 10 (n € N) iein -

e d __w:)’ B 8 3303
Sl TRl 910 81°9.9...9 ._.9 :
3B lyns _ 31G 1y
- 8r(3) gl (3) '
B 16 1. gn
oldug goriiliir, lim A(~) “= 0 oldugundan, son esitsizlikten lim — =0
dugn gortilir. lim o7 | sl

buluﬁur; o

Ornek 2.1-23 : g € R olmak tzere (g™} dizisnin |q| < 1 durumandg. sonsuz.
Rigiik ve gl > 1 .dummumi@ 5 _sof_ns_uz -é_zezgzs;% bir dizi oldufunu gsteriniz.
Cozlim: Az dnce, }f} 5 i dwrymunds im g™ = O-oldugunu ve dolayis,
ile, {g"} (:lizisixliﬁ_'SQ_nt«s_uz_ku_c}uk bir-dizi .oldfl_gt%g gostermistik. Simdi |gf » 1
olsnn. Bu durvinda, (g7} dizist icin Tanim 2.1.20 nin kosuHlariun saglandigm
giizs'ﬁerehm Bu nedenle Yé >0 sayis verildiginde Yn. > n, (n € N) i¢in -

lg*l> e aiacai( bﬂkﬁdﬁ ¢ ia bagh bir n, &N saylsmm vam}ciugﬂml gistermek

gerekir.
a>1 olma,k lizere y = log, - fonksiyonu (0, +oo) uzermde artan oldugur-

dan
= lgf ZE= logyy (i) > lﬂgmﬁ _

' = lcng;m €
bulunur, O halde, n, = l[ logy; ] dersek ¥ on, (€ Ny dcin (0 < << gl

icin 1, = O oldugundan, ¥p > 1 {n € N} igin} J¢*] > e oluz: Tamm 2.1.20°
geregince lim ¢* = oo.oldugu elde edilir: o '
[3ade . e X

1 1 (=t 2 (=1

i)_r_nek 2. 1 24 : terims Ly == ;;}_ Yo = o 2 = S I "
UES, = {W i s‘ekfmde ?f&?‘!f?‘n } (), {zn} (t,?:} we {8y} birer sonsuz

{Qﬁziim: ;Ga;:@ﬁi{ten, herhangi £ 0 sayis verildiginde Ve > n, = 1] {n €
N icin Ezn} <& o) <6 Ml e, Y ne= [ 2] (ne N} icin {t,] <€ ve
Yir. > m, i{ | (e N) icin J8n] <e oldugu gorilir, o

C)i‘.n_ek 2.1.25 ¢ o terimilie, = o0, Yy = o0, 2 = {—1)n ve b, =

i . vy e
ST seklinde verilen (1 y,} (), (), {t) ve {s,) birer sonsuz bijyik
diziler olduduinu yostering. ' ' s

R w _'. T S cenled Armad "'-_\l 7_]_ “l_ . ﬁl 1 Tt m.&
Ciozlim: - Bir dnceld Srnege gire G E e = zn l_w Ve e

P (0 | LU s = .. .
33—{7{# birer sonsue kiiciik dizilerdir. o



P Q dldzigum;- gé.stm."rin_iz_.

Ornek 21 26 0 <a < 1acmlim [(n+ 1}CY iy

;31 i;m Ty =

e

Ci‘»z‘t’im 1,3 = {n + 1 {n & ’\E} VE Yy = n"" '{';? C N} é}zﬂei_
: hnr}c Y= +00 mkiugzmdm, (n-k 3)‘*- g ! i
‘:sekhnde behrfmhk sozkonusudur Vﬂ E N

(n+ ])‘“wn"‘ *-n [(1+ }cy

yambiixrzz {} imide hm ﬂ_f‘"}? = O oidugundan, (gercektm

| Vn M = ﬂ(e)lwﬂ ] (n. g .N) igin 0 <. ——17 <€ dm) Teo m 21
}‘geregluce o S o

' [+ 1) 0

-~-»~:-{3

_bul_ﬁmuj_. ;<_> 'Z‘ e

Ornek 2.1. 27 e \/_ (n € N) dizzsmm immf?

\/n + o \/—
Céziiiﬁ* ' Omdu Graekten gt}midugu gibi, liﬁl (f '“V;;;j T)"."i”.i"ﬁ ve

llm (x/n I - f ) =0 oldugundan veulen (:r,n) d;z:s: icin. g seklinde. bn
behrmzhk V'udlr Dlgel tarattan,. :

o o WA= VDR AV AT+ )
T A L+ /) Hvn+ —\/’W)(\/w+\/5§:~—

\/n+ +\f1 1+

: 1
dir. T = =10 ﬁl@ﬁié‘iﬁﬂé&ﬂ;

Ao,

i, = lim - e
T T R TE miD)

bilur. o

Ornek 2.1.28 =

3
T
Coziloi: i — = Foove

o



3

fm (/14 - E) = lim . — .
. TR - RS 3 1 ,\iﬁ a’i'w i
- . 1 + nﬁ‘} + 31

_.:3.

olduguudcm verilen (rn) dizist icin 0 0O sekhnde bix behrstzhk "vardu -Diger

taraftan,
T ,,; _ 1
“’ 32\/(14; \/1+u,,“ \/(”"‘?)H/U*:Hl'
oldugun(lcm
lﬁn = _ _f:
Fooos ) 3

7&3:1‘::(\/(14 "*”\/1+_;;'§'+ [)

butupuar: & .
12422 3, b n?
R B

érnek 2.1.29 : T
baibunuz.

(n € N) dizisinin limitini

Coziim: ¥n € N icin

K . ) n+1M%n +1
242243 4 40t = Mg_—é

g p 3 IM2n+1
ve limn? = o0, lim. {n—i— }"Lﬁ——«j = +og oldugunday, ‘Sfe;z}%in (Ln}
ke B e G )

dizisi igin — seklinde bir belirsizlik meveuttur. Ote yandan,

?1{:1 +1¥2n1) 1 1
Ty = T B g =
Hmd 6 " n

i
;fade shichin Munkhzg,u g., bl g, = 5! dirr @

TR

o]
Sundl — hekhndeks l:elnbmh]fleun hmltmm bulunmaginda sl sle kil

S J_rn Un =k olfualc dlumk,




- : Foef1) o ,
R Ot _[nf”+1 (& + 1)?1 o ——h( + )n_*"_" . {r.'(—.—l}_’”“.}-

G2
k{k;—l) 1;. 1+ ( 1)i+1

_,-_Gldugui_l_d_an,_. L f:-*

L pp i iy =y
i = i ————

ER ot yﬂ . "n'-'“‘w,'y"‘ “'yn:_—_l .
1 . :TL}*‘ 1
IIIl -

" s RV —— =7

bulunur..

1! 2 2' L7l o
Ornek 2 1:33 . lim 1 + ok =1 oldugunu gosteriniz.
=200 (n £ 1)| . o R

Q_o_zum: Stol7 feolemmde = 1__._1!_ 7}—--2.2_'! ol ve y, = (nt 1)!
alirsak -z, — Tpy = n.nlve i — Y1 = _'_(11.+ N=-nt={(n +.1);'n_!_—.-n! = _v_a_..?__r,‘! S

oldugundan,
s R I 2|'+ +n nl I g
o Jim = - = Im == i —
Snoe (n TN el oy Ya
= '1; = Hml =1

n-rxco T, n -H—HoQ.

oldugu -gorulm

LS U SITRUE PPN
hm f( [ = ob ok ook =) =0 oldugunu gosteriniz.
L onee 2003 n’ T e
Coziim: - Stolz.teoreminde-,, = 1+.:§ +-§ F . +__.—.T.;, Y = n.olarak-alusak,

T Bl = e Ve Y — y.nf._r:--n..—, (n—1) = 1 oldugundan,

llﬂl ._(l _|_ _|_ + + ): 'Iil'n ﬁ: ']_irn T_n____
L noe N 3 T I TN T
=lim — =0

olduQu.gﬁriiiiir. o
Céziim: Her n.€ Neicin 2, >0 oldugu aciktir,

gt q i

T =ty nEN
( N I TR S '

ifadesinden goruldiigi gibi, Vo > ng="Jg—~1] icin. {{} £ gf <1 oidugunda
Yo &N z{‘m} 4 3 <1 oidugunda,n Tyl < n olurve buradan da (m,,,} {n >
Rg, 1t € N) dxzmmm ‘azalan: oldufa gorulur (. ){n > .n_q, re & W) ‘dizisi azalan
ve-altban sl oldugundan, lim x, = a sonln limiti vardir. " Simdi bue

e f

sayisin bulaliin,



. ] .. ‘ k"‘ 1 ] y 0
s [ =4 Dnf k(_%zn_“"‘ s (=1
o | S
(f»+ 1) mﬁ—-—+——). R S

L g T —Tn
A= T ——————
1 . ’ k :n,’._: . 1
im . =
T ineeg bk 1 Tl
BURSD (—221* l+ (=i T
b__uh_m-il:iz_ o
1! 22' v Rl o T
Ornek 2 1:33. 11111 1 + + o ek =1 oldugunu gisteriniz.

Cozum Stol7 feolemmde Ty =111 + 2204 o i ve. Yp = (7? + 1)}
alrsak.z, — -1 = Nk ve g — Yot = (n+ 1)!- ~n* = (n+ 1); nl— ﬂ' =

oldngundan, : '
' A2 Sl L En o @n— Tpl
. Jim = = s i ————
Siimenot (n+1)) L ommeoln neee = Yn-t

IR % 7). o
C = limre——= Hm -l =1
n—ee MM Teg,

oldugn goriilin. o

hm Tp =0 hm Tny1.= G

ﬂ‘"’C’Q

ifadesi dngx U olcizsgundan ‘v’ﬁ & Nigin dogru olan z,41 -t;%mg i, egitliginde
oo iken lmﬁt alirsak g = 0.a= =} oiciggunﬁ goriiriiz. B{}y‘leee her g >0

f_?
Nasylsz icin Hm = =0 dn' o
(=t

Ornek 2137 1 oy = = 0, Tt =2 T By M e N seumdf’ tammlanan ()
dizisinin yakmmkhymz gasterip, Tmating bulunuz,

Céziim: Hein € Nicin 2, ) =2 &, Thyy = 2+ Bpqa olduguidan,
..... . 5 . ) - _ o o
: oo Fotly gy Ing1 A - : : {2}}

eldeedilir.

Verilen (fz,ﬂ} dizisinin artan oldugunu gosterelim. p = m \/_ 2>
| uldugu aciletir, Herhangl b & N icin wpyy > oy oldugunu farz edelim.
O halde, (2.1) egithig gereginge: By > Thyy olur ve buradan da. Tt > 0
Ve Bz 0 oldugunu dikkate alwsak B2 > Thrd es1t51zhgmm dagrulugu
goriilitr, O halde Tiimevarm. yontumne gore Vi € N icin @y, o> 2, oldugy,
yan, () (n.€ ) dizisinin artan oldupu gésterilmis olar, Slmda (fnn) {(ne N}
dizisinin fistten sl {}i{iuguﬁu gasterelim, '

Y oe M zcm 2y 2 0 ve 22 < J;M,l bz, veya B2~ &, — 2 < 0
oldugundan, :tu < 2 ohir: Bu ise, (m, ) nim fstten suurh olmas demekiiz.

Verilen () (n € N) dizisi artan ve fistten sl oldugundan, Teorem
2.1.35 {a) gereghice yakmsaktwr. lin gy = o diyelim. Yo € Nigin o, > 0

by
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Qldugund'm"Tecnem 2.1.9 (e) gereg,lnce >0 dir. Her n €N i i¢in dogru olan:
Tr = 2 4@, esitliginde n.—r o0 iken hm]t ‘alinirsa o zaman £

11111 T, == lim L,H_l =a = hm an_H = hm .Z,H_] L,H_l Tl

n—co 00

(hnl Jm*l—l} = @
g

oldugu :ilklmte almdiginda, 0* = 2+.a veya a®—a—2 =10 bulunur Buradan
-da, a=72 oldugu ve dolaym 11<, E1m Ly = 2 e}de edllzr o ST

Ornek 2.1.38 : lim (1 + = )" Tmitinin varhidin tspat ediniz.

: . 1 amadh *H . . . . .
Coziim: 1, = (1 + —) n.€ N -olmak fizere Yo > =1-icin dogru olan
(1 + uf)” Z Ak, nog N Bernoulli esztsmhgmden yamrlfmumk '

s () O (e ()
Ly w i ol T (

R TS L (VL P J\n+1

(1. 1 ”n+2> '.1_ no \nt2 .
S ORIy TR e W S VB S )

B {02 g0+ (n+2)
(.'L A2n 4 l)(n +1)

it

> 1 = LnAtQ > Ty

olur. Denwek ki, (i, )(hzlSl ruhmdu

Sindi (,,)- ‘diziginin tistten sl oldugunn gorehm Binom foxmulund

faydalanal ak : |
RS O T SN B S IR (A
e TTART ﬂ,'“" 0 L. l . ™ 2n2 }n","!}'- “nn
. 1 - _ D _ vt _ NS
B 1 l_ oy =1 1 e
! 1 n
=) ). <
7l

. ',l___ l)‘ﬂ.

=4 T

. 2

_ rl(l< odilir, Bu”mda’ri, Y, € Niicin 1y, <3 diir Yani, () dizisini fisbteon
: 0 'h'\idé, ’I‘eorem 2'1 35 (a’) geregincv (rﬂ) di;risj.
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bulunm ¥ri GN icin 7l 2 znfl Qi:t[tlgulldaf;}_‘ _

' 2
S
iy
. -f_r Adde pelilir.. BllI'T(](L]'i, n & _N icin. oy, < 3-diir. Yani, (2, ) dizsinin Gstten

el ‘oldugu. gérilir, O h'\idc, Teorem. 2.1.85 {a) geregince () dizisi
zfic;f,;kéaz' 53&‘@'{%29«? Yne N muz 2 q By 3 t}i{lugmsd,m () izisiniy lime

Zamsmda, bir reet sayidir Iﬁu sayl e ile go&tanhr ve-degeri yakiagk
e =2, T18281828450045 .. dir. Su halde, lim (1 5 = g din.

£ :‘Gm;(‘i Ferimi 2z, = (14 ﬂ)n'H (n € N seklinde verilen () dizisi
yakzmsaki;zz‘ ve Eumtl e tiir Ger{:ekiﬁzz i = (E A w} {1+ ) = 2, {1+ f‘;)
oldugundau R RS PR : R

“n%@wgwwﬂﬁ%mwa=

£ ] ndeki bzr (:z:n) {hzmun bir Gauf:hy dizisi olup r}hnayacagl_
tan 11:1111’11 asag;d'mki qekllde de VE’N}JLIII‘IZ
(c,,} hir Cauchy- d]?lsmhr # Ve 0icin 3ne € N Dyle UV > nf _ve._:
b’p € Wicin Jgagp = 2al < edir, _
A} bir ‘Cauchy dizisi riegslcizr ¢> 35 > 0, \;’N € Nigin dn > ¥V ve
dpeN oyle ki Jzppp 'r,,] Zedur, » '

. o L mna_: gin2a.. sinda ginna
Ornek 2,1.39 o€ Ricing, = 5t } —~neEN

T +"M£3;-*"
dzzzs?mn ym}smsa& oldugunu gésteriniz. ' LT

Cozum i, n & N olmak 1 uzere

‘ o, _sin{n+1)a 0 sin(n +p)
I.”iin“H‘;-_’.— 1ﬂi'"‘"" {W b __W !
1= 1 .1 ,
oF _:_}E) 7

tianlsy

bulunue. - T o = 1) oldugundan, herhangi [ -U veriidigiu( e Vn >l =
1

{log, 21 itin — < olur, Bu durtimda, ¥n >n ve Yy e EH\! icin §LR+§ zhl <

g= () %31;:‘ G&Lﬁdly dzzzgésiir = {x,}} dizisi yakinsakii: o

anek 2.1.40 2 @y = 1+ § F ot e €N dm.mm’.w wroksak oldugunu

gosteriniz. ' T S

(:Jozu_m_:_ n, p € N olmak figere

Ty = . + ! + +ﬂ—-j:~
P T el nd2 T ntp
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1 1. _ i p

R

Tondp ntp T ndp ndp

ﬂldugu acﬂd;lr Burada p=n a,hrsak

51"2!« =l 2 =

~bulunur, Buradan de () dizisinin bir Cauchy dizisi olmadlgl gomlm

1 .
Gereektien, €= 5 =0 ye YN € N ieinin = g; = N ahir saik :

N ] = [Zon — %‘ﬁ_i_ =Tgn En 2 5

elde edilir. Buise; (:cn) diziginin bir Cauchy dizisi olmadifin gdsterir. Buna
gore (z,) dizisi mraksaktr, o ' '

ér:;ek‘ 2.1.52 m, = (~1724:3), w6 N olmak diere {£,) dizisi izin
k()= i R, supla, )= sup Rz, ), lim z, ve hm & T éuzzmw

71—?00

e

ve gy = 2 50 éim&ig lizere

Caziim:  (2,) dizisinin 2oy, =24 - Y

(i) ve {amm) al.t--dmlermr ghzdnine a,lahm (2:2;;,“1.).- dizisinin azalan.

('Eg;) dlZlSll’llIl artan ve 'k E N 1cm To < #ar—1 oldugunagiktir. ‘O halde,
xy, dizisinin biitiin terimleri (2ok..1) ve _(rcm) alt dmlerm terimleri: 1cmdc bu—

lundugundan,
E _ 37
inf(zy,) = inf Rizay) = a2 = —2—~ 2= "3
éup(*f:ﬁ) = sup R(Top-1} =21 =2 +3 =9,
hm Tn = hm 'rzk =2, l1m In = hm Loy = 2

elde:edilir. o '-

Ornek -2._1-,53 Ty =1+ cos BT, n € N olmak iizere (x,,) dizisi igin

o : n 1
inf(z,) ':_-Zjn_f'??,_(xn),_ ;_sup(a;n) ='sup ’R;(x'u) lun :cn ve llm Ty 10 Bubenaz.
e wer Lk
Cozum (;L ) chmsmln Tip_g = 1= o1 Pop—y = Lve Tap= 1+ YAl

olmak iizere (T~ 2}, (Zae 1) ve (3,4;») alt dizilerini gozoniine alahm. (.’LM 2)
dizisinin azalan (l4k} dmmmn artan ve: vk € N icin Tak-2 < :1,2;“_1 < rm

oldugu acﬂ(tlr 0 h'ﬂde,

'k2

_ir_)f('_.f;r) nli}’{; Ty .- hm Im 9= hm (.1 . l)'” :O,
(: ' Tim 1’ lim '(1 -+ Ak )

b L = e | ) T4n = B _—

sup "L”) nl{l(}o Tn fc—»nc}) Tak k—co Ak + 1
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bulunur. ¢

111317 121
40 Do, Sy, dmsmm Zlmmt nokta:
Ornek 2.1.5 PROLRR I o o

Uz, ’

lary kiimcsing Imlu i

o -1
(zn (1 yve (:c(g)) alt d_1z1ler1n1_g_pzonpn_e_ alalim. Bu dizilerin limitleri

' 1 o o
Cozum Venlen dizinin ?:(1) ye. :c£?) = olmak Tizere iki-yakinsak

1
Tim 9:(1)-— lim — a0,

i Seade o) n. 'n—‘OO 2"
lim :.':(2. == mi- =lim —— =1
nong N0 n-l n—rool—-F )

-verilen dizinin birer alt limitleridiv. Diger taraftan, verilen dizinin lier yvakinsak
alt, dizist, (207 ve {'3;53)} dizilerinin. alt diziler! oldugundan verilen dizginin 0
ve:l den i)aska limit noktas olamaz. Demek ki, vcrllen dlzmm 1imit. ;wktf\hu
kiimesi 7= {0;1} dir. ¢

Ornek 2.1.55 1 w, = sinn®, 1 € N olmak dzere (v,) dizisi icin
(i) Z limit noktalars ktimesini; .
(i) Hm @, vg l1m T limitlering bulunvz
n—ew
ch_um_.
i} "é’?'f P N '-icm s n®e= sin{?;@()"g}-i— né') oldagundan; 0,sin 1%, £ sin 25
,'tpkrmlaninak’mdlr O hald& bu sayllar (Tn) dmmn blrel hmlt Jrloktaw
o 'ifmcizr '
Her c_; g' {0,k 5in 1%, + sin _2-,;' ,EsinB89°, 41} sayisnnn dyle T, ( ) kgin
sulugu bulunabilir ki, {z,) dizinin biitfin terimieri bu komsuhgnn e

smdadir. O halde, () dizinin limit noklalarmm kiimesi
4= {0, sin 1%, £sin2°; / ;;iﬁ;si’n_SQ“',:!:l_}_. dir. '

(i) -inf.Z = —~1.ve sup.Z =1 oldufgundan, lim sinn® = —1 ve
I ' ’ Mgy .
'Iim._siﬁ %=1 dir -

Brnek 2,156 < 0,1, 5,5 S EE E g disisinin
(1) Z limit no_k’talam Liimesing: - -
{zz} alt vedst. Szmzﬁe?‘zm bulunuz.

Cﬁzﬁm. (i) Ya e [0, 1] rasyonel says verilen (:rn) dizisinin bir terimi
oldugu acikbir. Yo € [& 1) ve yeteri kadar. bt}yuk m dogal SBYISE

R T e—
ebme oo
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esitsizhifinin Yo € N icin saglandsf da-actkeir,
V€ Wicin {2y) .dizigi.nin_ :mrimieri- icinde
< e 3+
e e
“ 7+

olavak sekilde bir v, vasyonel savis vardir.

Baska bir ifade ile her a & [0; 1) sayisuun her 1, (o) komsolugunda [0, 1)
arahfmim sousuz sayida ":*gmyoilei noktas bolubay, O halde, ’fun Ty = A
dur vedolayisiyla, oy {(2,) dizisinin bir alt- Bmitidiy. o = 1 benzer sekilde
Bicelenchilir, ‘Bovieds, (o) dizispin lmit z’u;:zicmlaimm kmﬁaﬁ P ?ﬂ 1] dirs.
(i) Lm 2, nzif 2” £ ve i;n} s sup ) dii o '

. r}*‘x

Or;u:;k 2.5 57 = Jeorem 2.1 46 don. faydalangrak
i) e 7t ‘3" n& N oliok vizere (x W) dizisinin,
() =1 :._,e,j eN oimaﬁqv tizere (i) digisinin

alt. ve -'z'isz‘.i‘ms.éﬂe?‘-‘iiai'.;’zif,:fumslz - |

Cimtiniz (1) Vo & Nigiid, = :zzf{:z,,‘, kewt e inf A e n} =0 ve
L, &= sap{4 P n} = sup{k R n} oo f}i{iugumﬁan

T gy == 1i111 wﬂf{m,g, e n} = 11111 00,

b i
ling a;, = i;m oxggs{u kzn} = hzn{ +00) = 400
Ay

bulenur, : .
(i} Vue & Migin mi{m b n} =0ve supla A = ﬁ} e S aédag;tmcim

i B = hm mf{é& f» 2k = :ma yems 00,

'.i--){

Izsn Yy = ?m;z mp{zﬁ, sk nt e %m; {»i— Joe= oo

. lzn—r

Badupuar,

2.2 . Coziimlii Problemler

. {1 +10

{1y (a) 2= _(—if?;ﬁ% n € Ny
{bY w= {202+ 1 ~nf—In, neN
dizilerininin sl olduklarmn: gosteriniz.
Not: “Surlrdizive verilen Tanim 1,13.15e denk olan ;ﬁgqgaglgx.ki .Lzm.uu;
da verebiliviz. R icindela {2,) dizistsmubdir ¢ I8 > 06ylekivn g M
icin |, < M dir. » e
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Coziim:

{a) Yo Nigin’ U=t 10] < ]( 1 "”wj»%l@ =10 ve VIZ R 1 > ;;
{35{11;&111{141} ¥ & M igin '

(- )n+1£).|~ 101145{3:{“
VATLR

.lj?Lrn-_I = 7 i o

“bulunur. Dolayisiyla, (i) dizisi smuhdir.

{b) ‘ié’za N zcm

Y = n ’H»_( ?.4“ ;jj =13 ~Inn :ln( i

O vVEo1< /24 H 12 VE1

oldugundan, ¥n € N iein

Ve

M(Y251) £ g SIn(VE—1)
sulupr,

Bunagore, () dizisi spchdie: o

Not: B icindeki {wy,) dizisi 51111_1"_;,12(111‘ e W‘.f >0 icin E]N &N tyleki
fpel o A dirs .

™ 7

(2) (a) T “'nc“*”“ neN; - (D) y= 32711 1' nelN.
dxzﬂermm sl olup olmadlgml mceley;mz, ; _
Cozum ( 1) F» €N olinak dizere way = (2&)“’“"" = 2k ve gy =
(2k 1)eoet (2~ ”’T = {2k~ 1) bulunur: Buradan, ¥n-€ N fein: i, >
0= (._1_._ J)-dlizisi. alttan %innhdu"diyebilirb Ote yandan, her M > 0
" igayisl vel'i'ldigind'e N=[% My +1 dogal S'Lyl’ﬁl icin Zoy = (2N )""“N =
L AN > M= (7:,,} Ustten smnqlzdu :
e (b) W€ N icin <

3n___2.ﬂ '__.:_3 n_.ll."( ) 3 nl 2 2.3 1
EW+L”E)T?;_EQ)H~V95)>§

. _o_lc_iu@undan (). dizisi alttan strlidur, Horhang1 ]\[ >0 saym ver-
ildiginde: V.

( n) dizisi- listten 311111512(111" o

= |[Iog.; (9‘”)]] +1 dogal sayist iein yN g(;) > M=

: ‘ ﬁ.’l g ; "
(_3_-}“ (a) sy = o e Ny (b) i neN
dmlerlmn nunlnml . maksmm,[ tumﬁcrml varsa ulnnuz:

Coziim: {a) Vn>3 (ne N) icin
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:.-‘L'n.+1 __ 1 1 2
A '2(1 -i'-.'nﬁ') <1

oldugundan (z,,) (n >3) dizisi azalandir. O halde
max{,) .:_.;11151?(_{1:1-,-3;2,';53} =Ty = g dir; .Minima'l eleman yo'k'tur.- :

yn mtd
artandir:. Dolayis: 1_1@,

(yn) n> 99 igin d1z1 a,zalan, 1. n < 99.icin de

'100100 B .10099

R [ U T
elde edilir, Minimal eleman yoktur.o .

'max_(y,})_ =g =
"2 . :
(a} z, =T h € N dizisinin artan;

(b) >0 icin y; herhangi pozitif bir sayl, 1= —(?Jn a) neN

o

olmalk-fizere (4, ) {n > 2} dizisinin monoton azalan;

(C) e 2 2_*—.1_, n € N olmak iizere {z,) dizisinin artan

olduklarml ;Jo'st,eumz

Qizint. (8) &= “2%"3:"2 e Tuyy = KR ;z 77 O
m;ﬁqtir ¥n e N icin (n-}~ N> n ( j i < m#- Ln+1 > @y, =

() dizisi artandur. :
(b) ¥n € Nicin g, >0 oldugu acikbr. ¥n > 2icin y, > v/a oldugunn

_ghsterelim, Gereekten her € {0, +Qo} icin. gecerli 0?31; i + = > 2'

‘ emfsmhgmdo ! = }'_ﬂ By U olarak allrsak

f(Jn V4

B v e o : : e .
L VRS Gy, )2 '

oldugu anlagilr, O halde; ¥n >2ne N)!cm

RS TP a~ L,
It o g =) ST =12
Yo 2 1+ ;;‘3-'-) S+l =1 :?’_'9’2?_*‘3

ciolayjswlct, {4t} {n.2> 2) dizisi monoton azalandir. .
(c) n=1icin 2 = 3> 3 dliir. Herhangi n.= k=2 sayasLigin 2k 2 J
alsun, Fky > 3 Oldugunu gomlam '

Zpyy =3 = %zﬁ —4= Tj{z;ﬁ - §) = %(»‘% W'Qﬁ}{zk F 2V >0

ve- buradan zp1 = 3 oldugu anlasilic. O halde, Matematik indiksivon
ybutemi gevegince her n € Nicin 2, 2 3 dir. 2y = 3,2 = =37
1=3,5= -2 = 0,5 > 0-dw. Herhangi n= k. > 2 sayst icin.
Zhpt —z > 0 olsun, O halde, e

L 2 : N 9 -
Dagay = 2~ 2 Dpas = 2oy — 2= Wanag — 2uar)

o= z}fﬂ w.zz = {'_Z;g_%l_ W.Zg}fz;&j 4 Zg} 20 Zpge —Epn > 0

ise (Matemotil indiiksiyon yéntemi geregince) {2,) dizisi artandi. o
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(5} Limitin tamoun kullanarak: agagidaki es1thkierm dogrulugunu goqtt,mmz

. Hpd 3n R
a i e : e
(@) i i 5y () Jin T

0o .
: - o0 o

te) fiw e

Coziim: Herbangi bir ¢ > 0sayis: yerilsin,

(a) _ _
{Em' -—ﬁfi_sg‘ | —3n® -5 G +
: ?’L3+ i = ??’3 »,i».

b1

345 345 8 8
w e e e e
n+w 1o 1 €

ol G halde, = ﬁ ﬁ {n =14, e > ®ise) olmalc fizere. Va; e -in

57;3-w. 3n? 51 e lim 5?1 - 3n*
e, 5 bE .
¥l s T b E ;

Tattlunine.

(b)

N

.|' G -t ¢ Nt ¢
R e e N ST

SR AU |
Sgn Sesn>ion

alur: O hialde, 0, = {[log 2% ﬂ (n; = 0 ¢ > T-se) olmak figere Yo >t

Sati]

CoreTe 167
'Ww’flqﬂaﬁﬁz e
hulunio: ' |

{c}

Vn?sinn? Ol  Vnd|sinn?| < it oA

: ‘lu—i-l o _"J?,A_».l Tl

. i
. [i4

olur. O halde, n, = | = I {n. = 0,¢ > 1ise) olmak fizere ¥n > n. icin

o RZsinn® Infsinn®
iwwm-—[ < 6= lin . 2=}
a1 R

Bulunmr, .
- (d) ¥n > 2(ne Nicin)

. : o T 1
_.-}-1an£.—~ o= Ilog_n.2| = 1og2n-<"€:% n > 2

¥
alur. (} halde, 71, = [ 2] (n. = 1,¢ > Lise} olmak fizere ¥n > n, igin
Hog, 2h< e = lim log, 2 =
: T Ok,

bulunur. <
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(8) Ly = (_0, 5}('(-»_1_)1»%_1).11_ n & N dizisinin waksak olduguny Zg'i'j'ster'iniz_..
'Ctiz'iim" * Herhangi o # 1 sayast {x,) diziginin bir limiti olamaz.

-
--Cunku € = tmemment 3 0 olinak Tizere {2} dizisinin 2201 = 22{%- I

'E%M olacak sekilde sonsuz sayida terimleri o # 1 poktasimm U.{a)

kﬂmailli}gu dismda bulunmaktadir. @ = T noktas: da { 1,“) digisinia bir

Jimiti olamaz. C‘uuku o= 1 noktasmn, Sriegin, Ul{l) komsulugu

chsmda () dizisinin sonsuz coklukta terimleri (tek mdlsh terimileri)
~bulunmaktads; Béylece, Tanim 2:1. 2(b): gevefince (2,) dizisi arak-
N .-Séktl_r'. ) ) - :

(8) Agagidaki limitleri hesaplayimiz.

@ dmamn O
- oo g 1 10l
O T LS
. (C) nEIr}a (371 ]_)3 I ((l) ,}L;Q n 43(71»%1)"
' Imt+lis . " 52
(8'- ,ﬁ‘ifi;,( }* _ ® ?35’&.2(5%37;«7 o+ z)
_ 1 2 _—
(&) Jim (W, 2@:2"‘*‘ — .)_,lm B
RO LI A C

i ho s e ) 1

1%34—6—% 2?1-—1 2?2,-;-_-1'
(i) Iim { s ( } S
n—oo t n? ~§-!_1 S 1
(J) Jim { ! e mmlw«—)
noo Mo/t 1 \/n? 1~2 et v’
(k) lim (w}w S ——L-m—)
s ?"_"m E 3 5 B (2&’2& - 1)1(2?1 "'{' 1} &

f(z)ﬁzixgg'(z b b T,
) Jim («/_x/_ \/—) -

e —n (e /B )

@G?m e R = m
V) =heo. '

(b9 lim 20 e/ ANE 1'_ lim (211 - \/Emﬁ 1) (2n AT = )
"o \/"?ﬁ' +3—n  noo (Wn?3 = n)( (2n -+ +/dn? — 1

W‘%+n
““’w(m —~n)(m+ )(2n+x/”19—1

:\/'-1’*"’“"*' ; 1+1 1
hm : - == =
il sl 5(2 + 4 3 2 + f) 6 "
e i . . 1
) e Y . o
(e) ,3536 Tniip 13‘—1& {3 Iy TR
I
(d) lim 2 W 0.

. :'“ ; vl
n m,ﬁ %{?’i"i-l} e ot n-i-l ur

{e} lim {in +'1') = { lim Int 1). = { i

n—os CYE TE— KD 3}1. —
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(£)

i ( 113' on? Tl P n? n?
o ;;,Mgs T 417 meeee {znﬂ){nz +3)
' : ' 1=2 1

T

*nﬂw@ﬁ}(uw”’i‘

{g) 1+2+. . +a=-1= ﬁ{i%wj oldugundan,

2 R o 3 _
Timy (—- o f“‘__ilj) - lim 1 +2t A 1

B0 N LF A nreoa .?12

il
iE
il
15
=
ey
[
L
i

_ 1 23 (1)"‘ 19 3, 4 (=1

() = b -
X B 2% 13 X 1
. ol:,nn O Lialde, 16 =24k ise, :

{23+ @A)+ .+ {2& ~1-2k -~k -1

N

olur. Eger, n.= Qk'ﬂi.'_i_se_? _ :

(1~ D)4 (B 4} 4. o+ [(2h = 3) = (2& 2); (iz,z,w 1)

BT T ]
k= ARk 1)
- k-1

- glur, Buradanm,

=2k Ise,

H

_ll"nl = 2 k

‘ . | _iyn—1,.
L2 a0y

oA Un o noor s | e, =2k =11se

2k —1"
oldugu bulunur. R icindekiherhangi {an) dizisi icin
lm ayp = Hm aopy = a < lim ¢,—=a
i, (0T L ok T T

énermesi dogru oldufundan {ispatlaymiz)

+1 2 3 — 1yt
lim |— == 4= — . vl (——)——rii = lim |z, =

n—oc 9 AL ML o U 00

Hm |zeg) = lm jzep] =
famrees T amon.t - .

hulanur.
(i) YneNicin 143+ 5 +. ..+ (2n— 1) =n® oldugundan,

D=

b3+ o+ (2n 1) 2n+ L _oomt 2n+1
Jm ( - T TR ) P (_nz T1 T T )
ot — 2n3—n —2n — 1
= 1lm :
R NV
_z_ 1.2 1
="lim n n? - n11 nt
0K - o7
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1._:_1'1111_'1'1_11#_._ ) ; 1 . .

i), = d o i,k e olsun. ¥n € N ve
(J? " \/n2+1 V24l vni+n L
V€ {1,2; 0. ,n} icin - . ' '

i < 1 < 1
I N E

esitsizligi dogru dlduQunda’n-
.. n
~bulunyr.. Buradan da lim

n.
s = M e ohmsl ne-.
m=o0 a/mPfm ooy in? ] .
__demyle Teorem 2.1.9un (f) 511{1«:1 geregmce hm Ty = 1 01u1 B

o L.' 1 1 )] .
5 2n 2n|—1

' ,blduéuﬁdan

RN EPE S

lim ( ) 5

i hm ( ( n. . 1)(211 + 1)) oo 2 2?1—!—1 ; =

Z n—rco

"i elde edlhr
(l) -Ln

— L ng'n. —"olsun. 'O halde,

R SR WP S P el -3 2n—1
s Pl gl Hlg gt ) e
2

PRAPRE R = T

L\J|l—‘

= ., T
[N=3

]

ve buradan da.

L1 on—1 l—zir 2n-—1
= - :1 27 e — -
=14+{1+3 3 +22 + . t o ) TR I ST

olur, Buradan,

I EEE N S
.ﬁﬁwwﬁqﬁfzn
1 29—-1

nlLIlg.lg( 2 -.-'g.— '2n )

1 1
m 3= Jim e = m =3
nIi.m3 111%02 =2, 21111?302 +,3Lm on "

bulunur '

' " N S 1 9 )
(m) \/_1/_\/_ L2 =2rtat e = olma -21 ve ¥n >.2. -
- ST E

o

= (7)== (427 ) }2“' > (1 %»{2%»1})

;,—, 1--+'n(22» e B +(22n =1} nf2hn= 1) =

2
0<:.aw=-1< =>11m22"—"1m$>

lim \/M \/‘2 f -?f)-‘:- 'lim m%qm —*«—2 -

ﬂ—»mo _ TL—bo (2)@? .

balonur. o
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