1. ANALIZ-III VIZE KONULARIYLA ILGILI COZUM ORNEKLERI

1. Limitleri bulunuz:

n sm 1 COSE

a) Lim

VN s
Coziim: Lim cose™ limiti mevcut olmadigindan bu limite ¢arpimin ve boliimiin limiti
n—oo
1
kuralin1 uygulaymayiz. Fakat lim nsm L T =1 ve
n—oo n—oo n
Lim—="%—— = Lim——2—— = Lim =—1 - =0,|cose”| <1,neN*t

— m =Li =
n—o00 +Vn2 ’rLHOOTL(\/’FL+ ,3/%+7%3) n—oo+/n+ %/%Jrn% +oo+ /0
dikkate alinirsa, bilinen teoreme gore sonsuz kiiciik dizi ile sinirh dizinin carpimi sonsuz kiiciik

2 gin 1
dizi oldugundan Lzmn sin, cose” Lzm Lzm ncose”
& oo Vn3+ 3V n?+1 n—oo 711 n—oo Vni+ V/n

b) Limy/n (Vo +n? + 1 —/nd +1) =7

=1-0 =0 bulunur.

Coziim: Verilmis limit 0o - (oo — 00) bi¢iminde belirsizlik durumu olugturuyor. Limiti

bulmak icin dizinin ifadesini déniisdiirelim. Bu amacla ifadeyi v/n® +n2 +1 4 +v/n® + 1 ile

carpalim ve bolelim. Buna gore,

VA( VIS Fn2H1—VnB41) (Vad +n2+1+VnB+1)

\/ﬁ(n5+n2+1—n5—1)

Lim (Vi tnZ v/ 1) = = T{;i@(\/er\/m) =
iy 3 B
ﬁ@i(m+m) 711;—Z>oon§<\/1+ EE Ny T

" R e Vo g i

c) Tlllizrg\/_(lnn + 4" + 3”)% =7

Coziim: Verilmis limit oo - oo biciminde belirsizlik durumu olusturuyor.

T, = W(lnn—l—4n+3”)% :4W(ljll—n”+1+i—2)%,Oglnngnggn,og 8 < 1,VneN*
oldugu ve 43/n? < 3, < 4Vn? (B2 414 L)% <4Yn? (L + 1+ 5)7 <
<AYRZ(1+1+1)7 = 4Vn2/3,Yn € N* = 43/n2 < 3, < 43/n2/3,¥n € N* esitsizligi

dikkate almirsa lim ¥/n2 = lim ({/n)° =1, lim /3 = 1 nedeniyle Sandvi¢ teoremine gore

lim z,, = 4 elde edilir.

n—oo

2. yontem: Bilinen lim v/n (hm Un ) =1, hm nn —, hm £ =1lm (3)"=0

an oo 4™
n—00 n—00 n—00

limitlerine ve kuvvet-iistel fonksiyonun limiti kuralina gore

Lim /24 (52 + 1+ 3)7 = ALim ¥n? lim (%2 +1+ 3)" =

n—o0 n—o0

Lzm 1
= 4Limv'n? (hm Bn 4 lim 1+ lim 4n)"_’°°n = 4.1.(0+1+0)" = 4.1 = 4 bulunur.
n—oo n—oo n—»oo n—oo

n3+n sin 2n

d) Lim <M> =7

n—oo



3 sin 2n
n34+3n+2 __ 3n+2 _ — n +n51n2n (H‘ 2 ) _
Gozttm: Lim =532 = Lim (1+ %5%) = 1+ 0 = 1, Limy s = Lim = oy~

(1+sm2n) 2 B Lim (1+51222n)

Lim — n—oo - Limn? = +00 - 12 = 100 oldugu icin verilmis limit [1%°
AU CFEy Lim (1+2) e 140 gu 1¢ > [1°]
n—oo g
bi¢iminde belirsizlik durumu olusturuyor. Limiti bulmak icin vardir. u, = 3’:3“2, v, = RSN *;Em”

olmak iizere kuvvet-iistel fonksiyonun lmiti kuralini uygulayalim. Buna gore,

n3+n sin 2n

3 3 n+1 . n +nsm 2nl 1 3n+2 . . 3 .
Lim (%) — Lime 2 m(1+2542) _ ¥, k = Limuyv, = Lim352 . ninsinzn _
n—oo n n—oo n—oo n—oo n n+

i i . 2 n2n

opt(32)(1snze) L (342)(1gsingn)  Lim (3+3)(14+2550) ig)a40) s
Lim 11 = Lim i = , T = =725 = 3 elde edilir.
n—oo  ni(1t+1) n—oo  (1+3) Lim (1+3) *

n3+nsin2n
. 3 n+1
Sonucta Lim (%) = ¢¥ = €3 bulunur.
n—oo

2. {x,} = {cos I 4+ 2sin m} dizisninin kismi limitlerini, Limz, ve Limaz,, limitlerini bulunuz.

n—oo n—o00

Coziim: cos 5 ve sin &t fonksiyonlariin en kiigiik pozitif periyodu 7' = 6 dir.
Her n sayma sayisi i¢in

n = 6k,n=6k+1,n=6k+2,n=06k+3,n=06k+4,n=06k+5,ke& NT gosterimlerinden
sadece birinin gecerli oldugunu bilerek verilmig dizinin

{wer}, {err1}, {Terra}, {Torss}t, {Terra}, {Terrs} gibi alt dizilerini ele alalim. Alt dizilerin

limitleri olan kismi limitleri bulalim. Buna gore,

Tgr = COS =% 6“’“ + 2sin 22X ﬁﬂk = cos 27k + 2sin 27k =1, Lzmek = Liml =1,

Tepy1 = COS ™’ ”(Gkﬂ) + 2sin ”(6l§+1) = cos (27rl<; + g) + 2sin (27rk; + g) =cos g +2sin§ = 1*3\/5,
Limzepy1 = Lzm1+2f Hg\/g,

n—o0

Tgkio = COS ———— ”(6k+2) +2sin (6];“) = cos (27rk + %”) +2sin (27rk + %’r) = cos —+2 sin & = 2‘/;&,
ﬁg%km lemf L= &7

Tekys = COS ”(6k+3) + 2sin ”(6k+3) = cos (2mk + 3) + 2sin (27k + 3F) = cos 2T + 2sin 3 = —1,
%ﬁgxﬁﬂg = Lim (1) = -1,

Tekia = COS 7r(6k+4) + 2sin ”(6“4) = cos (27Tk + 4%) + 2sin (27rk + %’T) = cos & 5 +2sin %’T =
—N;ﬁ, kLimeGk+4 = —LZan\/g = —Hiﬁ,

Teprs = COS ———t ”(6“5) +2sin =6 3+ ) = cos (27Tk: + %”)—1-2 sin (27rk + ‘%’r) = cos ——|—2 sin 3% = l’g‘/g,
Lzmx6k+4 = —Lzm1 2‘[ 1_2\/3 elde edilir.

—00

Boylelikle dlzlnln {1 1+2‘/ 2‘[ 11, —1+2‘/ 1— 2‘[} gibi 6 tane, birbirinden farkh kismi

limitleri bulunur. Ote yandan {z,} dizisinin her hangi bir {z,, } yakimsak alt dizisi yukaridaki

alt dizilerin sadece biriyle sonsuz sayida ortak terime sahip olabilir. Yakinsak dizinin her alt
2



dizisi bu diziyle ayni limite yakinsadigindan {z,, } alt dizisinin limiti buldugumuz kismi
limitlerin biri ile ¢akigir. Sonugta {x,} dizisinin kismi limitleri kiimesi

A= {1,128 231 128 1223 oy, O halde

_1+2v3 1-2v3 | _ 1423
2 2 - 2

)

n—oo
Limz,, = inf A = min {1, 1+§\/§, 2‘/2_1, -1,— 1+§\/§, 1_3\/5} = — 1‘%\@ bulunur.
n—oo

3. A.L.Cauchy kriterini kullanarak {x,} = { % frcos ”} dizisinin 1raksak oldugunu gosteriniz.

)"
Coziim: Cauchy kriterine gore, Lzmxn = Lim(23)"**5" ¢ R < Jeo > 0 VN Imy

Ing (mo > ng > N ve [Ty, — Tny| > €0) Onermesi gegerli olacak sekilde Je¢ > 0 sayis1 ve her
N sayisina kargilik mg, ng € Nt sayilar1 bulmaliyiz. Kolaylikla

’fL’mO - Jjno‘ = ‘(%)mocos FMmo _ (g)mocos Zmo

| > gp esitsizliginin €y = 5 ve her N ’ye gore
ng = 6ky > N, mg = 6kg+ 3 > N, kg € NT icin (beyle kg Argimet aksiyomuna gore vardir)
saglandig goriiliir. Gergekten

‘(2)(6k0+1)cos 3 (6ko+3) _ (2)6k000s”6k0‘ _ ‘ Z (6ko+1)cosm __
3 3 3

(%)Gkocoso‘ _ } % (6ko+1) __ (%)6%‘ —

‘(%)(6k0+1) _ (%)Gko‘ — (%)(6k0+1) _ (%)6160

Y

3 —1=3=¢gveya [Tpy — Tny| > €0 olur. O halda
Cauchy kriteri geregi {x,} dizisi iraksaktir.

4. v1 =1, 2,11 =4/3+ 4x%, n € N dizisinin monoton ve siirl oldugunu gosteriniz, limitini
bulunuz.

Coziim: Once 71 =1, 2,41 = /3 + 4332 >+3>0,neNt =z, >0,Vn e Nt oldugunu

fark edelim. Tiimevarim yoluyla dizinin artan oldugun gosterelim. n = 1 icin

Ty = \/3 + }lx% = \/3 + %1.1 > 1 = x; gecerlidir. n = k icin z, < xpyq varsayarak n =k + 1

i¢in ;11 < xgyo oldugunu gosterelim. Kolaylikla

0 <oy < = af <adyy = 3+ ked <3+dady 5w = 3+ 3ed <\ 3+ ded, = s

elde edilir. Boylelikle x,, < x,11,Vn € N yani {x,} dizisi aratandr.

Simdi gosterelim ki, {x,} dizisi iistten simrhdir. n = 1 igin 1 = 1 < 2 agiktir. n = k igin

xr < 2 varsayarak n = k + 1 i¢in x4 = \/3 + }lxz < \/3 + %122 = 2 oldugunu goriiriiz.
Dolayisiyla z, < 2, Vn € N yani dizi tistten 2 sayis1 ile simrhdir. O halde monoton dizinin
limiti hakkinda Teoreme gore {x,} dizisi yakinsaktir ve Limz, = a € R, Lzman =aq

limitleri vardir. 22, = 3 + Za:n esitliginin her iki yaninda limite gecilirse



2
Limx i1 =3+ lemx = (Limxn+1> =3+ }1 (Limxn) =a’=3+: a veya a? = 4,

TLHOO n—oo

a = £2 elde edilir. x,, > 0 esitsizliginde limite gecilerek Lzmxn > Lim0 = a > 0 elde edilir.

n—oo

a > 0 ve a = £2 sartlarindan Limx,, = a = 2 bulunur.

n—oo

5. Dizinin sonsuz biiyiik veya sonsuz kiiciik oldugunu inceleyiniz:

__ sinnln(n+1)—2cosn
a) r, = s
Coziim:

a) Her n € N* igin |sinn| < 1, |cos n\ < 1 olduguna gore {sinn} ve {cosn} dizileri simirhdur.

Ote yandan Lzmln(n+1) 0, Lim = 0 dir. Sonsuz kiigiik dizi ile sinirh dizinin garpimi

n—oo Vv + n—oo Vv
sonsuz kiigiilen oldugundan 7{/_1)7;3 \/ln(f’” =0, 5_@)@&% = 0 elde edilir. Limitin aritmetik

kurallarina gore Limzx,, = Lz’msmf/l(f b _ QnIi?oT\C/ﬂ =0—2-0 =0 bulunur dolayisiyla {z,}

n—oo n—oo

dizisi sonsuz kiiciilendir.

nn3
b)yn: 5™+

nT(§/n+4m)
Coziim: Lim (5" + n®) = Lim5" + Limn® = 400 + (+00) = +00 ve

Limn™({/n + 4™) = Limn" - (Lim{/n + Lim4") = 400 - [1 + (+00)] = +00 oldugundan
Limy,, = Lzm 7(5\751 o) limiti [%] bi¢iminde belirsizlik durumu olusturuyor. Limitin
n—oo

aritmetik kurallarim kullanarak

T e NP CO N~ G ) I pmgr 1o _
gi@yn 7%—27;24”717( Vg ) o '{j—zfoz n nL—Z»To< f—&-l) = +00- %ﬂ?ow Lzm Vn+1 = +oo- 0.1+0 —
+00 - (+00) = +00 elde ederiz. Burada Lim™ = 0, Lzm{/ﬁ =1, (a > 1,k > 0) dnemli

n—>oo

limitleri kullandik. Bélelikle, Limy,, = +oo ve {y,} sonsuz biiyiik dizidir.
6. Asagidakilerin gecerli olup olmadiginmi inceleyiniz:
a) nv/n? + larctan = = o (n%(\”/g— 1)) , I — 00
/ 1
Coziim: Tanima gore, Limm
n—oo n2(Ye—1)
amaciyla arctan% ~ %, n— oo veen —1n~ %, n — oo oldugu kullanilirsa

= 0 olup olmadiginm1 kotrol etmeliyiz. Limiti bulmak

2 1 1 2 11 1
. ny/n2+1arctan + .on \/Earctanf ny 1+ . I+ /
Lim——————= = Lim — = Lim—Yr2" — [imY—2 = ¥1H0 — ( elde
n—oo n2(Ye—1) n—00 n2(en—1) n—o0 né.l n—oo n2 +

edilir. Boylece esitlik gegerlidir.

o WERE) i

1) n— oo



( 1+tan 7—1)
= 1 olup olmadigimi kotrdl etmeliyiz. Limiti bulmak

ama(:lylatan —0,n—00=4/l+tant —1~ltanl~ L n— ocove
n 2 n 2n?

In (1 + #) ~ #, n — oo oldugu kullanilirsa bilinen kurala gore

(, /1+tan%—1> <\/m71> 2 o 1

() R (i) Ve AR T Ews — 1 L eldeedilir

n— o0

Coziim: Tanima gore, Lzm

Boylece denklik gegerlidir.

7. Z m serisinin:

a) S leIIll toplamini bulunuz.
b) tanima dayanarak yakinsak oldugunu gostriniz ve S toplaminm bulunuz.
Coziim:

a) Serini genel terimini

. n . 8n _ (@n+1)2-(2n-1)2 _ 1 1 1 :
Un = Gn-12@EnrD)? ~ 8@n-12(2ntD)?  8@n-1)2(2ntD)? 8 [(271—1)2 N (2n+1)2] . € NT geklinde

gosterelim. Buna gore

_ _ 1 1 1 _
S = Zak ~ 3 Z [(%—1)2 - (2k+1)2] -
k=1 k=1
1 1 1 1 1 —
8 [(1_2_3_2)+(3_2__2)+ +<(2n 1)? (2n+1 )] o
S U S ST B P _ 1 -1y _1 +
— 8 [1 FrgE g t.Tt (2n—-1)%  (2n+1)* } 8 [1 (2n+1)2:| ,mEN
_lfq_ _1 +
S, =1 [1 (W)Q] nmeN

b) Tanmima gore Sn:_)éimS = Lzm [1 — m} = 1L2m [1 — m] =

TL—>00 TL—>OO

% [1 T{ﬂ@ﬁ] = é 1—-0] = % € R oldugundan seri yakinsaktir ve toplami

— n 1 73:
S = Z GrotREnr? — s dir-
=1
8. Kar§1la§t1rma testini kullanarak serilerin yakinsaklhigini inceleyiniz:

In(1 + cos® v/n3)
K Zl (v +1)Vn?
Coziim: Once ; ap = ; In( \1/jj0182\\//__)

Vn € Nt icin cos?v/n3 > 0 = 1+cos?vn3 > 1= 1In (1 + 0032\/n3) >0,vn2>0,y/n+1>0
In(1 + cos® v/n?3)
(Vv +1)Vn?

serisinin terimlerinin igaretini belirleyelim.

> 0,Vn € NT olur, yani seri pozitif terimlidir.

oldugu i¢in a,, =



In(1 2vn3)  In(l4+1) In2
_ In(1 + cos ) n(l+1) _ —,Vn € NT egitsizligine dayanarak verilmis seriyi
g

(\/_—i—l)\/_ \/_\/_ n

- 1
Z b, =1n2 Z — harmonik serisiyle karsilagtiralim. Z — harmonik serisi a = £ > 1
—1 TLG 1 n% 6

oldugundan yakinsaktir. O halde test gergi verilmis Z a,, serisi de yakinsaktir.
n=1
b) Z\/ﬁsin( 14 (L3 - 1>
n=1
Coziim: Once Zan = Z\/ﬁsin ( 1+ (1)
n=1 n=1

4
belirleyelim. ¥n € N*ign 0< L <1=1<1+4 (1)3 <2=0< 1+ (1) —1<v2-1<

4
3 1> serisinin terimlerinin igsaretini

4
1<% = a,=+/nsin ( 1+ ( )3 1) > 0 olmas1 agiktir, yani seri pozitif terimlidir.

4
Verilmig seriye kargilagtirma testinin limit formunu uygulayalim. Bilinen (%) = 0,n—o00=

() 1 30 oo = v (1 ()T 1) = () <o

n n

bagintilarindan fayadalarak Z a,, serisini Z b, serisiyle kargilagtirahm. Buna gore

n=1 n=1
4 . 4
o \/ﬁsm( 1+( )3 1) L 251n<\/1+(711)31> . 2%(%)% o B
K = Limy* = Lim T = Lim 1 = Lim 4~ = Liml =1 elde

(e e] 4 o0
edilir. 0 < K < 400 oldugu icin test geregi Z ay ve Z \/7"7 (%) = %Z L serileri aym

n=1 n=1 n=1

o0
yakinsaklik karakterine sahiptirler. % Z - harmonik serisi o = % < 1 oldugundan 1raksaktir.
noé

O halde test gergi verilmis Z a, serisi de raksaktir.
n=1
9. D’Alambert veya A.L.Cauchy testini kullanarak serilerin yakinsakligini inceleyiniz:

o0
T
a) Z n? sin o
n=1 T
Coziim: Serinin a, = n?sin 2— n € N terimlerinin isaretini belirleyelim. Vn € N* i¢in
0<n?0< o <5 =>sing >0=a,= n?sin 2— > 0 gegerli oldugu icin seri pozitif

terimlidir. D’Alambert oran testini uygulayalim. Buna gore

m m
(n+1)? sin —0,— —0,n — 0

D = Lim®=t — [im——2" — on om0 =

n—oo 9n n—oo n2 sin — . ™ . m s

AN ~
on sin o ™ on sin 1 ™ il n — oo

(nt1)? 2:;1 2
Lim—W:Lim(l—l—l) -521-%:%
n—oo n2— n—oo n

2n



o0

7
elde edilir. D < % oldugundan test gergi verilmig Z n?sin on serisi yakinsaktir.

b) >0 L5k
n=1

n=1

2

(ntl )"

Coziim: Serinin a,, = ~—7—,n € NT terimlerinin isaretini belirleyelim. ¥n € N¥ igin
2
n+1\"
”TH >0,3">0=aqa, = ( ”:’,)n) > 0 gegerli oldugundan seri pozitif terimlidir. A.L.Cauchy

kok testini uygulayalim. Buna gore,

2
o . n o . "(n;:l)n_ .1 1\ 17 1\ 1 .
C = MZ.QV% = Tlfi@ S = 1{/_{@3 ("T) = 5711;_@; (1 + 5) = 3 - e = £ bulunur.
C = £ < 1 oldugundan test geregi verilmig seri yakinsaktir.



