Analiz-111 Final Sinavi konulariyla ilgili ¢6ziim 6rnekleri.

@ In2:In3-...-In(n+1) .y s :

la. Z serisinin yakinsakligini: Raabe testi yardimiyla
= In(2+e)-In(3+e)-..-In(n+1+e)

inceleyiniz.

. In2-In3-...-In(n+1)
Cozim: a, =
In(2+e)-In(3+e)-...-.In(n+1+e)

igin In(n+1)>0, In(n+1+e)>0 oldugundan In2In3-...-In(n+1)>0,

>0, n>1 oldugunu teyit edelim. Her n>1

In (2 + e) In (3+e) .rIn(n+1+€)>0=a,>0 olur dolayisiyla seri pozitif terimlidir.

N - In2-In3-...-In(n+1) In(2+e)-In(3+e)-...-In(n+1+e)-In(n+2+e) 1
"“\a, ) \In(2+e)-In(3+e)-...-In(n+1+e) In2-In3-...-In(n+1)-In(n+2) -

N+

_ n(In(n+2+e) _1]: n[In(n+2+e)-In(n+2)] nln(”ﬁze) In(yﬁ)

= = olmak uzere
In(n+2) In(n+2) In(n+2) In(n+2)
Raabe testinin limit formuna gore
In (1+e)n In lim (1+e)n me
R=IimR =lim N+2) ___nowl M2 Ine _Ine ~© _0 bulumur. O halde
n—>o0 >e In(n+2)  limin(n+2) 400 +00 400

n—oo

R =0<1 oldugunda verilmis seri raksaktir.

00

1b. Z— serisinin yakinsakligini integral testi yardimiyla inceleyiniz.

1 N1+ n?

Coziim: Once integral testinin uygulanabilirlik sartlarmi yoklayalim. Her n>1 igin 1+n°>0=

n\/l+n2>0:>an:;>0 gecerlidir yani seri pozitif terimlidir. f(n)=a,, n>1

ny1+n?
1

saglanacak sekilde f(X)=————=2>0, f:[L+0) >R fonksiyonu monoton azalan midir?

X1+ X2

y=X ve y=+1+x* fonksiyonlar1 [1,+o0) araliginda pozitif degerli, artan fonksiyonlar oldugu

1
XA/1+ X2

+0 A
saglantyor, teste gore verilmis seri J. f(X)dX=A|im I f(x)dx singiiler integrali ile ayni
1

icin f(x)= bu aralikta azalan fonksiyondur. Boylece integral testinin sartlari

yaklnsakhk karakterine sahiptir. O halde

A
lim Z T <t<1 dx=

[ 11 dt}_
- |=
A—+0 X’1+X x' A t

1
— lim ~ lim ~ lim In‘t+x/1+t2 -
1A

j _ac I _at
Ao W A—>+o0 m A>-to0

= lim In WT %ﬂ In(1+\/_ ) sonlu oldugundan integral yakinsaktir dolayistyla
A+ }

verilmis seri de yakinsaktir.



0 Inn

2a. Y.

2 (Inn)

— serisinin yakinsakligini Logaritmik test yardimiyla inceleyiniz.

Inn

Coziim: Her n>2 i¢in Inn>0, (Inn)" >0 ve n"" >0 oldugundan a, =

—>0 yani seri
(Inn)

pozitif terimlidir. Logaritmik testin limit formuna gore
nt )
& . i . nininn=Inninn | . In’n
=lim———=1im =|limn|Inin =
- |nn n—0 Inn n—0 Inn n—0 n

: In®n , : :
=lim n(ln Inn— ) =+00(+00—0) =0 Ve limInn =+ oldugunu dikkate alarak L’Hospital

n—o n n—o
kuralini uygulayalim

Inn

14
2 1
©l (nlnlnn—ln n) ~Inlnn+n_~_—27M" 1 Inn
:{—}zllm , = lim 2'”” " _limn|Inlnn+—-2— |=
0 n—w (In n) n— = N—o0 Inn n

=limn- IIm(Inlnn+ﬁ—2ln—nJ +oo(+oo+0—0):+oo elde edilir. L=+00>1 oldugundan

N—o0 N—o0 n

seri yakinsaktir.

2b. serisinin yakimsakligin1 Logaritmik teste gore inceleyiniz.
Z(l+ \/F) y g Log g y

n=2

Coziim: Ik oOnce testin  uygulanabilirlik  sartlarrm  yoklayalm. WYn>2 icin
1+ inn n)>0= (1+ inn n)">0=a, = m >0 gegerlidir, yani seri pozitif terimlidir.

O halde Logaritmik test uygulanabilir.  Teste  gore, verilmis seri i¢in

1
In—
Inn
L=Iimn—ar;‘=i '”(1“'” )" _jim i '”(1“'” )~ limIn(L+Inn) = In(+00) = 40,

L=+0>1 oldugundan seri yaklnsaktlr.

serisinin yakinsakligin1 Cauchy benzerlik testi yardimiyla inceleyiniz.

nzl: n(l+ In 2n)

Coziim: ik once testin uygulanabilirlik sartlarmi  yoklayalm. Vvn>1 igin

nl+In’n)>0=>a =————>0 ecerlidir, vyani seri pozitif terimlidir. =Inx

fonksiyonu artan oldugundan n>1=In2n<In2(n+1) =1+In*2n<1+In*2(n+1) =
1 1
2 > 2 = a‘n+1 =
n(l+In“2n) (n+1)@+In“2(n+1))
a, >a,,, esitsizligi saglanir dolayisiyla {an} \/ yani dizi azalandir. O halde Cauchy benzerlik
testi uygulanabilir. Teste gore verilmis seri

0< n(1+ In? 2n) < n(1+ In?2(n +1)) = a =



= 2 < L .
ZZK Z_;‘Zk(1+ln 2(2.2) z(1+(k+l)2 In2) serisi ile aym yakinsaklik karakterine

Sahlptlr. Sonuncu seriye p=2>1 (érnege bagh olarak p in farklh degeri alinabilir yahut
farkhh  bir teste bagvurulabilir) olmak {izere Cauchy  p-testini  uygularsak

. 2 1 . 1 1
A ey T T 0@ o2
o AR e +(1+
k12+(1+ 1) In®2
:_Injz- 5 0< A<+ oldugundan dolay: Z:Zka.2k serisi yakinsaktir. O halde verilmis seri de
yakinsaktir.

= In(n+1 . . "
3. Z:(—l)n+1 (—+1) serisinin mutlak ve sartli yakinsakligini inceleyiniz.
n+

Coziim: Ilk 6nce serinin mutlak yakinsakligmi yani Z|an| :Z (- Inﬁn -Zl)I :Z Inﬁn :_1)
n-1 n-1 + o N+

In(n+1) In3 Ine 1

n+1 n+l n+1 n+1

dikkate alirsak karsilastirma testine gore an = L :£+E+...+i+... harmonik serisi
Y ~n+l1 2 3 n+1

serisinin yakinsakligini inceleyelim. Vn>2= =b, >0 oldugunu

iraksak oldugundan Z|an| serisi de 1raksaktir. Dolayisiyla verilmis seri mutlak yakinsak
n=1
degildir.
. = na IN(N+1) - __ .
Acaba seri sarth yakinsak m? Z(—l) il alterne serisidir. Leibniz testinden
n=1 n+

faydalanalim. Vn>1=c = In(n+1)

n+1

A >0 gecerlidir. Ote yanda n’i siirekli degisken sayarak
tiirevini alirsak (monotonluk baz diziler icin elemanter esitsizliklere gore de ispatlana bilir)

1
r —M+)-In(n+) , _
(Cn),:(In(n+l)) _n+l _1-In(n+1) - Ine In3<o, R 2 oldugunu

n+1 (n+1)? ~ (n+1)? (n+1)?

goriiriiz. Bu {Cn} = { Inign :-1)} dizisinin azalan olmasi demektir. Ayrica L 'Hospital kuralina gore
+
1
limc, = lim% = P} im MO it im0 oldugundan,  Leibniz
n—>o n—o + 00 n—>o

(n+1)" o= 1 moen4l

serisi yakinsaktir.

- = In(n+1
testinin sartlar1 saglaniyor. Teste gore Z(—l)”*l(——;)
n+

n=1
Cevap: Z(_]_)MM serisi sartli yakinsaktir.
~ n+1
e (-1) L L. .
4. Z > serisinin mutlak ve sartli yakinsakligini inceleyiniz.

—~ninn-(Inlnn)



Céziim: ik 6nce serinin mutlak yakinsakligini, yani

2 @ )" | < 1 L o . .

a = = serisinin yakinsakligin1 inceleyelim. Bu seriye
Z| o nz_;‘nlnn-(lnlnn)2| nzzslnlnn-(lnlnn)2 Y 8 Y Y
integral testinin uygulanabilirligini yoklayalim. f(x)= ! >>0,x>3 olmak iizere

xInx-(Inlnx)

f(x) fonksiyonu [3,+w0) araliginda monoton azalan fonksiyon mudur? Bu aralikta pozitif
degerli y=x,y=Inx,y=(InInx)* fonksiyonlarm her biri, dolayisiyla xInx-(Inlnx)* carpimi

artandir. O halde f(x)= ! > fonksiyonu aralikta azalandir. Bu durumda integral

xInx-(Inlnx)

. . 't i dx
testine gore ! f(x)dx = _[ xInx-(Inin x)2

sahiptirler. Integrali hesaplayarak

integrali ve verilmis seri ayn1 yakinsaklik karakterine

Tt dx dx diIninx -1 A 1 1

I 2_Ilmj' == lim j— lim ———| = lim -

2 xInx-(Inlnx)?  A>=9 xInx-(INInx)>  A>=4 (Inlnx)®>  A>w=Ininxs A InIn3 InlnA
1 1 1 1 1 1

<+oo buluruz. Integral sonlu oldugundan

“nIn3 Inin(o) InIn3 40 Inin3 ~ Inin3
1 .
yakinsaktir o halde Z|a |—Z serisi de yakinsaktir, dolayisiyla verilmis seri
= ~ninn-(Inlnn)?

mutlak yakinsaktir.

5. Fonksiyonel dizinin gosterilen aralikta noktasal ve diizgiin yakinsakligini inceleyiniz.

2

a) fn(x):e_nxz, E =[1, +00) b) f (x)= E=[0,1]

24’

2 . 1 1 1 1
n—o0 N
e™  lime™

n—ow

oldugunda {fn(x)} fonksiyonel dizisi f(x)=0 fonksiyonuna E =[1,+0) kiimesinde noktasal

Céziim: 5a) VX e[L+0)= f(x)=lim f (x)=lime

yakinsaktir. Yani f (x) > f(X) =0, xe E gegerlidir.
f.(X) >0 yakinsamasi E de diizglin mii? Bunu teyit etmek i¢in diizgiin yakinsaklik kriterinden
faydalanalim.

2
¢ =sup{|f,(x)— f(X)|: xe E}:sup{e_nx —0

2
X e E}zsup{e‘”x :le}:e‘”, neN

gecerlidir, ¢linkii y =e™ fonksiyonu [1,+) araliginda pozitif degerli ve monoton azalandir,
en biiyiik degerin kiigiik u¢ noktasinda alir (monoton olmayan ¢(X) =| f.(x)— f(X)| icin bu
ozellik uygulanamaz, spremum degeri baska kuralla bulunmahdir!). Bu durumda
limc =lime™ =6 =0 oldugundan {f (x)} fonksiyonel dizisi f(x)=0 fonksiyonuna

nN—oo n—oo

E =[1,+) kiimesinde diizgiin yakinsaktir.



x? G

x2 — lim—
Coziim: 5b) VX, 0<x<1l= f(x)=Ilimf (x)=lim —=lim n_ _ N> _
n—w I’]~>ool+n X now 1 4 l 1 i
?er im— +limx*

n—o0 n n—o0

0 0 n-0?
= =—=0 ve x=0=1(0 —Ilmf 0 —Ilm——llmO 0 old dan {f (x
v = 1(0)=lim f,(0) = im—— =[im0=0 oldugundan {,(x)}

fonksiyonel dizisi E =[0,1] kiimesinde f(x)=0 fonksiyonuna noktasal yakinsaktir, yani
f (X) > f(X)=0, xeE veya f (X)—=— f(x)=0 gegerlidir.
f.(X) >0 yakimsakligi E de diizgiin mii? Bunu belirlemek igin diizgiin yakinsaklik kriterinden

faydalanalim.
nx’
: XE[O,l]}:sup{ — - X e[O,l]}
1+n°x

nx
c, =supi|f,(x)— f(x)|:xeE{=su
L =sup{|f,(x)— f(x)|:xeE| p{‘anXA
:sup{fn (x): Xe[O,l]} olsun. f (x) fonksiyonunun araliktaki en biiyiik degerini bulmak igin

-0

2\ 2nx-(1+n°x*)—nx? - 4x°n? _onx®
tlirevi kullanalim. fn’(X)z( nX2 4j = ( ) 5 _ 2 2nX2 =
1+n°x (1+n7x*) (1+n°x*)
denkleminden fonksiyonun kritik noktalarini bulalim. Buna gore
1 1
2nx—2n°x° = 0= 2xn(l-n’x*)=0=>x=0, x* == veya 0,X, =—7=, %, = ——=,
( ) n2 y Xl \/_ n
1
] "y 1 1
1], 1] bulunur. Bu d da f (0)=0, f (=)= = ==,
x,% €[0,1], X ¢[0,1] bulunur. Bu durumda f_(0) n(\/ﬁ) o T 1.1 2
+n°-—
n
1°n(1)=1+nn2 <=, neN olmak ( burada 2n<1+n? neN oldugundan faydalandik ) iizere

— 1 _ 1 n | 1
c = max{ 0. £, ()., (1),} — max {O,E , m} =3 buluruz. Sonugta

2
Iimcn:Iiml:%;ﬁO oldugundan {1+nr)1(2x4} fonksiyonel dizisi E=[0,1] Kkiimesinde

n—w n—ow 2

f(x) =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak degildir.

2. yontem: Diizgiin yakinsakligin gecerli olmadiginin ispatin1 diger yolu
vn>n,,3a>0,3x €E igin c, :sup{‘ f,00—f(X)|:xe E} >|f (%) - f(x,)|2a@>0 olacak

sekilde n, eN ve a e, X, € E sayilariin varhigim gostermektir. Bunu asagidaki gibi gostere
bileriz.
2

c, =supﬂ f,(0-0):xe E} =supﬂ £,00]: % e[O,l]} >[f (%)= +nx2 - > esitsizligi

1+nx
1 1 1
X, :Te[O,l], aZE Vn>1 igin gegerlidir. Bu durumda limc_~limiti var ise limc >—
n n—o0 n—o

2

olmalidir bu ise limc, =0 olmasini imkansiz yapar. Dolayisiyla IImC =0, yani {

fonksiyonel dizisi E =[0,1] kiimesinde f(X) =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak deglldlr.



6. Fonksiyonel serinin gésterilen aralikta (kiimede) diizgiin yakinsakligin1 Weierstrass testi
sin 2nx

yardimiyla gosteriniz: Z —00 < X < +00
1%+ x2
_— . - sm 2nx . . .
Coziim: Fonksiyonel serinin  u_(x) = terimleri R kiimesinde tanimli olup
\/n +Xx°
sin’ 2nx|_ ‘sm ZHX‘ 1

vxeR,vVn>1 igin |un(x)|

n

1
_ 1 sizlisi
In* +x? ‘ n +X° \/n +x2 \/_ % S

gegerlidir (farkh 6rnekler icin benzer esitsizligin ispati baska yontemleri gerektirebilir!). Bu

¢ . . ) . - 2 &l

durumda E o, mojorant seri olmak iizere Weierstrass testini uygularsak E a, = E -
n=1 n=1 n=l .3

n3

genellestirilmis harmonik serisi p :g>1 olmak tiizere yakinsak oldugundan Weierstrass testi

© =2
geregi Z sin‘ 2nx

" An® + X2
7. Kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapini ve araligini bulunuz:

&(2n-1Y" y )"
a) ;[3:+2j (x+2) b)z(x )

T (n+1)2"

serisi R = (—o0,+) kiimesinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Coziim: 7a) a, = (;: _;j , X, =—2 olmak tizere Zan (x—x,)" serisinin yakinsaklik araligini
+ n-1

bulmaliyiz. Cauchy-H adamard formiiliinii uygulayarak

: [ 2n-1Y 2n-1Y\" ..
p=timifa] =im (202 | <timg| 22 <

2n—1 2=

3n+2

.. 2n-1 .
=lim =lim
n—o0 3n+2 n~)003+

wlN

3n+2

SINS |-

buluruz. Bu durumda R = =g olur. Boylece (Xo_g’xo g) ( 2—7 —2+g) araliginda yani

1
Yo,
(—;,—%) araliginda kuvvet serisi mutlak yakinsak, [—;,—%} aralig1 disinda raksaktir. Acaba
X= —g Ve X= —% u¢ noktalarinda seri yakinsak m? inceleyelim.

X= —g iken kuvvet serisi

=on-1\"( 7 ) &(2n-1\"/ 3\" &, .nf2n-1)"/3" .
;(emzj (_sz _§(3n+2j (_5) =2 (mj 3] savsal serisine

n=1

doniisiiyor. Bu seri i¢in

_ m(Zn—lj” 2] .imw.@” _ .imﬂ _

2n—1)" (3"
im D" (ﬁj @] 3N+ 2 N (1+2)n 3n 2 A (1+2)n

il = i




7

=e %20 oldugundan seri yakinsakligmin gerekli

n . 1 ) 1
lim(1—=1 fim =" fiml = —=
e e e

_ now 2n

1

2

_| 2\" |im{£~n] - lim 2 -2
nm(Hs ) g 13n g3 gl

sarti saglanmiyor, dolayisiyla seri iraksaktir. Boylece X= —g u¢ noktasinda kuvvet serisi

raksaktir, bu nokta yakinsaklik araligina ait degildir. Benzer sekilde X = —% iken kuvvet serisi
© _ n n © _ n n © _ n n

Z( 2N 1) (—l+ 2} = Z( 2N 1) (gj = z 2n—1 (gj sayisal serisine doniisiiyor. Bu
~\3n+2 2 ~\3n+2) \2 ~\3n+2) \2

( n i n 1 7
T T
seri igin de aynen |imc _||m(2n 1) ( ) —liml 2"/ _ o=\ 2n :ez —e 60 olmasi
Nn—oo =

o "e\3n+2 (1+ 2)n I|m(1+ 2 )"
3n e\ 3N e3

. . 1 .
nedeniyle kuvvet serisi x= -5 u¢ noktasinda raksaktir, bu nokta da yakinsaklik araligina ait

degildir. Sonugta kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapi R=g ve yakinsakhik arah@

7 1
(—5,—5) dir.
Coziim: 7b) a, :ﬁ, X, =1 olmak iizere Zan(X—Xo)n serisinin yakinsaklik araligini
n+ n=L
bulmaliyiz. D ’Alambert formiiliinii uygulayarak
1 1 2
(L 1\ n+l -
R = lim|-2o| = im |27 | _ (042274 |20 D)5y N2y ” 0y
n—w an+1 n—w 1 n—w (n +1)2 n—w (n+ ) n—>o N+1 ﬂ—)ool+1
(n+2)2"* n

buluruz. Boylece (X, —2 % +2)=(1-21+2) arahiginda yani (-13) arahginda mutlak

yakinsak, X<-1 veya X>3 i!<en kuvvet serisi wraksaktir. Acaba x=-1 ve X=3 wu¢
noktalarinda seri yakinsak m? Inceleyelim

2" ..
x =—1 iken kuvvet serisi Z( )1)2n Z(n ey alterne serisine doniisiiyor. Bu seri icin
1 1 1 1 i
C, =—— olmak iizere limc, =lim——=0 ve ¢, =——>——=c¢C,,;, VneN, vyani {Cn}
n+1 n—e noen+1 n+l n+2
azalandir, Leibniz testi uygulanabilir. Test geregi bu seri yakinsaktir. Fakat

0

1 —— -
= Z (1) harmonik serisi iraksaktir Boylece X=-1 u¢ noktasinda kuvvet serisi
n-1 (N+

sarth yaklnsaktlr bu nokta yakinsaklik araligina aittir. Benzer sekilde x =3 iken kuvvet serisi

o0 (_1)I’1
Z (n+1)

n=1

o0

le (n +1)2n - Z “(n +1)
noktasinda kuwet serisi iraksaktir ve bu nokta yakinsaklik araligina ait degildir. Sonugta kuvvet
serisinin yakinsaklik yarigapt R =2 ve yakinsaklik arahg [-1,3) tir.

harmonik serisine doniistiyor. Bu seri 1raksaktir, yani X=3 ug

8. Fonksiyonun Maclaurin serisine agilimini yaziniz ve yakinsaklik araligini gosteriniz:



3

a) f(x)=\/1)ij

Coziim: 8a) Fonksiyon 1-2x>0 veya X<% sartint saglayan noktalarda tanimlidir.

b) f(x)=xe?"

1 e
f(x) =x*(1—2x) 2 fonksiyonun Maclaurin serisi y = (1—2x) 2 fonksiyonunun seri agilimin x°
1
‘e ¢aprakla elde edilebilir. y=(1-2x) 2 fonksiyonu y=(1+1t)%, |t| <1 fonksiyonundan t =-2x

ve a= 1 durumunda elde edilir. Buna gore

2
y=Q@0+t)" =1l+at+ (2l Do ale-D.(a-n+D),

|t| <1l seri  agilimindan

n!
faydalanabiliriz. Bu acilimdan t|=|-2x/ <1, a :—1 igin
2
1 1 1 1 1
1 2\ 2" 2\ 2 e
y=(1-2x) " =1-2(-20)+ 20 ' (2" +...
! n!

veya
y= ! =1+x+(1)13( 2)°x% + +(71)13 §2n l)(1)x+ veya

V1-2x nL2
y= ! _1+x+3x2+ +wx”+..., Loyl elde edilir. Her tarafi X* ‘e

1-2x 2 n! 2 2

3 3. _ = (2n—1)11

carparak f(x)= X :x3+x4+§x5+ +wx”+3’+...:x3+zMx”+3,

J1-2x 2 7 n!

—§<X<% oldugunu elde ederiz. Bu ac¢ilim (_%%) araliginda mutlak yakinsaktir. Acaba

. . 1 . .
arahgm u¢ noktalarinda agihm gecerli mi? Inceleyelim. X == noktas: tanim kiimesine ait

degildir. x:—% iken kuvvet serisi —%—Z( n" (2r:2r12 alterne serisine doniisiiyor. Bu
n=1
. 5 . . @n-pn .
serinin  mutlak  yakinsakligin1  incelemek  i¢in C,= T olmak  iizere
I I
-1" (2n nlz _1 Z(Zn nlz serisine Raabe testini uygulayalim.
nt2"™ ~ nl2"™
(2n—1)!!
n+3 —I. 1. Qn+4
C., __nl2 . :(2n 1)..(n+1);£ _2(n+1) 1. 1 1, VneN. ve
.. (2n+])N (2n+1)1Ln12 ~(2n+1) 2n+1
(n+1)12"
R=limn|n =Iimn(1+ ! )zlim " _1_1 oldugundan L Senne,| serisi
N> |Gy N—o 2n+1 e 2n+l 2 8

. . 1 o
raksaktir, yani kuvvet serisi X = > u¢ noktasinda mutlak yakinsak degildir.



.1 oldugundan {c, } azalan dizidir. Ote yandan

Cn+l
» ((2n=DN ? 1.3-3-5-5-...-(2n-1)-(2n-1) 1.3 3-5 (2n-3)-(2n-1) 2n-1 2n-1
0<c, = 3 = 2 2 2 o6 <757 Tz 2 ’ 7 < 2
ni2" 2°-4%....-(2n)" -2 2° 4 (2n-2) (2n)*  (2n)
veya 0<c, < ‘22n_1,VneN+ gegerli oldugunu goriiriiz (burada (2K _(1;i'(§§k+1) <lLkeN,
n

olmasindan faydalindik). Bu durumda esitsizligin her iki tarafinda limite gegerek Sandvig¢

teoremine gore 0=Ilim0<limc, <lim /2n-1

n—w n—w n—w 2n

=0 dolayisiyla limc, =0 gegerli olur. Bu durumda

Leibniz testi geregi - Z( 1" (2n2n+2.. serisi sartli yakinsaktir. Bdylece x=—% ug

noktasinda kuvvet serisi sarth yakmsaktlr bu nokta yakinsaklik araligina aittir.

Z(2n —n

x:l iken kuvvet serisi =
2 |2n+3

sayisal serisine doniisiiyor. Bu serinin Raabe testine
n=1

gore 1raksak oldugunu gosterdlk. Boylece Xzé u¢ noktasi yakinsaklik araligina ait degildir.

3

(2n
VRPN

Sonugta f(X)= X" VXe[—%éj acilim gecerlidir.
Coziim: 8b) f(x)=xe>" fonksiyonu R ’de tanimlhidir. Fonksiyonun Maclaurin serisi

y=e2XZ+1 fonksiyonunun seri agilimmi X ‘e caprmakla elde edilebilir. y=e2X2+l fonksiyonu
tl’l

y=e-e', Vt eR fonksiyonundan t = 2x* igin elde edilir. Buna gore y=¢€-e' = Z o , VteR

n=0

. o sl B (2x ) e 2n 2n
seri agilimindan faydalanabiliriz. Bu agilimdan y=e = Z z veya
n=0

n=

) 0 e‘2nX2n © a. 2n 2n+1
f(x)=xe”"=x> => , VX eR elde edilir.
n=0 n! n=0 -
) © a 2 X2n+l
Sonucta f(x)=xe? "= ZT, Vx e R Maclaurin acilim gegerlidir.
n=0
X3 7 4n-1
9. Terim terime differansiyelleme hakkinda teoremi kullanarak 3 + - +..+ i +... serisinin
n -
toplamin1 bulunuz.
. 3 7 4n-1
Coziim: Once 3 +7 +..+ a1 +... kuvvet serisinin yakinsaklik araligini bulalim. Bunun i¢in
n J—
- 1 :
serinin yakinsaklik yarigapini bulalim. a,, , = 1 a8, =0, k#4n-LneN, oldugundan yani
n —

sonsuz sayida katsayilar sifir oldugundan Cauchy-H adamard ve D’Alambert formiilleri
dogrudan kullanilamiyor. Bu nedenle seriyi

7 4n-1 (1 x4 4(n-1) ,
—t—+..t+ +..=X| =+—+..+ +... eklinde az1 t=xXx degistirerek
3 7 " an-1 ; P =

< 1.t t " L .
th” =—4+—-+—+..+ +... serisinin yakinsaklik araligmmin bulunmasina indirgeye



biliriz. Buseriigin b, = ! , b = 1 olduguna gore
1oan-1""" 4n+3

1 3
b — 4+—
= lim |22 = lim |[40=L) _ |im 4n+3| =lim an+3_ =lim— =1 bulunur. Bu durumda
n—o n—o 1 n—wo| 4N — 1| n—o 4n—-1 n—o 4_1
4n+3 n
|t| =x* <1<:>|X| , X| >1 iken seri wraksaktir. X=7F1 u¢
noktalarinda seri —(l+l+i+ + ! + eklini aliyor ve Zw: serisiyle karsilastirilirsa
HEA AT TR Y i e
1
test geregi, lim % :l;tO oldugundan 1raksaktir. Boylece kuvvet serisinin yakinsaklik
n—,oo =
n
X3 X7 4n-1
araligi (—11) dir ve Vx e (-11) i¢in f(X) :§+7+...+4 1+ .. toplam1 tanimhidir. f(X) ‘i
n —
bulmak i¢in kuvvet serisini terim terime diferansiyelleme hakkindaki teoremi kullanalim. Buna
X3 ' X7 ' X4n—1 '
gore f'(X)=|—| +|—=—| +..+ , Vxe(-11) gecerlidir. Buradan
7 4n-1
2
') =X+ X+ X0+ x4 = 1 X - VXe(-11) elde ederiz. Her iki tarafim
—X
t t X2
integrallersek I f'(X)dx = jl— 70X, veya
0 0

1

t 1 1+t
—=arctanx || ==In
2 o 4

-t

1+x

1-x

X2 1§ 1§
dx== —= =
4 2 1 2£1+x (

0

—%arctant O—Zln L+t —%arctant Vte(-11) elde ederiz. f(0)=0 oldugundan sonugta
1+x| 1
f(x)——ln . —Earctan X, VX e (=1,1) bulunur.
X

9. Terim terime integralleme hakkinda teoremi kullanarak
1-3x* +5X* —...+(-D)""(2n—-1)x*"? +... serisinin toplamin1 bulunuz.

Coziim: Once 1-3x*+5x* —...+(-D"*(2n-1D)x*" % +... kuvvet serisini yakinsaklik araligini
bulalim. Bunun igin serinin yakinsaklik yarigapini bulahm. a,,_, =(-1)""(2n-1),
k#2n—-2,neN, oldugundan yani sonsuz sayida katsayilar sifir oldugundan Cauchy-
H’adamard ve D’Alambert formiillerini dogrudan kullanmak kolay olmuyor. Bu nedenle seriyi
1-3x° +5x* —. + ()" (2n-1)x*" 2 +...=1-3%% +5(x°)? —...+ ()" @2n-)(x*)"* +
seklinde yazip t=x2 degistirerek yakinsaklik araliginin bulunmasini
1-3t+5t% —...+ ()" L(@2n—Dt" L +... serisinin incelenmesine indirgeye biliriz. Bu seri igin
=(-)"*(@2n-1), a, =(-)"(2n+1) olduguna gore

10



5 1
=Iim2n_1=Iim 2:1 bulunur.
n—>w2n+1 n—>o02+

n
Bu durumda |t| =x° <1<:>|X| <1 iken, yani (-1,1) araliginda kuvvet serisi mutlak yakinsaktir,

2n-1
2n+1

Cnfl
Cn

Cn

Cn+1

(D" @n-D|_ .

=lim
(-D"@n+1) | ™=

n—o0

=lim

n—o0

R=1im

n—o0o

|X| >1 iken ise seri raksaktir. X =F1 ug noktalarinda seri

1-3(x1)% +5(xD)* —...+ (D" 2n-D)(FD*" ?* +...=1-3+5—...+ (-D)"*(2n-1) +... seklini
aliyor. Seri yakinsakhigmin gerekli sartina gore

lim|c, ,|=lim|(-1)"*(2n—1)| =lim(2n—1) = +e0 = 0= limc, , =limc, =00 =0 oldugundan seri

n—oo

raksaktir. Boylece kuvvet serisi u¢ noktalarda iraksaktir, dolayisiyla yakinsaklik araligi (—1,1)
dir ve Vxe(-11) igin f(X)=1-3x*+5x" —...+(-D)"*(2n-1)x*"* +... toplami tanimlidir.
f(x) ‘i bulmak i¢in kuvvet serisinin terim terime integrallenmesi hakkindaki teoremini
kullanalim. Buna gore Vt e (-1,1) igin

t t t t t
I f (X)dx = jldx—ijzdx+15x4dx—...+(—1)”’1(2n —1)I G xi—x3 i+ X° i—...+
0 0 0 0 0 0 0

0

t
+(—1)nflx2n—1 |+...:t—t3+t5_.'.+(_1)n71t2n71+m:1 ttz N
’ + —

t
elde edilir. Buradan I f(X)dx =
0 1+t

' 2 g2 12
Vte(-L1) veya her iki tarafin tlrevini alirsak f(t)=( t j—l-'_t 2 1-t

1+t2 ) (1+t2)2  (@+t?)?
1-x2

Vvt e (-11) elde ederiz. Sonugta f(x):m, Vvx e (-11) bulunur.
+X

0 n

10. ) '”n X

n=1

serisinin yakinsaklik ve mutlak yakinsaklik bolgesini bulunuz.

n

In" x
Coziim: u (x)= .

,neN, genel terimli Zun(x) fonksiyon serisinin yakinsak ve mutlak
n=1

yakimsak oldugu XeR noktalarinmn kiimesini bulmaliyiz. Once mutlak yakinsakligi yani

o0

2.

n=1

n
In" x| &|Inx L L o
§=Z| | serisinin yakinsaklik kiimesini bulalim. Aciktir ki serinin terimleri
n n=1

XeR, =(0,4o) noktalarinda tanimlidir. |In X| =0<Inx=0<x=1 i¢in serinin mutlak

yakinsakligi agiktir. Buna gore |In X|¢O<:>X¢1 sayarak D’Alambert testini uygulayarsak

|Inx|
e U () ntl o njinx™ nfin x| n
D™ = lim|L2 = — =lim = =|Inx|lim— =|Inx|-1=|In X
n—o un(x) n—o ||n X| n—o (n+1)||n X| n>o nN+1 n—o N +1

bulunur. Bu durumda test geregi |In x| <l< -1<Inx<1veya 1 <X<e iken fonksiyonel seri
e

1. . 1
mutlak yakinsak, X>e veya 0<X<= iken ise iraksaktir. Acaba X=e ve X == noktalarinda
€ e

fonksiyonel serinin yakinsaklik karakteri nedir?

11



. . &In"e &1 : . . 1 . :
x=e iken seri Z =Z— harmonik serisine doniigiiyor ve raksaktir. X == iken seri
€

N 1

n 2 n
§ In S/ € — Z(_? alterne serisine doniisiiyor ve Leibniz testi geregi sarth yakinsak oldugunu
n=1 n=1

- 1 1
biliyoruz. Sonugta fonksiyonel seri {—,ej araliginda yakinsaktir, (—,ej araliginda ise
€ (S

mutlak yakinsaktir.

11. y =In(x* —4x+5) fonksiyonu igin X, =2 noktasinin komsulugunda Taylor serisini bulunuz.

Coziim: y=In(x*—4x+5) =In[l+(x—2)?] oldugunu dikkate alarak t=(x—2)* olmak iizere
y=In(1+t) fonksiyonunun ~ Maclaurin  agiliminda  faydalanalim.  Buna  gore

y=In(l+t) = Z -t t —1<t<1 gegerli oldugu igin —1<(x—2)°<1 veya
n=1

n 1
0 _ 2n
(x-2)* <l |x-2<le-1<x-2<1<1<x<3 iken In(x* —4x+5) =Z(—1)”—1M
1 n
Taylor agilim1 gecerlidir.

Sonugta In(x* —4x+5)=> " (-1)"
n=1

2n
(X 2_) , VX €[1,3] a¢ilimi gecerlidir.
n
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