Analiz-11 Vize Siavi konulariyla ilgili ¢6ziim 6rnekleri.
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1. Asagidaki belirli integralleri hesaplayiniz: a) I ox b) Iarctan Jxdx
2 XNX2 -1 1
Ne]
Coziim
a)
2 g ) 1 t, x= ! degisken degistirmesi yapalim 2t th
J- X _ J- dx _JX t _ .[ 2 _
2 XxX2e-=1 2 ., 1 . dt 1 \/§ 1—t2
= 2X 1—? bunagoredx=—t—2, SSt<=> £
NE]
2
= j at =arcsint |‘/_/2— arcsin ﬁ arcsin lz =z =z bulunur.
1 J1—t2 2 2 3 6 6
2
u =arctan/x, dv = dx olmak tizere kismi integrasyon yontemini
3 dx
b) Iarctan Jxdx = — _
) o2dx dx B
1 uygulayalim, buna gore du = 5 = , V=X
1+(\/;) 24/ (1+x)

:tz’ t: ] d :tht
_xarctan\/_l3 Ix —3arctan~/3 —arctan1— J‘«/_dx {X JX, dx }:

+X) I+X  |x=1-t=1 x=3>t=43

T z_l‘thzdt_S_ﬁ Tr+1-1, J‘1+t dt _3_7z_ft ¢ dt
4 21+4t% 4 4 14t - 1+t? - 1+t?

=3—”—(\/§ 1)+arctant|1 = +1 f+arctan«/§ arctanl_%Jrl J_ Z—% 57[ +1- \/_

bulunur.
o . cos”™ 2(:052—” ncosn—”
2. Limiti belirli integral yardimiyla bulunuz: limz| —t+—-+...+—
n—o0 n n n
- N -0 7k "
Coziim: neN", h=——, ¢, =x, =0+kh=—, Ax, =h, k=12,...,n olmak iizere [0, 7]
n n

araliginda siirekli olan f (X) =xcos X fonksiyonunun alinmig par¢alanmaya karsilik gelen
Riemann integral toplaminin

R(P, f)=i f (X )AX, =i f (":)%z kn_lk%%cos k: = 7[2 ZKCOSkT ve

A=—= ||P|| — 0 < n— o oldugu dikkate alinirsa integralin tanimina gore
n
T 27 nz
i COS— 2C0s— Nncos— 1 i 1 ” 1 ” i 1 . - (A i
limz| —+—%+. +—" :—IlmR(P,f):—J‘xcosxdx:—J.xdsmx:—[xsmx|0 —J'smxdx]:
n—oo n n n V4 n—oo T T T 0

l[7zsin 7 —0sin0+ cos x |g] :l[COSﬂ—cosO] = 1[—1—1] __2 bulunur.
T T T T



3. Belirli integral yardimiyla,

a) x=Yy?, y=x—2 egrileri ile smirlanan bélgenin alanin1 bulunuz.

Coziim: Parabol ile dogrunun kesisim noktalarmin koordinatlar1 y*—y—2=0 ve y=x-2
denklemlerinden y, =-1y, =2 ve x, =1, x, =4 olarak bulunur. Egrileri ¢izerek bdlgeyi

koordinat diizleminde gosterelim.

¥

T

£,

X=y

b4

Sekle ve bilinen formiile gére bolgenin alani

2
S ='fl[)'+2—y2]dy=(y22+2y—’fj)|31=2+4—___+2_1=%_3=§

=4,5 br? bulunur.

b) y=4-x° y=2-x egrileri ile smirlanan bdlgenin OX ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle

olusan cismin hacmini disk yontemiyle bulunuz.

Coziim: Egrilerin kesisim noktalariin koordinatlart x* —x—2=0 ve y=2-x denklemlerinden
X, =-1x,=2 ve y,=3y,=0 olarak bulunur. Egrileri ve onlarin sinirladigi bélgenin

dondiirtilmesi ile meydana gelen donel cismi koordinat sisteminde ¢izelim.

Sekle gore diizlemsel bolge
{—1 <x<2
G .

2-x<y<1-x2

tanimlanir. OX ekseni etrafinda donel
cismin hacmi bilinen

V= ﬂi[ f2(x)—g*(x) [dx formiiliine

esitsizlikleri ile

gore bulunabilir.
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Buna gore
2 2 2

V :ﬁf[(4—x2)2 —(2—x)2}dx:7z'|'[16—8x2 +x* —4+4x—x2]dx:7r.[[12—9x2 +x* +4x}dx:
-1 -1 -1

5
= 7r[12x—3x3 +X€+2X2j|31: 72'(24—24+3—52+8+12—3+%—2j = % br® bulunur.

C) Xx= % y? —% Iny, 1< y <e denklemiyle verilen egri yayinin uzunlugunu bulunuz.

Coziim: g(y)= % y? —% Iny ve g'(y) = % —2—ly fonksiyonlari [1, e] araliginda tanimli ve siirekli

d
olduklarindan yay uzunlugu L = .[ \ /1+ [g’(y)]2 dy formiilii yardimiyla hesaplanabilir.

Sekle ve formiile gore

d e 2 e 2 e 2
L:J“llﬁL[g'(Y)]ZdyL:_!‘ /1+(;y—21y) dyz_l.\/1+3;—;+41y2dy:_|l' /yj+%+$dy:

=j' (y+21y)2dy=j.(;y+21y)dy=;(; y’ +In|y|)|f=%(%e2 +1—;—0)=e24+1br bulunur.
1 1

N -

d) y=2%°, y=2\/; egrileri ile sinirlanan bolgenin OY ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olusan cismin hacmini silindirik kabuk yontemiyle bulunuz.

Coziim: Ik once kesisim noktalarinin koordinatlari y=2x% 2x°= 2\/; denkleminden
0<x<1

2x° <y <24x
esitsizlikleri ile tammlandigin goriiliir. y =2x°, y= 2Jx fonksiyonlari [0,1] araliginda siirekli

X =0,%x,=1y,=0,y,=2 olarak bulunur. Sekle gore diizlemsel bdlgenin G :{

b
oldugundan kabuk yontemi geregi cismin hacmi V =27 .[ ‘X[f(x)—g(x)]‘dx formiiliine gore

bulunabilir.



Buna gore V = 27z_l”x[2x3 —2\&]‘dx = 47Z'j.X|:\/;—X3:|dX = 47rj.(x3/2 - x“)dx =
0 0 0

5
_ag| 2552 X |%):47z(g—l—oj=4—”br3 bulunur.
5 5} 5 5 5

e) X= % (1-t)*?y= % (1+1)¥?, —% <t <0 denklemleriyle verilmis egrinin OX ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin alanin1 bulunuz.

Coziim: X = % 1-t)¥ y= % (1+1)*? fonksiyonlar1 ve X' = —% : g A-t)"? = —(1-1)"2,

Yy = % : g (L+1)Y2 = (L+1)"? tiirevleri [—% , OJ araliginda tanimli ve siirekli olduklarindan donel

0
yiizey alan1 S =27 _[ |y(t)H(XI')2 +(yy )Zdt formiiliine gore hesaplanabilir. Sekle ve formiile

-3/2

gore

B
S
1045
93
0 ™ x
. p. X
3




3/2

a0 T +[ary Tar="7 j (L+1)*2 It 1+ tdt =

213
0
b [ et 2dt=42 2 j A+t dt =422 21492 ya= S [(1+0)5’2 (1- 7)5@
213 213

_8n\2 17 8x2[evE1], ,
i [ %}_#1353 br< bulunur.

f) x=cos t, y=t+sin t, 0<t<z egrisi boyunca kiitlenin dagilim yogunlugunu p=1 sayarak
egrinin agirlik merkezini bulunuz.

Coziim: x=cos t, y=t+sin t ve x =—sin t, y;=1+cos t, p=p(t)=1 fonksiyonlar [0, ]

araliginda taniml1 ve stirekli olduklarindan egrinin kiitlesi ve statik momentleri

m= f POYX) +(yVdt, M, = T y©)pW(X) +(y) dt, M, = T X()pty(x)" +(y') dt

formiillerine gore bulunabilir. O halde sekil dikkate alinarak

&Y

r
‘k

m= jp(t)J()(t’)2 +(y{)2dtzj\/sin2 t+(1+ cost)zdt:jJsin2t+1+Zcost+cosztdt:_|'\/2+ 2costdt=
0 0 0 0
:J‘Q
0

M, _[t+sm t \/2+2cos dt ZJ. (t+sin t)cos dt 4I (t+sin t)dsmf
0

] tr— o f ame t te—pcin b lr_
cosi‘ dt= 2'|'cos§dt—4smE 0=

4(sin£—sin 9) =4.1=4,
2 2

u:t+cost,v:sinf olmak ) .
{ 2 )=4(7z+sin ﬁ)SIn%—

} =4(t+sin t)sin% ;

lizere kismi integrasyon uygulayalim

) 0 .t T )t t 16 st|r
—4(0+sin 0)smf—4jsmf(l+cost)dt :4n+8j2005 ~dcos— =4z +-—cos® =

2 "7 ) 2 2 3 2o

_ar+Bcos T —Ecos Po=An 15 e
3 3 3

M, J‘cost\/2+2cos tdt chostcos dt 4[(1 2sin® - )dsm 4(sin%—§sin3%)|g=



_a(sin® - 2sin® ) —a(sin®_ 2sin* 0| = 4(1_2) = 4 : in
—4(sm§—§sm E) 4(Sm§ 3 SIn 2) 4(1 3) 3 bulunur. Buradan agirlik merkezinin
4r 16
M _=°
koordinatlar1 X :—y:ﬂ:l, y M, _ 3 =7r—ﬂ, egrinin agirhk merkezi ise
C m 4 3 © m 4 3

C G , ﬂ_ﬂj olarak bulunur.
3 3

4. 7= arccos(y— X2+ X) fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz ve geometrik yerini koordinat

diizleminde gosteriniz.

Coziim: D(arccos) =[—11] oldugu dikkate almarak
D(f) ={(x, y):(x,y)eR?, -1< y—x2+x£1} ={(x, y):(x,y)eR?, x2—x-1<y< x2—x+1}
bulunur. Bu bolgeyi geometrik olarak Oxy koordinat diizleminde gosterelim.

Sekildeki tarali bolge y =Xx?—x—-1 ve y=x2—X+1 parabollerine ait ve onlar arasinda bulunan
tiim noktalardan olusuyor.

5. z:ln(x—y3) fonksiyonunun f(x, y)=C seviye egrilerini bulunuz ve C sabitinin 4 farkl

degeri i¢in koordinat diizleminde ¢iziniz.

Coziim: Ilk dnce fonksiyonun tanim kiimesini

D(f)= {(X, y) eR?: x—y3> O} = {(X, y) eR?: x> y3} seklinde bulalim. Sekilde bu, X =y3
paraboliiniin saginda bulunan tiim noktalarin kiimesidir. Her c €R i¢in seviye egrisinin
f(x,y) =c denklemi In (x— y3) =C < X=Yy3+¢€° seklinde yazilir. Bu ise Oxy koordinat
diizleminde, ¢, =€° >0 olmak {izere X =Yy3+¢C,,C, € R" paraboller ailesidir. Her 6ge X = y3
paraboliinii Ox ekseni yoniinde ¢, >0 birim 6telemekle elde edilir. c=0, c=In2, c=1In3,

c=In4 durumlar1 igin seviye egrilerini ¢izelim.



6. Limitleri bulunuz;:

a J?—Jx+1
()34 y—x-1

y#X+1
J§—4x+1
y—x-1

fonksiyonu (3,4) noktasinin yakin delinmis komsulugunda

—Jx+1
y=X+1 dogrusuna ait olmayan her noktada tanimlidir, dolayisiyla (x, I)' (34)\/3 x-1

y¢x+

limitinden bahsedilebilir. Fonksiyonun ifadesinden, ( I)irr(134)(\/§—\/x+l):«/Z—\/3+1:0 ve
X, ¥)>s

y#X+1

Coziim: f(x,y)=

( I)Im (y—x-1)=4-3-1=0 olmast nedeniyle limit i¢in [%} belirsizlik durumu s6z
X,y)—>
y#X+1

konusudur. Dolayisiyla bu limite bolimiin limiti kurali uygulanamaz. Bu nedenle pay ve
paydayi, paymn eslenigine c¢arparak ifadeyi  doniistiirelim ve limiti  bulalim.

Jy—Vx+l [0]- 1im (W=Vt)(Jy ) y—x-1
0] ™ (xy) )

lim _
(y:txl (34) y—x-1 seidn (y—x—l)(\/y+«/x+1) (y¢X+l —>(3,4) (y X — 1)(\/y+\/m)
lim 1
= o L1 eide edilir.
y¢x+l '\/y—l_ X+1 (xy Ilm \/y+ Ilm »\/X+ \/Z-I-\/— 4

2 2
b) lim cos Eijgffggi_ =L
(x.y)-(0.0) X +y

Coziim: f(X,y)=cos (%j fonksiyonu (0,0) noktasinin yakin delinmis komsulugunda

tanimlidir. Z=cosu fonksiyonu her noktada siirekligi oldugundan bileske fonksiyonunun

2 2 2 . 2 2 2
stirekligi  kuralma gore limit lim cos w =cos| lim M =CO0S A
(x.y)-(0.0) X“+y (xy)=(00)  X* 4y

2
seklinde bulunabilir. fim XY*2Y" _ A limitinde  lim (xy+2xy2)=020+2.0.0? =0
(xy)—(0.0) X+ y (x,y)—(0,0)
ve ( I)iLTl(0 0)(X2 + y2) =0%+0% =0 oldugundan [ } seklinde belirsizlik durumu vardir, dolayisiyla
X,y)(0,



ragmen her (X, y)#(0,0) igin

bolimiin  limiti  kuralimt  uygulayamayiz. Buna
o<l y+2xy |_[Kyr2] Pyt X 2v) 2D
X2 +y? +y?| T Xy +y* T 2Ky 2

: : X|
esitsizligi gecerlive |lim 0=0, lim |—+ =0 oldugundan sandvic teoremine gore
sitsizligi geg oim (x,y)e(o,o)[ 5 IVIJ g ¢ g

2 2 2 2
lim P2 A0 fim XYY A0 elde edilir. O halde
(xy)=(00)|  X*+Yy (xy)=(00)  X°+Yy
2 2
L=cos| lim % =c0s0=1 bulunur.
(xy)=(00) X +y
X2+)2/
c) I|m(1+2)X+y
=2
o o . 2 24y . .
Coziim: Limiti bulmak i¢in u(x) =—— ve v(x) = > olmak iizere kuvvet-iistel
X+Yy X+Yy

fonksiyonun lim (1+u(x))"* limiti igin bilinen kurali kullanalum. Bu limitte

X—>+0

y—2
2 2 24 X+ +oo+0
limu(x) = lim —= =0, limv(x)= lim Z_ lim X = =+00 0lmak
e XY 402 o Dexty? oy yE o 140
X
iizere [1‘”] tipinde belirsizlik durumu s6z konusudur. Kurala gore, lim (1+u(x))v(x) =g,
y—2
k= lim v(x)u(x) formiillerini kullanirsak
y—2
o214 Y 2 lim (1+y2j
ey 20 X2 xose\ X
k= I|m 1 v(x)u(x) = lim =——=2.—— = lim ~ = d >
-7 o XEYT XY e (1+yj(1+yj lim (1+yj lim [1+yj
X X X—>+00 X ) X—>+o X
y—2 y—2
2(1+i) 2(1+0 o
= = (1+0) =2 ve I|m(1+)X+y =e* =¢’ bulunur,
o ) £) T @r00) R

d) lim (\/—+\/—)S|n y

X—>+00
y—>+0

Cozum lim (\/_+J_) +900-+(+90) =00 velim sin— sz _sin£m > YWJ limiti igin

y—>+0 y—>+0

lim 7= —
X4y
Bu nedenle, limiti bulmak i¢in, ¢arpimin limiti kuralin1 uygulayamayiz ve baska yontem

kullanmaliy1z. Bu amagla, 6rnegin limit tanimini veya sandvig teoremini kullanabiliriz

Xy {OO} limitinin degerine bagl olarak degisik belirsizlik durumlari ortaya ¢ikabilir
o0



1. Yontem: Her x>0, y >0 i¢in

O§|f(x,y)|:(\/§+\/_)sm =(\/_+\/_)S|n (\/_+\/_) ‘ (ﬁw')x +y
(\/VJM/_) (\/VJM/_) \/y Jx L esitsizligi gecerlidir.
P T Y RN AP RPN APy
0<|f(x, W|<%+% ve %%0—%%2\1/_ 21y +:to +](;O—0+O 0 oldugu i¢in sandvig
teoremine gare lim [ (x, y)| =0 < lim f (x, y):x|irﬂo(ﬁ+&)sin ng’ys =0 elde edilir.
Y=o y—>+0 y—>+0

2. Yontem: Her A>0 ve x>A, y> A igin gegerli olan
Xy (\/VJ”/;)_ 1 1 1 1 1
(W e Jsin | < (W ¥ < =5 oy 2 2 G

esitsizligine dayanarak Ve >0 sayisina karsilik A =A(g) >0 sayisi 1 <eA> 1

JA &
(\/yh/_)sm

3)jryy3 =0 demektir.

|f(x,y)<

saglanacak sekilde secilirse

Ve>0 EIA(g)>OV(x,y)e]Rz(x>A,y>A:>|f(x,y)—0|§

&
s

onermesi gegerli olur. Bu ise lim (ﬁ +\/; )sin
X—>+00 X

y—>+©

: Xy +1-— o < o e
1. IIm% limitinin mevcut olmadigini gosteriniz.
el 1+ x+x" -y

Coziim: f (X, y)_M fonksiyonu D(f)= {(x, Y)eR? 1+ X+X2—y? ¢0} kiimesine
1+ X+ x> —y?

ait ve (0,1) ‘“in delinmis komsulugunda bulunan tiim noktalarda tanimlidir. Limitin mevcut

olmadigini gostermek i¢in koordinat diizleminde, (0,1) noktasina iki farkli yol boyunca

yaklagildiginda f(X,y) fonksiyonunun farkli limitlerinin var oldugunu gostermek yeterlidir.
Buna gore x=0 ve y =1 dogrular1 boyunca limitleri bulalim. Sonugta

lim Y i VY i 1Y i1V =L e
X01+x+x —y? X01+O+0 y? ovotl-y? vot(l-y)(1+y) vollyy 2

lim—Y Y iy XA X gim oL butner 141 oldugu
H01+x+x -y P lexaxt -l HOx+x x>01+x 140 2

ici “mxy+—12—y limiti yoktur.
o] 1+ X+ X2 —y?

8. Fonksiyonun siirekliligini inceleyiniz ve siireksizlik noktalarini bulunuz:

f(x,y)=(x+y+1)cos Xzyi(zyz .(x,y)=(0,0) ve f(0,0)=0.




Coziim: Agiktir ki, fonksiyon D(f)=1R? kiimesinde tanimlidir. Her (X, y) noktasinda
yx?
X2+y?2
fonksiyonu stireklidir. Ayrica z=cosu fonksiyonu her u € R noktasinda siirekli oldugundan
bileske fonksiyonunun ve ¢arpimin siirekliligi hakkina teoreme gore f (X, y) fonksiyonu da

V(x,y)#(0,0) noktasinda siireklidir. Acaba f (X, y) fonksiyonu (0,0) noktasinda siirekli, yani

2
lim f (X, y): f (0,0) =0 m1? Bunu kontrol etmek i¢in Iim(x+ y+l)COS X
e 3 sy

z=x+Yy+1 lineer fonksiyonu ve (x,y)=(0,0) noktasinda u = kesir rasyonel

limitini

.. - 2 - -y . - . .
bulmaliyiz. Once lim > _ [9} limitini Sandvig teoreminden faydalanarak bulalim.
xag X2 4+ y2 0
y—

2 2 . 2 . 2
oel 2 | o U] b BT Mol we
x2+y2|” ey xeey2 2 fxeyz 2|y 2 X2+y?| 2
esitsizligine ve Iirr01 0= Iirrolm =0 olduguna gore teorem geregi
y—0 y—0

lim zyxz =0<lim zyXZZ:O olur. O halde
coberyl ey

2 2 2
lim f(x,y) =lim(x+y-+1)cos Xzyfyz = lim(x+y +1)-limcos Xzyfyz = lim(x+y +1)-limcos Xzyryz
y—0 y—0 y—0 y—0 y—0 y—0

x—0 x—0 ¥x2 2
0 Xty

_Iim(x+y+1)cos£lim yX: ]_(0+0+1)coso_1.1_1¢o_f(o,0),d01ay151y1a f(xy)

fonksiyonu (0,0) noktasinda siireksizdir. (0,0) noktasi kaldirilabilir siireksizlik noktasidir. Bu
noktada fonksiyonun degeri f(0,0) =1 ile degistirilirse f(x,y) bu noktada da siirekli olur.

2
Uyar: IirT(')l 2yX 5= 0 esitligi, kutupsal koordinatlara gegmekle de gosterilebilir. Her r >0
x-0 X24 y

y—0

2 rsin-ricos’p | r’lsing|cos’ o

H 2
, = =r[sing|cos’ p<r
r? cos? p+r?sin’ | r’ sin)

-0

p€[0,27] igin oy

gecerlidir. O halde Ve >0 sayisina gore 0<r <o,pe [O, 27[] sartin1 saglayan

. . yx?
V(X,y)=(rcose, rsing) noktasi icin —0|<r <6 =¢ dolayisiyla -0l<e&
2
esitsizligi d(€) = ¢ igin gegerli olur. Bu ise limitin tanimina gore Iir‘g e 0 demektir.
x-0 X24 y
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