BELIRLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

ALAN HESABI

1. y=1f(x) efrisi, x—ekseni, x=a ve x =D dogrulan tarafindan sinirla-
nan bélgenin alam

b
A= [ |feo]dx
a
dir,
2. y=fx), y=gx) egrileriile x=a, x=b dog.rularl tarafindan simirla-
nan bolgenin alan:
b
A= | |fxr-gx)| dx
a

olur.

3. r=rlp) efrisiile p = ve ¢ =P dogrular: tarafindan sinirlanan bsl-
genin alan

B
_1 2
A-2afr (@) do

dir.

PROBLEMLER

1. Asagda denklemleri verilen egriler ile Ox— ekseni tarafindan smirlanan
diizlemsel bolgelerin alamn bulunuz.

(@y=2+x— x° (b)y = 4x — x> y=xx-1){x-2}

2, y=sinxegrisi x=0 ve x=2n dogrulan ve x— ekseni tarafindan
sinirlanan bélgenin alanini hesaplayimz.,

3. y= ﬂx]’ , x=-1, x=2 ve x- ekseni tarafindan smirlanan bélgenin
alanini hesaplayiniz.
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4.

- 6‘

10.

Agagldakl egriler tarafindan sinirlanan bélgelerin alanlarlm hesap-
layimiz. ;

2
(a)szTile y=-§£+2 (b) y¥?=2x, x— y=4
(¢) x=y2— dyilex =4 - y? (d) y=x®-12x ve y = x*
(e) y=x° ile y=x> (f) y=/§,y=2/§vey=x-

(g)y:/},y:xmﬂ,vexzo (h)y=x2,y=x—1,)f=%;

(1) y=cosx,y=x+1vey=0 (i) y*=2xvex®=2y
G y=xt-2xiley = 2x> k)y=Ixlvey=x>~ 2

_ x* 2 4 : s .
Y Ve § 4 —~ Y x> parabolleri tarafindan simirlanan bélgenin

alanini hesaplaymiz,

2 _
y= 1 ! 3 egrisiile y = %" parabolii tarafindan sinirlanan bélgenin
+X -

alanini hesaplayiniz.

y=8inx, y=cosx efrileriile x= % ve X = %ﬁ— dogrular: tarafindan

gmirlanan bolgenin alanim bulunuz.

y=4— x| egrisi, x—ekseni ve x=-2, x =2 dogrulan tarafindan
smurlanan bolgenin alamni bulunuz.

k

k € N olmak iizere y =x* ile y = x** egnlen veriliyor. Bu iki egri

arasinda kalan bolgenin alan1 A(k) olsun. Z‘ A(k) ifadesini bulunuz.

p 2l _ S
n yeter derece biiylik secildiginde bu alanlarin toplam1 hangi sayiya
yaklagir?

. : . 2 g2
Birinci bslgede, x? + y? = a® ve x + y? = b? gemberleri ile X +%~2;= 1
a
ehpS1 ciziliyor, Bu elipsin ¢emberler arasindaki bolgey1, alanlarl oram

-E olacak gekllde boldiiglinii gbsteriniz.
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11

12,

13.

14,

15.

16.

8 i

18‘

19.

y= % x3+x-2) efrisi, x =0, x =2 dogrularn ve x— eksenitarafindan

simirlanan bélgenin alamm bulunuz.

y =x° —x eJrisi ile bu egriye x =—1 absisli noktada teget olan dogru
arasmda kalan bélgenini alanim1 bulunuz.

y =[x+ /x-[x] egrisi, y=x dogrusuile x=0, x =6 dogrular
tarafindan simirlanan bélgenin alamm bulunuz. -

Asagidaki egriler tarafindan sinmirlanan bolgelerin alanlarim bulunuz.

(a) r = a sin 39 (ii¢ yaprakh giil)
(b) r=acos 20 (dfj_rt yaprakl; oiil)
(c)r=4+2cos¢ (limagon)

(d) r=a(l- sing) (kardiyoid)

(e) r*=a’cos 20  (lemniskat)

P flcosgo| egrisi tarafindan sinirlanan bélgenin alamm bulunuz.

r=1+2 sin ¢ limagonunun i¢ ilmefdi tarafindan simirlanan bélgenin

‘alanini hesaplayiniz.

r =@ Archimedes spiralinin [0, 2] arah@indaki parcas: ile kutup ekseni -
tarafindan simrlanan bélgenin alanim bulunuz.

r = a@ Argimet spiralinin birinci ve ikinci sarmalh arasindaki bélgenin
alanmini bulunuz.

r=2sin@ ve r=2cos @ ¢emberleri arasinda kalan bélgenin alanim
bulunuz.,

r = 2a cos 39 egrisinin iginde r = a gemberinin diginda kalan bélgenin
alanin bulunuz.
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21. r = 2a cos 2¢ giiliiniin i¢inde, r =/2 a ¢cemberinin diginda kalan bél genin
alanin: hesaplaymiz.

22. r? = a® cos 20, r? = a? sin 2¢ lemniskatlarinn her ikisinin de i¢inde
bulunan ortak bélgenin alanin: bulunuz.

23. r=2(1 - cos @) kordiyoidinin disinda r = 2 gemberin iginde kalan bél-
' genin alanim bulunuz.

24. r? =4 cos 2¢ lemniskatimin icinde r = /2 ¢emberinin diginda kalan bél-
genin alamm bulunuz.

25, x=a(t - sin f), y = a (1 — cos 1) sikloidinin bir yay1 ile Ox— ekseni
tarafindan sinirlanan bélgenin alanim bulunuz.

26. x=acos’t, y=asin®t astroidi tarafindan sinirlanan bbélgenin alanini
bulunuz.

s - \93
27. (%) + (%) =1 egrisi tarafindan simrlanan bélgenin alamm bulunuz.
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COZUMLER

1. a) y=2+x——x2

y=0 & x==] ve x=2

2 2
A= [lf@|dx= [ [2+x-x?|dx
-1 wt

2
= f2+x-x2dx
=3
. b ’ _94.2
= 2x — 5 3 _1—2})1‘
b) y=dx— x
4
¢

I
| ]
s
Ix

¢) y=x(x-1)(x-2)

yi=0 & % =0 ; Ry=1, %, =2

o

y=x(x—1)(x-2}

[

2
A= [|x&-1)Xx-2)]dx
0

2

k.

1
= [ x(x-1) (x-2) dx -
0

]

0

4
O

il

1
fx3— 8x 2+ 2xdx—

f x (x—1) (x~2) dx
i

2
fx3—3x2+2xdx
1
1 2
0o yo] [ xtmxten? )1
O 4 1 2
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2
3. A= [|fto]dx
i

2n 7 2% 7 27
A:“f(x)[dx: fsinxdx— fsinxdx:—cosx + COSX =4 br?
0 0 s 0 x -
0 1 2.
= Jlxldx+ flx]dx+ f]x]ax
-1 0 1 Y

=5 _.f ||]X]” dx =

G L 2
- [EDdx+ [odx+ [dx=2Dbr?
i 0 1 '

=X, =4 ve Xp=-2

&= f~£+2—§-2- dx = X 4 ox
=02 ) R

= 9 br?

g |4

X
2 |,
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b) y2=2x’ x-y=4

2

-3-72—=4+y =

o= 25— R=l
y=4 ve y=-2

4 : 4 2
A f’u(v)—v(y)ldyz fy+4—%—dy
~2 ' -2

3 |4
:—¥—+4y—y— =18b1'2
2 5 |,

e) y=x° ile y=x’

1 : 1 _ o b
A= [|fo-g@|dx= [ x*- x®dx
: 0 . 0

- |
3 4 :
Il kbl G NS
=3 i br

f) y:/;, y=2‘/; ve y=X
= x=/x = 2=x

= x=0 ve x=1

x-—-.Z/; = x? = 4x

3 x=0_ve x=4

-

4

A S(2/x-/x)ax+ f(g/;—x)qx

it

¥2

L (g x2
2 82 A
0+(3X 2]

2
3 X
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h) y:xz,yéxvl, Ay

y =x2

2 /
= y2+y___§y3/2 I:ég
=B s
—34br
k) y=|X| ve y:x2_2 y

y=x2-2

2

X=x2 -2 = x—x-2=0=x=2 yeixd

2

x=%x-2=x+x-2=0=x=-2

Bolge simetrik oldugundan

Ty B 5 s
A=2 f[|x]-&?-2)]dx
[}
2
=2 [x-x*+2dx
0

_ofl 2 _1_3 2_20, 2
_,2(2}( 3X+2X) ‘0 Sbr

.  Boa ®R
B = f4 3 X 3 dx
—2
2 3 2
=2 [4-x%dx=2|4x- |
0 3 0
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y=x2/2

<2
g —= =8 o B.den oo Jdo By g
1+x%4 2
= +1
L 1
_ | =9
A= '{[1+ 5 2]dx—arctanx— 6 s
. . __i=£_i 2
=4 8 6 g g
7.
LY
Y=COSX
K¢ ]
b 5
4
ﬁsmx—cosz)dx_—cos;z— sin x
z q
4
1 il 1 (] 2
-+ =2/§b1‘
VRN
2 9 12 y
8. A=2 [4-wdx=2[4-% | |=12br
2 : x=-2 {4 x=2
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1
xk+1 Xk+2

1
9. Ak) =f(xk—xk+1)dx=
0

k+1 k+2 |
. S T 1
Tk+1l k+2 k+1)k+2)
S s 4 1 1 1.1 1 : -
2R 0 ex b e n+2
_1_ 1 o
T2 n+2
. i T -
J 2, A= Ts =
_mab _ 7a’ _7a , Y
10.A1_4 1 =4 b-a b
_7b® mab _7ab , - A1
Mg g L i .
. A2
FA 7b
Al:%:[—f(b—a)]:[f(b—a)]=% :
a by

2
11 A= [|fe)]dx
0

1 1 21 @
e | oweetis e = — - i
Hﬁf 4(x +X2)dx+J4& +x-2) dx

1 2
_ 1t x* x? x*  x2 -
= i 5 +2x | + 4 + 5 2x
_ 0 1
=92
=5 br
12. y=3x>~1 m=y(1l)=3.1-1=2 ty y=x3-x

Xx=-1 = y=(=1P- (-1=0
Teget denklemi :

F=mE¥+l) = y=20@x+ 1)

X x=2x4+2 =

x3- 8x—-2=0 = // M
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E+D - x- D=x+DE-DE+1)

=&+ 1P x-2)=0@x=-1, x=2

9 p
'.A:f(2X+2—.XS+X)dX:gZ~br2
Yoy KA 4 o

13.
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b) r=acos2¢ _ o by
3

ﬁ e
sy T8 :.sz 2
A_Z&frdgp 8 2Oacosqud¢

7 7
_o 1 2 I = 2 W
c) A_Q.Efr dp= | (4+2cos@)” do
0 0
4 1+ cos2¢
= f (16+ 16cosg + 4———2—---—) do
S
: b3
= {18¢ + 16sin@ + sin2¢) = 187 br?
)
d) r=a(l— sin @) vy

B
=L f2dp-2.1
A_zéf‘rd(p“22

x
= a? f(l—?.sin(p+
-
2
ino z
- g2 g _Enag |4
=a (p+2coscp+2 i .
2
st By B B BN a[BE) Bl
wa(2+4+2+4)_a(2 2br

M"
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Fil
17,
e) Azc;‘_z—of a“ cos2¢ do

A

= 2a? o sin 2¢ = a?br?

s

e

J

2
4- ]cos@d@): 2 . sin @
0

8

1
15. A== [ r?do=

roj—

16. r=1+2sin6

11
6

_ I - N _ir
r=0=snd= 2@8* 6

r=—-1&snd=-1

veya 0 =

13
%frzde—w fe(1+25m9)2d8

N
B

1
%— f(1+ 4sind + 4sin28)d 0
7z

o]

1
% /ﬁ(3+451n9 2¢0828)d 0
Wi

o @=14

/2
= 2 br?
0

p="1/6
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JLy

0

oz
%féna ¢ + 47% a%) do
o

2T

=27 a’ j (p + 1) dcp:.‘zmg(%gu?wzga) i?:&fﬁa?

0

z

19. sin@g=cos ¢ = @ = -

. i
H4(£i>__sm2gp) ,_4(22_,__
g 4 8
3
1 w/a ;
e Pl 2.
20. A=86 20[ [(Zacossga) a }dcp
79

= 3a? f [400328g0 - 1] do
0
79
= 3a% [ [ 2(1 +cos 6¢)— 1] do

= 3a (q9+ 851116@0) no

) %
_ 3g? %+%&}=ﬂ+iaz

3 2




‘| ‘BELIRLI INTEGRALLERIN UGYULAMALARI

) 351 -

i A
z . z
21. A =$’§~8 j [(2ac0s2¢)% — (/2a)4] do = 2a%4 js [
£ .

| § |
; . ? -
= 8a? -3%4—‘” = 8aZ 1 = 2a2br®

-0

LE cos4 ( +cosdg@)

- 1|de--

23. A :2-%- f (2% — (2 (1~cos@)®) do
0
72
ﬂf4-4+8005(p 4 cos® (pd(p

= chosgo " 21+ cos,_Zc;o)ng
0

72
=8 —7 br?
0

=(8sin@g— 20+s8in2¢)

1 %
-z-j(40052g0~2)d§0
0

nl6

24. A =4

= 2 (2 sin 2¢ — 29)

o
=%(3f§-—7r) br?

My
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t
25. A= [ Iyl x(®) dt
ty
N -
= [ |all-cost)|-a(l—cost)dt T
0] O 2ra
o
:agf 1-2cost+ cos’ tdt
0

E

poris
=azf 1.-2cost+li(f29§~2—tdt
; 0 :
| O t |, sin2t .23
ﬁa[t 251nt+2+ 4 . = (2

26. X=acos3t, =0 = tzg

0
A=4 f a sin® t . 3a cos? t (—sin t) dt
Fs
g

=

' 2
= 1232 j cos? t sin® ¢ dt
0

xl2
= 1222 f (cos t sin )2 sin? t di
0

72, 4 "z . g
- 2 sin“2t .. 7 sin“ZtcosZt ) 3 5 4 2
= 12a OIWB dt (}[——8 dt|= 2 7a® br
27. x=5cos t X:O:>t=%
y=4sindt x=5 = t=0
i
- z
A= f 4isin3tl.(—5 sint) dt = 20 [ (sin? £)2 dt
z 0 '
2
2 z
¢ 2
=20 [ (1- 2cos2t+cos®2)dt=20 [ 1- 2c052t+-1ﬂ-29’—5~%§dt
0 0
: /2
=20 |t-gingt+ L+ SN |0 (37 ) q5n 1y
2 8 . 4 :
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YAY UZUNLUGU HESABI

1.

PROBELMLER

vy = f(x) efrisinin x =a ve x =b apsish noktalar: arasinda kalan par-
casimin uzunlugu

b
t= [ Jl+@) P dx

a

dir,

r =1(@) efrisinin ¢=o ve @ = dogrulan arasinda kalan parcasinin
uzunlugu

g
¢ = f,fr2+ )2 do
[ 4

olur.

Denklemi x =x(t), y = y (t} biciminde parametrik olarak verilen egrinin
t=t, ve t=1, parametrelerine kargilik gelen noktalar: arasinda kalan
parcasimn uzunlugu

t
Fu [2 @2+ (y)? dt

ty

birimdir.

Agagidaki denklemleri verilen egrilerin, kargilarinda apsisleri yazih
noktalar arasinda kalan parcalarinin uzunluklarini hesaplayimz.

@y=%@@+2% | %=0, x=3

(b) y = x*2 v By=, By=

(@ y=@-x*H2 x=0, x=8

@y=2x2- L%, x-1, z,-
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2.

i {x =al(f—sint)

X ) : ' i
Y= f /t%-1 egitligi ile tanumlanan egrinin, apsisleri x; = 1 ve X, = 3
1

olan noktalar arasinda kalan parcasinin uzunlugunu bulunuz.,

Parametre arahklar: karsilarimda verilen agagidaki egrilerin uzuntuk-
larini hesaplayimz.

w2 = -
x=20/T+t% + S In{t+/T+t7) , kil
(b) ~ 2/§ 30 . 0<t£2 (e)‘ly:3t3 s [O:’/g}
pE=t
s
=R x=gti-d
ofyThmt 0ctzo © { im O

. — sikloid egrisinin bir yaymin uzunlugunu ?ulunuz. ‘

Kutup aglarnmn degigim aralig: kargilarinda yazilh olan, asagidaki
egrilerin uzunluklarini hesaplaymniz. - "

,_ .8 _n_ .3
(@A) r=4cos¢, 05 (c)r—cow, i SesT
(b) r:sina%, 0<@<3n

r = ae? logaritmik spiralinin r = 2a c¢emberi iginde:kalan'p-ai’gasmm
uzunlugunu hesaplayiniz.
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GOZUMLER

1. a) y:-é—(x2+2}3/2, X,=0, %=8, y’*—(x +2)lf22x x (x% + 2)12

b . Baa o |
= j‘/1+(y')? dx =j 1+x2&x%+2) dx’

3

3
“f‘f(x +1)2dx = j( 2+l)dx:-¥—+x = 12
3
. 0 0
b) Y=X3"2 I Xlzo,.}(z:ﬁ,. ':g- 172
b 5 12 32 5
— (T2 dw — 9 w B fg oy B 2
t= [/1+G&) dx__f(1+4x) dx—9(1_+42;) 3
a 0 s 0
S8 [(29)* 4|, 8(3431_,?@
2T\ 4/ 27\ 8 )21
c) y=(4-x¥332 x,=0, x,=8
c_8 sl 2 s\ @-xZ)12
v _2(4 gl ( 3X = 5

8 8 73 5/3y ‘. .B
B .t (ol s Q. W e R
(= [T+ dx= f‘f o = [/ ax
0 0 | o
8 5 8 L
:flefﬂdx Bk =3.4=12
0 I _
_ 2 1 1
d) y:_gxsfz Exm’ x;=1, xp=4, 3 =X1;2—-~;1—X1u
4

T, 1 f[etiex?e1) .
1+x 2+ dx—j[ 16 ] dx
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2, yzf\/tzmldt, ;=1 ve %,=3, y’:Jxﬁ—l
1

=4
1

3 3 3
(= [1+G)2dt= [/1+t2-1dt= [tdt= ‘522
1 1 ' 1

3. a) x=2t?, y=t}, ~1<t<1

t 1 1
{= f &2 dt= [/162+9t% dt= []t]/16+9t2 dt
t1 _ -1 -1

1
n2 2 2y | - 122
= 3(16+9t) o
b) x:%t,{lﬂz+%ln(t+,/1+t2), Ret<2
y=2'/§ £3/2
3
| 1 1 1t A
x' ==/1+t2+ = + = b /142
s 2 /1+t%2 2 1+/1+¢2

y = /E_t”z

2
P+ P=0+2+2)=1+t® = £= [ QA+t dt=4
0

¢) x=Recost

y=Rsint 0<t<a

[24 [e4
t= [J&P+§)? dt = [/R2(sin?t+cos?t) dt = Ro
0 0 .

d) x=2(1~-cost)
y=2sint 0<t<s2n

a4 2r
¢= [J&?+ )2 dt = [/4sin®t+4cos?t dt = 4n
1] 0 .
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e) x = 3t 0<t< /5

/5 -
_L 2 21392 _7\-"{3
=] g LT oL , Bl
f) X:%tg—t, y:%tm 0<t<?2
2 . 2 2
¢ = [ J@2+@?dt= [/e-D2+4t dt = [/t2+26+1 dt
0 0 0
2 1 2
= fe+Ddt=2t2+t | =4
8 0

on o 2n 19
4. ¢= [[&P+dt= [ (@1-cost?+@sint)?)  dt
0 0

¥:

2T
=a f (1 - 2cost+cos”t +sin? £)12 dt
0

2
=\/2aj (1 —cos )2 dt
0

=/2a | (2. sinﬂi) dt = 2a [ sing dt = 2a 2 |=8a
0 0

2

5. a) r=4cosp O=Lop<n

@ . i1
(= [/r2+ @) do= f (16 cos® @ + 16 sin® )% dg = 4n
o 0
b) r:sin3% 0<o<3n
g g i B @
=3 sin 3 0033 3_5111 3 cos3
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8 ar
f= [/ri+ @) de = sin 2 +sint L . cos2Z ¢
Jawan ] |

3 3 g 9@
vz 81~ 003—25-0-
[Sln2¢(51n2‘p+003 "‘—) du= f B 3
0 0
8z
- B PR =37
o Y Ll W ]'2
0
-3 _Z ¥4
c) ¥ = cosg £ o05y

/ 92 5 9sin? @ dip
cos?@p  costy

z

/41/ 2 @2 dg = f
z
4

i
wf '\\“*l - "-‘TN
<o

7/
3 do=3.tan @ =3.1-(-1=86
: COS(P - 71/4 '
6. ae?=2a = =2 = 86=In2
In2 ) 1“2
I= [ (r2+@)%) do= [ (a% e +a? ™)1 do
0 0
In2 '
=/an €= 2a(2- 1=/2a

0

HACIM HESABI

1. Kesit Yontemi : Bir dogruya t noktasinda dik olan dizlemin cisimlie

arakesitinin alam A(t) ise tiim cismin hacmi
b
V= j A(t) dt
a

olur.
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2.

PROBLEMLER

Disk Yontemi : y = f(x) efrisi, x— ekseni ve x=a, x=b dogrular

arasinda kalan bdlgenin, x- ekseni etrafinda déndtriilmesiyle olugan
cismin hacmi

b
V=mn f v? dx ‘
olur. ¢
Kabuk (Silindirik Tabakalar) Yontemi : y = f{x), y = g(x) egrileri ile

x=a,x=b dogrulan tarafindan stmrlanan bolgenm y—ekseni etrafinda
dondumlmesxyie olugan cismin hacIm

V=2n f [x[f(x)~-g(x)]\dx

dir.

Bir diizgiin piramidin yiksekligi 100 cm dir. Bu piramidin tabanl, bir
kenarimn uzunlugu 100 em olan bir karedir. Bu piramidin her cm?
tintin agirhif 3 gr olduguna gore bu piramidin agirhf kag kg dir?

Bir cisim xOy— diizlemi tarafindan x> + y> = a® dairesi boyunca
kesilmektedir. Bu cismin Ox— eksenine dik duzlemlerle elde edilen
kesitleri, bir kenar: bu diizlemlerin daire tizerinde ayirdig k1rlglere esit
olan eskenar iiggenlerdir. Cismin hacmini bulunuz

. Bir cismin tabam -x? + y* < 1 dairesidir. Bu cismin Oz~ eksenine dik

dizlemlerle arakesiti karelerdir. Cismin hacmini bulunuz..

R yarigaph kiirenin hacmini kesitlerden yararlanarak hesépléjﬁniz.

- Bir cismin tabani eksen uzunluklar1 10 ¢cm ve 8 cm olan, bir elipstir.
_ Cismin biiyiik eksene dik diizlemlerle arakesiti yuksekhél 6 cm olan
birer ikizkenar {icgendir. Bu cismin hacmini bulunuz

fatanc
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6.

Asagidaki egri ve dogrular tarafindan sinirlanan bélgelerin Ox— ekseni
etrafinda déndiiriilmesi ile meydana gelen dénel cismin hacmini
bulunuz.

(a) y=x%,x=0,x=2,y=0 () y=38x— 2%, y=x

) y=1-x%x=0,x=1,y=0 (f).y2=2px,x=h

€ y=x>x=0,x=1,y=0 (@) xy=4,x=1,x=4,y=0
@ y=/x,x=0,y=1 (h) (y - a)2=ax,x=0,y=0

(D y=/1-x%%,y=x,y=0 ' (1)y:x2+2,y=-_~X2+_10

10.

Asagrdaki egri ve dogrular tarafindan simirlanan bélgelerin Oy— ekseni
etrafinda déndiiriilmesi ile meydana gelen dénel cismin hacmini
bulunuz.

2
(@y=1-x%x=0,x=1 (c)y:am%,x+y=a
. 2 2
B y=x2,x=0y=4 (d)i‘—2—+%§=1

. Agaghdaki egriler tarafindan simirlanan bélgelerin kargilarinda yazih

dogrular etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen dénel cismin hacmi-

ni bulunuz.

(a)y:x.+x2..,ly=xz~.~l,x=0 _ ekseny=1
M y=xy=-1x=1 ekseny =2
(¢c) y=4x-x>,y=0 eksen y = 4
(dDy=1-x%y=-3 eksen y = -3
(e) 22:4-; v, 2%x=y>— 4 ekseﬁy:—S
() x:yz,x:Z—yz ; eksen x = -1

y = %2 + 1 egrisiile bu egriye x = 1 apsisli noktasindan c¢izilen teget ve
x = 0 dogrusu tarafindan simarlanan bélgenin (a) Ox— ekseni (b) Oy-
ekseni, etrafinda déndiriilmesiyle meydana gelen cismin hacmini
bulunuz.

yv=8nx, y=cosXx efrileri, x=0 ve x= % dogrulan tarafindan

smirlanan diizlemsel bélgenin Ox— ekseni etrafinda dondiriilmesiyle
elde edilen dénel cismin hacmini bulunuz.
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11.

12.

13.

x23 4 28 = a%? agtroid egrisi tarafindan simirlanan bélgenin Ox— ekse-
ni etrafinda déndiiriiimesi ile meydana gelen cismin hacmini bulunuz.

x=a{t - sint), y=a (1l - cost) sikloidinin bir yay: ile Ox— ekseni
tarafindan smmrlanan bélgenin Ox~— ekseni etrafinda déndirtilmesiyle
meydana gelen cismin hacmini bulunuz,

Asagda egri ve dogrular tarafindan simrlanan bslgenin Oy- ekseni
etrafinda déndiiriilmesi ile meydana gelen dénel cisimlerin hacimlerini

kabuk metodu ile hesaplayiniz.

14,

15.

(a)yz}{z,xzo,x:lz,yzo dxy=2,xy=4,x=1,x=2

() y=4x - x4, y=0 | (e)y=—}L—X2,y:0,x=2,X=4

(c) y=-x+6,xy=5

y=sinx, y=cosx efrileriile x=0, x= % , v =0 dogrular tarafin-

dan sinirlanan diizlemsel bolgenin ve Oy ekseni etrafinda dondiiriiime-
si ile meydana gelen cisimlerin hacimlerini bulunuz.

r=a (1 + cos @) kardiyoidinin kutupsal eksen etrafinda déndtiriilmesiyle
elde edilen dénel cismin hacmini bulunuz.

COZUMLER

a : Kesit arahginda olugan karenin bir kena-
r

1{1%61: = 1‘30 = a={100—t)
olur.
Kesit alani A(t) = (100-t)*
100 100
V= [ At dt= [ (100- ) dt
0 g 0

100 ¢cm
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__aoo-v® [ _ 1008 oy

ni
3 ’ 3
3gr=3x10%kg ve 1cm? iiniin agirhin 3 x 107 kg ise piramidin
agirh$h

(1—%@— - 83x1073 = 1000 kg

2. Cemberin merkezine t kadar uzakliktaki es-

kenar liggenin kenar uzunluguna s dersek /2 2
2 ¢
t2+<%) =a’ = §%=4a’- 4t? e\ Ot &
2
Kesitin alani A(t) = E—i@ olacagindan
a a 2\/_
_ [ 82/3
V= [Amdt= [ Sy=at
- 3 —a
. _
=/3 [ @~ tHdt
—8a
3 12 g 3 /3
_ 24 12 - 3_2a 3_a°|_,43 3.3
= S[a t 3 _a] ﬁ[a 5 +? 3 }—4 3:..a br
3. Cemberin merkezine t kadar uzaklhiktaki
karenin kenar uzunluguna s dersek 1 A '
2 4
t2+(—;—) =1 = =4~ 4 g O 8} fL

Alt) =8 =4 - 4°
1 1

V= [ A dt= [4-4t2dt
-1 ~1

1
tB
—4{1: 3

= %61 br?
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- | [3e3 ]

4. Yarim kiirenin tabanmi bir ¢ember ve dik
kesitlerle yarim ¢ember olugur. Bu cemberin
yaricapma s dersek,

R? = s?=R2- t?

o +(S)2=

2
Yarim gemberin alam 22— =L (R2 - t2)

2 '2 .
V=g [Z@®- Ddt=n|R2%-L | |-z[%
L 2 3 8
_.R _
P R o
5. 25+16ﬁ1=>x-tveh-_6 ise-.

HRU R

5 o2

; 2 " B
6. a) V=n [f2@dx=n [ x*dx
0 : 0

2
- 327 4 3

4 NN

¢ ST
S
5

b)y 1-x*, x=0, x=1, y=0
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o .
Ven [ fA0dx=n [ (1- x)?dx
0 0

1
=’ﬂ2f(1— 2x? + x%) dx

LY

0
: 1
ol Bow Y
—n[x 3x+ E ]
0
- _2 13 87,3
_ﬂ(l 3+5)”"15 N

C)YL‘KB, w=l, =22, y=0

2 2
V='Ef fz(k:)dx:nf x% dx
1 i

jov]

2"- 1

y:
1 x
dy=/1-%x%2, y=x, y=0
= = T 4 ¥
Vi = =i ] x2 i
1 l y:_x
P=1-x=22%=1,x == x=—F
X 5 =
VJ/2 1 .
V=:¢f x)P?dx + 7 f( l—x2) dx
0 v/2 =l




BELIRLI INTEGRALLERIN UYGULAMALAR EEN

e
Ko e

I]}’fé
3

3

T
3

i

1
V2
2 1+ i

- g il - .r—“+ —_ 4+ =
3 /2 BVQJ 3/2 J2 3 3/2 3

:6‘/E
2

LI
3

+7

1-—L

/2

:133‘(2—\/5) br?

) y=3x— x>, y=x -
y=y = x=3x— x° .
%2 = 2x%.
= x=0 ve x=2 ;
2 - 2 -
V=n f[Bx-x%?-x2| dx \
q

v =3x —x?
= “fz [9X2“6?3+ x*] dx=n (ﬁi — 24+ _33) LY A
6 : 3 5 15
i y¥"=2px, x=h, y=0
h h .
v =n0ff2(x)dx:n6[ 2px dx _—

h
0

g) Xy:'4, X-':l, X:4,}r:0

1 % ¥
- |1

16% (—% + 1) = 121 brd

P g
)

1 X

v =t dx =7 16 .

I
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h) (y—af=ax, x=0, y=2a

V=rn [ (£%x)-gix) ) dx
0

8 e
=néf [4& —(a+\/ax) ]dX

a
=7 f3a2—2awxwm ax
0

dx

o, 4 s/po3/9 X
=qlda*x— —avAgde—gq=—
; 3 2

34 3_8%_ T8 '3y 3
3a Sa 2} 6 a“ br

) y=x2+2, y=—=x*+10

b
V=rn [[£269- g2 dx

a

S

2 9 9 j
=1 f (-—X2+ 10) “(X2+2) dx ARG %
9

2
= f{34-20c%+ 100 x4 - 4x?- 4 ) dx
o

2 ' 5
=i f (~24X2+96)d}(wﬂ{“8x3+96}{ t
-9

]: 2567 br®
-2
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=i . &
b) y*X;X"’O; y-‘4 y=x2
\ y =4

4 4 . |
V=rn [g20dy=n [(/ylFdy
0 0

2 14
(z_ ]=8nbrs
g lyl= "
2
c) y:a——x—,x+y:a

| (\,f as- ay)g- y— a)zl dy

N\F

a
¥
0
a
='n:f [a2 — ay — y2 + 2ay — a?]dy
Oa
]

3
2 2
4y Eoed ol
a b
Ve=mn fgz'@')dy-n f 512-#—-—2--};2 dy
| E b
9 3 b
- Il L
-wlsty- 230 [}

8. a).Y=X+X2-,'y=X2-1,X=0 ;eksen ot I

x+x2=x2-1 = x=-1

0 ty y=x+x2
V== j‘lxz—l"l]gd}l : y=1_\_t¢ / y[:xg....l
,10 2 - J =
-7 f'x+x2—-1! dx E -
-1

0
= f(4-a 4x% + x4 dx
-1
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N _izsx_sl“_ _zﬁ_.?six_"‘x_"’{e
—1’5{4){ 3x+5 » i B S 3+2+5_1
B e TS 1 _1.13% 3 3
_n(4 3+5) 11:(1+1 3 2+5)~.2n br
b) y=x3, y=-1, x=1 y = 2 ekseni LY
1 ; 1 3 =2
V=r [|-1-2/"dx-n [ &*- 272dx
: -1 -1 1
1
=18n-n [ - 4P+ Qdx .
-1 X
7 1
=18n—1‘c[5—~-x4+4x| ]
7 wt
- (88168 3
= 18n 71:(7)~ 7 T br
¢) y=4x— x>, y=0 ekseny=4
4 LY
Van [[42-@-4x+x2)?|dx
0 : -

2
=64n—2n [ (x-2)* dx
i

_ob (2
=64n—2n[(x 2) .]
5 0

_ 321\ _ B4n _ 2567
—6471:—21t( 5 )—6411: -
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d) y=1-%%, y=-3 eksen y=-3 LY

2
V=1 [!1-—x2—(~ 3)}2(:1}{
-2

)
=n [d-x2)2dx
-2
2
=T f(16— 8X2+X4) dx
A5

a5 389 I:2
_n[lﬁx SX + 5 |,
_ 64,32\ 512 . 3
—27:(32 e +—-5 )_——-—15 7 br

e) 2x=4— v?, Ix=y*~ 4 eksen x=-3

2

.2 i 2 X=—23 S k¥ Oy = 2_4
V=m / 42y -(-3)] dy 2x =4 —y2 5 X=y
-2
2l 9 2 )
~T f Y 4—(——3) dy =3 5
g
7T ? 7T 2
7 o2 vdY gu_ FE 4 2
=% (100 20y2+y*)dy 4_£(y +dy +4)dy
’ 7 ' 2 =
=Z [(96-24y%)ay = 2|96y -8y® | |=7.(192-64) = 64n br®
-2
-2
) X=y2,x=2~y2,x=—1 ekseni Y
x=—1
X=X = y2=2—y2
= yZ:l
= y=F1 5
1
V=n [@-y>~(-12dy
=] x=2—y2--f'

i3
~n [~ DPdy
-1
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1 1
=n [@-6y?+y"dy-7 [G+2y%+ Ddy
-1 -1

1 5 4
=:rc*{(8—8y2)dy= sny-L |_1:—3—§f‘—br3

9. y=x2+1, Xp=1 = y,=2

y = 2% x=1:2 = Y- Yy=m X~ X

y-2=2(x-1)

v =2x (teget denklemi)

1
a) V=m [ (fAx)- gx))dx
0

=7 fl (62+ D2- @0)2) dx
; ,

1 .
ﬂf =+ 2x% +1-4x¥) dx
0 .
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z
10. V== f {cos®x — sin’x) dx
0 )

b1

i

Ol

coé 2% dx = —g— br?

a
11. V== 'f(a%— X%)S dx [x = a cos® 0]

—a

/A
=1 faz (1— cos?6)® a 3 cos?0 sind do
0

w
=3ma’ f sin 8 (1 — cos? 6)° cos? 6 do
0 A

-1

3 9 ;1 : 3
= 31_1_w_615§_7_"11_‘ _327a° | 3
= 3na 3 Ut T u 5 _1] 105 br

b 2 . '
12. V:nf y> dx:nf {a(l—cost)]2 a (1 — cost) dt
: a -0 _ _ - e

21 2z 6
=rnad f (1— cost)®(1—cost)dt=ma f (2$in%) dt = 5% a® br?
o 0

13. a) y:xg-,x%-O,X=2,y=0 A 4y
b ; y =x2
V=on [ x|fx) | dx
a .

2 2
= 92n f xx?dg=%xt | =81 b
8 2

0
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b) y=4x—- x> y=0 Y
. |
V=2n [ x| fx)|dx

8 4 4 y =dx—x?
- X _ X
=2% [4: 3 4 JOJ
128 3
g br

c)y=-X+6, xy=5

5
szﬂfxlf{x)—g(x)ldx

2njx( x+6~-5—)dx
1 ol 1 5 6~

5 X+y=6
= 21 f (—x2+ 6}{-5) dx
1

3 5
z 2?:[—%— +3x2— 5x ]1] - ﬁ‘é—”‘mﬂ

@:y:b%:—x-l-fi, 5==x+6x = x°—- 6x+5=0, x=1vex=5)

d) xy=2, xy=4 x=1 =x=2 4y

2
V =2n fx[fcx) gl dx
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e) y:i—x2,y=0,x=2,x=4

b
V=2 [ x| fx) | dx

a
4
n [ x
5

x2 dx

Il
Do
"

W |t

=

4
X - 3
511 } 301 br

-

4
14. V=21 jx!cosx— sinx| dx
0

F3
+ 27 fx\sinx— cosx| dx
¥4

4
RN
4
::211] x cos x dx — 27
O

0
Fid

¥4
1 ]
+ 271 fxsinxdx-— 2n j X cos x dx
z T
4

4

f 4

i e T2 72
+ 2n | xsinx - f sinxdx|— 27 | x{(~ cosx) l +
7ii4 74 /4
= T[.z (\/E - 1)

b
15. V=n[ y*dx
a

x=rcosB=a(l+cosf)cosb

y=rsin@=a(l + cos 6)sin 0

b

¥y =cos X

¥ =8in x

X sin x dx

pid 7
= 2m | xsinx |- fsinxdx ~2n[x(~ COSX)
0
0

/4

f cosxdx
714

74
e jcosxdx
0 9

2

/2 X



374 | | BELIRL INTEGRALLERIN UYGULAMALAR- |

dx = [ a (~sind) (cos) — a sinb (1+cosh) | dB
=~ a (sinf + 2 sinB cosB) dO = — a sin 6 (1 + 2cos6) dé

7w Ve
V=1 f y2dx=7 j a2 (1 + c0s0)” sin’6 [—a sind (1 + 2co0s6) 1 dO
0 i

7T
=-a’qn f (1 + cosB) (1 + 2 cosh) sin’6 do
0
¥/

=—a’n [ (1+cos0)® (1 +2cosb) (1— cos?®B) sind do
0
cosB = u degisken defigtirmesi yapilirsa
=
V=an [ @+uw?(1+20) Q- v du
' ¥

¢ 4
masﬁf (=208 —But— 208 + 4u? + du + 1 du
1

esitligi elde edilir. Tek fonksiyonlarm simetrik araliklardaki integralleri
s1fir oldugundan '

= 1
V= aanj (sut+ 4+ ) du=a’n f (5ut = 4u?-1) du

1 =

1 5 g
= 2837'E f (5114—- 41.12“ 1) du.:QaSn(u5___%_u3_u) l :-8“1'583
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DONEL YUZEYLERIN ALANT

1. y=1flx) efrisinin x=a ve x=b apsisli noktalar: arasinda kalan par-
casimin x— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olugan donel yiizeyin ala-
ni

b —
S=2n [ |y|/1+5)2dx - -

dir.

9. Egri d_eljkler'ni'rlﬁn r= r((p) , <@ <B biciminde \?érilmési dqmmunda

B
S=2n [ |reosp|/r?+()? do

o

olur.

PROBLEMLER

1. Asagida denklemleri verilen egri parcalarimim Ox— ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile meydana gelen dénel ylizeylerin alanlarim bulunuz.

{a) y:%(xg+2)3”2, 0<x<8

(h) y=x3, 0<x<1
© y=2/% , 0<x<8 -
{d) y:siﬁx . O<x<m

2. Asagida denklemleri verilen efri parcalanmnin Oy-— ekseni etrafinda
déndiriilmesi ile meydana gelen dénel yiizeyin alanimi bulunuz.

2
(8) y =%, 0<x</3

Wyshx: .. .5 . 1Sx22
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3.

10.

Orijin ile (h, r) noktasim biriegtiren dogru pargasinin Ox— ekseni etra-
finda déndiiriilmesi ile meydana gelen koninin yanal alanin: bulunuz.

Yaricap: R olan bir kiirenin yiizey alanini hesaplayiniz.

y = x? paraboliiniin 0(0, 0) ve A(/2, 2) noktalar: arasindaki parcasinin
Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen dénel yiizeyin
alanim bulunuz.

2

. X+ y* = a® cemberinin [x;, x; + h] aralifna karsihk gelen pargasimin

Ox— ekseni etrafinda déndiiriilmesi ile meydana gelen kiire parcasinin
alanimi bulunuz.

x?? 4 y?8 = 2?3 Astroid egrisinin Ox— ekseni etrafinda déndiiriilmesi ile

meydana gelen dénel yiizeyin alanini bulunzu.

4x% + y® = 4 elipsinin birinci bélgedeki par¢asimin Oy— ekseni etrafinda
dondirilmesi ile meydana gelen donel yiizeyin alanin: bulunuz,

Parametrik denklemi

" 2
[x—2t+1 A

y=3t ’

olan efri pargasinin Ox— ekseni etrafinda déndiirtiimesi ile meydana
gelen donel yizeyin alanim bulunuz,
Parametrik denklemi

x=acos’t
y =asin®t

olan astroid egrisinin Oy— ekseni etrafinda dondirtilmesi ile meydana
gelen yiizeyin alanmim bulunuz.
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11. Parametrik denklemi

- 28

X#—s—' )
e
y_4 2

olan egrinin koordinat eksenleriyle kesim noktalar: arasinda kalan
parcasimin, Ox-— ekseni etrafinda dénmesiyle meydana gelen yiizeyin
alanini bulunuz.

x = a(t - sint) S A R S e Tme
12, {y - W sikloid egrisinin bir yayinin
(a) Oy— ekseni
(b) en yiliksek noktasina teget olan dogru

etrafinda déndiiriilmesi ile elde edilen donel yiizeyin alanini bulunuz.

13. r=2a cos ¢ efrisi ¢ = % dofrusu etrafinda déndirildiginde meydana

gelen donel yiizeyin alamm bulunuz.

14. r? = a? cos 2¢ lemniskatimin Ox— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle elde
edilen dénel yiizeyin alanini bulunuz.

COZUMLER
1. a) ym%(x2+2)3”2 0<x<3
2L 8 40 172 2 12
yzg'-z—(}{ +2) .2X=(X +2) X
1+4@)P=1+E+Dx%=xt+2%+1=(x*+1)7
3
S=on [ F2+2% .2+ Ddx=2n b
d 3 2
b) y=x° 0sxs1
1 1 gy 0
S=2n fly]/T+eP dx=2n [x3/T+oxTdx =% [ /udu
0 0 1
10
:%Z%u% |1 :%(103’2—1)=%(10/E—1)br2
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e) y=2/x 0<x< 8

8 8 8
S :(_)ﬂyi 1+ )2 dx= Qnofz‘/;l 14+ dx:4ﬂ(}f/x+1dx

T
:slﬂ%(XJrl)d”Z | _ 208 o 40

0 3
d) y=sinx 0<x<nm
s s
S =2n ﬂy| /1+()% dx = 2n ./‘SinX‘,/.l-ﬁ-COSzX dx

4 it

S 1

= 9% }/ﬁu2du=4ﬁf‘/l+uzdu

o 0

=27
01

-%—u 1+u2+~%-1n(u+}/1+u2) 111 |
:211:(/§+1n(1+\/§>)br2

.2
2. a) y:-}-‘é— 0<x</3

S = 2% [] r‘;’1+(x)2dy 211.3[!2,/_\/ /_/__]

g 2
:2nj/2y+1dy=n.~§~(1+2y)3’2 |0 :%"z(a- 1)=_£"i hi? .
0

by y=lnx 1<£x£2

d In2 2
S =2n f|x!ﬁ";ﬁ&§§dy=2ﬂ fey\/lnhe2y dy = 2n f\/1+u2 du
& i

2

:,‘Zn(u u?+1 +1In u+,/uT+I)) il
211:(2/_+1n 2+‘/-) /5—111(1-#/5))

_zﬂ[zf /3 +m 21/@] e
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3.

(0, 0) ile (h,r) noktasindan gegen dofru denklemi

—}L%E:—}fi—l}— = hy- hr=xr- hr = X——--]il-‘y

S=29n f—-x 1+-—~—dx QHE—-V’ rZ2+h2

a’

—J’Ir\fr2+h2 br?

+92=R?, y> 0 yan gemberiniﬁ Ox etrafinda dondiiriirsek kiire el-
de ederiz.

S=2n f|y{,/1+(y)2dy 2n f‘/R‘?mx 1+ -x2

= 2nR fdx=4nR2 br?
-R

y:xg_, 0<y=<2 ' ' K ty

d 2
1
=2 1 N2 dy =2 1+—d
S ncfx‘/-#(f&) y ﬂgf/?/ﬁ”@r

9 N
on [flidydy=2-20+49%2 |' =2 nin? 0 X
5 4 3 0o 2 '
x1+h Sy o
S= 2nj|yl 1+(y)2dx x,>0
%
X th
=92n f,faz—x 1+ dx »X

=21ta.(xl'+h— x1)=2na‘h
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a _ _ P, ‘
7. S=2n [|y|/T+6 2 dx 7
4 |

=2n.2f(a?"3—x2"3)3’2/1+—(M
0 .

dx
%23

— ZI(a%ux%)w(%)mdx

52 |a

=on(-2)n %aw%(a%— x%)

_o. 67 13, 53y 127 o
_253(a)5a

0

b
8. S=21tf}x|.fl+(x')2dy % EillssyE w2 2
a

~L

_ 67 2 o 3le1_£ ¥2_ g2\ _ 7 49 9
=2 2 (162+9) 0_8((25) 9 )..898 27 br

0
10. S=2n fasin3t,/9azcos4tsin2t+ 9asinttcos?t dt
+7

-2

N"
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T
= 6n azf Isin‘t.cos tl dt

2
= 67 a? f sinftcostdt— 67a? f sm"‘tcostdt
72
s s 2 P fid
. 2| 8in°t _Blnt! 2 _1_=__1_2_ 9 12
=671 a [-——~—5 lo 5 m] 671 (5 5) 571'& br

11. S=2r [ [4—?]‘/1:4%2 dt=2n [ 4t/1+t2dt-7 [t3/1+t%dt
0 0 0
[1+t2=u? =tdt=udu]

“8nfu2du—nf(u ~u?)du= 2L { 3[

Bl |3
5 3 Iy

= 29 .67 br?

T
12. a) S =275f a(t— sint) /aZ(l - cost)?+ aZsin?t dt
0

V(4
=92 a?/2 f (t - sint) ﬁ.sin% dt = 16n2 a2
0

b) t=0=2y=0, t=t=y=2a)
Sikloid egirisinin en yiiksek noktas: (x, y) = {ra, 2a) noktasidsr.
Bu noktadaki tegetin denklemi y =2a dir.

n
S =2n ﬂa(l—-cost)—-23|./az(2- 2cost) dt
0
T
= 2/511: a’ f(1+cost) J/1-cost dt
0
2

/2
=92/9n a? f ﬁ(sini + cost. sin—;ﬁ) dt
0

= 2 [ ain b 2t indt et
=4rn a fsm2+cos 5 " Sing = sin 2dt



(382} | | BELIRLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI |

b/
= 4n a® —2cos-;— | ~9cos3-L ’ f(l cos2t)(-—sin—t~) dt
0

0 2 2 2

\

B
=4na?|2-2(- D+2 [(1-u)du
=1

.
3 0
= 47 a® 4—2{u~u I ]]=4na2(4——§~)=§gﬂ:az

3 |

/2
18, S=2xn.2. ﬂrcosu‘/—ia coszu+4a smudu

72 1 o
= 16a2 ﬁfcos udu = 16a b8 f—j——c—&— du

. 2
sin2u

9 = 4a% 7*

= 8a%x|u+

0

B
14, S=2n f|rsinu] Jre4 @2 du
[#4

cos2u

T4 T nld

= 471 a2 2 f«‘ cos2u sinu———— m du = 47 a? éfsinudu

s [ G -]

74
= 27 . 2_[ a/ cos2u.sinu fa P i L a’ sin 211 du
0

= 41: a? [—cosu
0
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BOLUM PROBLEMLERI —

1'

sun. (S._) dizisinin, ortak oram

y = ,"iX‘ efrisiyle x - By + 6 = 0. dogrusu arasinda kalan'-bﬁlg_enin ala-
mmn bulunuz.

Asapgdaki egriler tarafindan simirlanan bélgelerin alanlarini bulunuz.
(a) y=4(1-x%, y=x*-1
b) y=xt- 422 +4, y=%>

() ¥m—5—, ¥= 21
x°+1 x4+ 1
8 : 2
d)y=——, dy=x
B x24+ 4 ¥

) y=x+1, y=cosx, y=0

H x= L Xmlyl,fl—:yﬁ

(g) x=v2(1-y), x=0, y=0

y? = (1-x%? egrisi tarafindan simirlanan kapal bélgenin alanim hesap-
layimiz.

(y— 2)? =x3 eé‘risinin iki kolu ile x =1 dogrusu arasinda kalan bilge-
nin alanim bulunuz.

y=e*sinx egrisiyle Ox— ek- 4v,
seni arasinda kalan kapali bol- 3
gelerin alantar 8,, Sy, Sy, ... ol-

e ™ olan bir geometrik dizi' ol-
dugunu gosteriniz. 0

r =12 cos 3¢ giiliinin icinde, r = 6 ¢emberinin disinda kalan bélgenin
alanim bulunuz.

Kutupsal koordinatlara gtf:c;ere]s'(i2 + },2)3'_;_,'. v y? egrisi tarafindan si-
nirlanan bilgenin alamini bulunuz.
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8.

10.

11.

12,

Asaghdaki egri parcalarinin uzunluklarint hesaplayimz.

(a) y=~§x5’i—%x3’4,- 12%<16

b y= j,/sec4t 1dt, - £sxsZ

=/1-x2, 0<x< % egri parcasimin Ox— ekseni etrafinda donmesiyle

meydana gelen donel yiizeyin alanim bulunuz.

t2

1
=g J3<t< 2/2 efri parcasinin Ox— ekseni etrafinda dénme-
t

¥=
siyle olusan dénel yiizeyin alanimni bulunuz.

Asagdaki egriler tarafindan simirlanan bélgelerin Ox— ekseni etrafinda
déndiiriilmesiyle meydana gelen dénel cisimlerin hacimlerini bulunuz.

(a) y=/cosx, y=1, x=0, X=.Z2E.

(b)y=\/;, f(=2, x#{], y=0
() y=x"+1, y=—x+3
(d)y=x3”2, vl y=0

(e) y=yvx+1, y=/x-1,x=1, x=3

() y=cosx+sinx, gX)=cosx— sinx,x=0, x=%

Asagidaki egriler tarafindan sinirlanan bélgelerin wa ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olugan dénel cisimlerin hacimlerini hesaplayiniz.

(a)y=/;, y=0, y=x— 2
by y=sinx, y=1, x=0

(¢) y= x=1, x=3, y=0

3?
X
(d)y=x*/x%+1, x=1,x=2, y=0

@ i e g s B8 ol
(e) y=Ix 2I,y—.2(x 2) *g

O x=/1+y%, x=0, y=1, y=2
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Birinci bolgede x =y — y° efrisiile x =1, y=1 ve y=0 dogrular: ta-
rafindan simirlanan bélgenin asagidaki eksenler etrafinda dondiiriilme-
siyle elde edilen dénel cismin hacmini bulunuz.

(a) x~ ekseni (b) y— ekseni (c)x=1 (Dx=1

o e I .
vy = e egrisinin simirladigy bolge x— ekseni etrafinda déndiirilii-

yor. Meydana gelen cismin hacmini bulunuz.

(y — %)% = x3 egrisiile x = 1 dogrusu tarafindan sinirlanan bslge Ox—

ekseni etrafinda dondiirtliyor. Meydana gelen donel cismin hacmini
bulunuz.

Yandaki gekilde, y = sinx egrisi, x=0,x =7, ¥
y = ¢ dogrulan tarafindan simirlanan tara-
1 bolge y = ¢ dogrusu etrafinda déndiirii-
liyor. Meydana gelen cismin hacminin mi-
nimum olmas: i¢in ¢ ne olmalidir?

A y=C

f, [a, b] {izerinde pozitif tamiml bir fonksiyon olsun. y = fix) egrisi,
x = a, X = b dogrulari ve Ox— ekseni tarafindan simirlanan bélge, c<a
olmak iizere, x = ¢ dogrusu etrafinda dondiriilityor. Olugan donel cis-
min hacmini bulunuz.

y = x* ekseni, x~ ekseni ve x = 1 dogrusu tarafindan sinirlanan bélge
x = =1 dogrusu etrafinda déndiriiliiyor. Meydana gelen doénel cismin
hacmini bulunuz,

fve g, [a, b] iizerinde g(x)<flx) bagmtisim saglayan iki siirekli fonk-
siyon olsun. y=1fx), y=gx), x=a ve x=b tarafindan simirlanan
bélge, ¢ <a olmak {lizere, x = ¢ dogrusu etrafinda dondiiriilityor. Olu-
san cismin hacmini bulunusz.

y = 2x, y=—2x%+ 4x efrileri tarafindan simirlanan bélge x = -1 dog-
rusu etrafinda déndiiriiliiyor. Olusan dénel cismin hacmini bulunuz.
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21, 3 cm yiksekligindeki bir kare piramidin, yiiksek-
ligine dik diizlemlerie arakesiti birer karedir.
Piramidin tepe noktasindan x birim uzaktaki
kesit, bir kenan x olan bir karedir. Piramidin
hacmini kesit yontemiyle bulunuz.

23, x =-1 ve x=1 diizlemleri arasinda
kalan bir cismin x— eksenine dik diiz-
lemlerle arakesiti birer karedir. Bu ka-
relerin iki kiosesi x> +y? =1 cemberi
uzerinde bulunduguna gore cismin
hacmini bulunuz. '

2. a) y=4(1-x), y=xi-1

yoy=4(l-x)=xi- 15xt+42-5=0=x2=12x==1

1 1 -
A= {(4(1—x2)~x4+1)dx= {—41:%—:1%5(11: |

_l4s X V4 1 4 10 104,

=-g X 5+5x|_1- 3 5+5 3 515-15br
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b) y=x*- 4x>+4, y=x°

y=y = x*- 4P +4=x*=x'- 5% +4=x=F2, x=F1

A= ﬂf]yl—yzldx

x> 5.3 1 5x3 x5 -
_2[5 gabais | o) Tt ]1
_ofl_5 40 32 o 5 1
-2(5 3+4)+2(3 5 8 3 tE )Bbr
2
X
C = . =
' ¥ x2+1 x24+1
y=y = x*=1= x=71
1 9 % L. 1
A:f 12 x Gk arctanxl - li;——-cbﬁf 2dx
4 1+x2  1+x2 -1 4 l-bx2 4 1+x
: °
7 S/ S/ SU, S S S
._4+4 2+ arctanx I_l 4+4 2+4 =77 — 2 br?
8
d) y= , 4y =x*
* x2+4 ¥
_.8 2 -
y_4y+4 = 4y“ +4y-8=0
V4§y—2-0
y=1l= x=F2
3 2
A= ——*dx 4 arc tan > - X
fx+4 2712 |y
A E_8 4B _8 o 402
=4 s 12+4 1 12~2n 3br

e) y=x+1, y=cosx, y=0
y=y => x+1l=cosx=>x=0

A2 0 a2 2 0
A:fcosxdxfr fx+1dx=+sinx +E-+x -'--—g—brz
0 -1.
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3.

x=y2—1

x=lylViy2

i

My

0
A=2 [((1—x2)32-[—(1—x2)3’2])dx=4 f(l-boszx)m.(—sinx)dx
0 72
72 w2 2 72
=4 [ sintxdx=4 [ [2595E) gy - [ 1-2cos2x+ L8 g
2 2
0 0 0
o S sindx . x |™|_87, 2
_[x sin2x + 3 +2 In _4br
(YH2)2=X3 ey y=x3/2+2 veya - y=x3'{2+2
y=-x"2 42
. |
A= f(x3’2+2+x3=’2—~2)dx
0
1 4 1 4 T
=[x dx = £ x5 ‘ =4 e
g 5 0o b
y=—13’2+2
x=1

73 % X
S, = f e™™ gin x dx = €™ (—cos x) lo_ f (- cosx)(—e ) dx
0 0
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b b5
7
=e™*+1 —[exsinx ’ - fsinx(— e"‘)dx] =e"+1- f e *gin x dx
0
0 0

-
= 25,=e™+1 = §; = = 2+1
2 o
Sy = f e * sin x dx = e (—cos x)‘ —j sin x (—e™) dx
s T g

o .
=—g 2" _ g _ [e"‘sinx | - fsinx{—- e“x)y dx
Fi 4
i

:>_282=e_2n+e*n=>#82=ﬂi_8f_ﬁ§2_=§;w
2 Sy e T+1
-l 5 S
e "+ 1
' ~1T —n- D
—_ Sn - S1 , e_n(n—l) - (-*].)m']‘ e +e2
/9 ' y

6. A=6-— [(144c0s?30-36) do
0

79

\
=3] [ (144ﬂ386§~—-—+—1-)~36 do
0 )

L

s 719)
-3 72(M+6)-36€)[
6 o

: .
=4 12-—-’/2-§—+36-§—]=3(6\/§+4ﬂ) br?

7. @+ =4x*y’= ®=4r*cos?0sin’6 =
r2 =4 cos? 0 sin? 0 = r? = sin? 20
_é_z_l_fizde = A=4?4sin229dﬁ
8 20 i

/4
= 1-cos46
= 4 &f 5 do

_ofn_sind8\ |4 _x
“2(9 4 )'g T2
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8. a) y=2x5’4—§x3’4 1<x<186
5" 5
yladale 2x¥ o 1Pl Lo 241
1 (X]J'2__D2
= ] e
4~ 412
18 oF
= [T e L e L o, ) [ B0
1

b) y= stec4t %S .‘é%

v =/sectx~1 = 1+(F)P=1+sectx—1=sectx=

{= f/1+(y’)2" dx =
_%Ir s

T
sec’x dx = tan x ¢ =2

W "“w-la

9. vyl )Eg 0<x S%

12
S=2n 1+ GD%de, y=-——xZ_
fIYI v Y ‘/1—_——2
_21:_]/1){ 142 dx= 21:;fdx Zﬂé—ﬂbrz
10. x=—12~t2, y=t, /3<t<2/2
2,/2 2/2 9 2./9
S=2n f ly|/&2+)2dt=2n [ t/t2+1dt=n%t2+1)32 |

11

2
-g(Q'T 8)~ TL' br?

11. a) y=/cosx, y=1, x=0, xz_’}

V:nf(‘fcosx)EdX:nsinx =m brd
3 0
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B

b) yt\/;;) yv=2, X:=0, y=0

Varn 5[22—_(5)2]@

2 (4
:7:[4}(-—% 10]='n:(16~— 8)= 8n brd

) y=x*+1
y=—-X+3
y=y = x2+1=-—=x+3

+x-2=0 = x=-2, x=1

: 1
V=n f[(—?” 32— (x2+ 1)2] dx
. 2 ' .

=n fl(xz— 6x+9-x*-2x2~1) dx
)

d) y=x¥2, x=1, y=0

1
V=n [c?)?ax
: 0 '

1 .
znfxsﬁz—g- brd
8

g) y=vyx+1, y=¢/x-1, x=1, x=3
' 3 . : .
V=nf(y%~y%)dx
1

=niﬁ(/;-1)2~( x-1)2dx

5 =x8/2

3
=% f(x+ 1—x+ Ddx=4n br®

+1
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. ] Ve
f) y=cosx+sinx, y=cosx— sinx, x=0 , X =

/4 _
V=n f[(cosx+ sinx)2- (cosx — sinx)2] dx
0

/4
=7£f(1+2cosxsinx~1+200$xsinx)dx
0
- ) 4
4 SIDTX TR o (1) 3
st 5 Io —211(2)—11: br
12. a) yzfg,yzo,y=x—2 Y it
| 2 ey
V:nf[(y+2)2—(}r2)2]dy
a
2 X
=n[%(y+2)3—%y5] b
_[64_32_8|_184, 3
‘““[3 T T
"b) y=sinx, y=1, x=0 by
1
V=n [(arcsiny)?dy iy
& y=sin x
: .
=7 | arc sin“y .
{ 1 L 3 o
.
I —f Zarcsiny-—-——y—dy
0 0 1—y2

%2—2(—*arcsiny(1—y2)w) |;— f(- 1~y2)'“‘il——dy

2 3
—4(1t 8) br
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c) y:—%, xel, £=3, y=0

4727

4
f[w-- — 1]dy+7£ [@%-12)dy
*2%“ 0

[42/3 SyWB-y 4 7 +875'”§7f i
=7 |4%33413.. 4 - 4%371!34"27 +%%?_ B~ 1 3 X
=-13£7t br®
@ y=x/xP+1, x=1, x=2, y=0 ty yex\TaaZ

2
V:anx x2/1+x%dx
i

y Y
=2n [ t(t>-1)tdt=2n /{ (t4-t2) dt
/2

0
_lem Llos r _100/5 - 4/2
b 3 o 15

e)

O

Silindirik tabakalar yéntemiyle yapahm.

3 3
V=2n [x|f)-gdx|=2n [x
1 1

1 1

E(X“2)2+§“|X—2|Idx
31 3

=2n1f§x[(x—2)2+ 1]dx—2:r1fx|x-z}dx
3 2 3

=7 f(x3—4x2+5x)dx+27zf—x(X*Z)dx—Zir fx(x—z) dx

2
167  14n 87n _ 227 by

=73 *73 ~3°73
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f) x=/1+y%, x=0, y=1, y=2

2 2 i
= 7 e B o ¥ 18 B9 3
V—Tclfx dy lf1+ydyuy+4 ; 4nbr

1
18. a) V=21 [ y lu(y)v(y)l dy e
G

1

= 21 / y 11-(y=y* | dy
0

= 271 f (y-y*+y* dy——nbr
x=y-y2

1 1
b) V:nf(xf—xg)dyznf[l—(ywya)ﬂdy
b o

1 :
- - . P4
_nof(l yé+ 2yt-y®)dy 105nbr .

1 1
©) V=n [(fo)-gw)*dx=7 [U-y+y®)?dy
0 0

1
_ 2. w6_ 91 003 Gudydue D0
_néf(1+y +y5-2y+2y3-2y*)dy ‘:105)1:

d) Soézkonusu bolgenin y =1 dofrusu etra-
finda dénmesiyle olugan cismin hacmi, o
bolgenin bir birim agag: kaydiriimasiyla
elde edilen bélgenin x— ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilen cismin hac-
mine egittir. Buna gire '

x=1

 ¥=-1

'V=mtﬂyh”®+n+@+nﬂ¢ﬂ e )
3 [ x=(y+1)(y+

0
=—2n f(y4+ 3y+ 2y2+y)dy* %ﬁ‘nbr
-1

olur.
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y=0 o 2% -x'=0 x®2-x=0 & x=0 ve x=2

2

2
_ B e [ 2RO =X _Ei_zl_fz_(_ﬁ_ﬁ_ﬂ
V-nﬁfy dx_nﬁf dX—TE.S 50 0-752 5)-5 br?

3/2 3/2

15. 3-xP=x"=2y-x=Fx’=2y=xFx"*, x=1

1 1
it 3 3/2V2__ (v _ +3/272 . 5/23¢ _ 2 w2 i'_8 3
V-ﬂé]{(erx )2-(x—x -)]dx_ﬂéfrix dx=nd. £ x |0_7nbr

aresine y

16. V=n f(c~sinx)2dx
0

7 — aresinc o .,
+ T f(sinx—c)zdx y=c
aresine e
* "ol arcsinc warcsine T
+7 f (c— sinx)?dx _
7 — aresine
aresine 7 — arcsine . - 5.
=2n f(c—sinx)gdx+n f(sinx—c)zdx {"” “]
Q aresine dx=—du
=2n (czx—Qccosx+-X—————Sin2x am’m)
2 4 0
+n(_§ﬂ____sm2x +2ccosx +c?x |3I )
2 4 7 — arcsinc

cos (are sin ¢) = /1—-¢?% ve sin (2 arc sin ¢)

=2 . sin (arc sin ¢) cos (arc gin ¢) = 2. ¢ /1-¢? oldugundan

V = 2n[c2arcsinq+2c 1-¢2 +f"-?-?—g—lg——H:-l—c,/l—c2 ~92¢

2 2
+ 7 %—ﬂg—‘-@—+%8/1—02—20\/1-02+02ﬁ

: . ; 1 n
—c?arcsinc- £Cg—-u-]‘iJr-z—c,/l—c2 -2¢/1-c? - c?arcsine

- . 27
_275[4 2¢e+c 2]

= V=0 ¢ 2n(en~ 2)=0 & c==dir ve V/, =22>0

= ¢ =- minimum nokta

3o
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17.

18.

[a, b] araligamin bir pargalanmast P={x;,x;, ..., %, X, }

olsun. %; € [ %, , x. ] alahm.

L ¥

S ]

o el Ta Felsk % b

Boyu f(Z,), eni Ax, olan dikdortgenin x = ¢ ekseni etrafinda dondi-
riilmesiyle meydana gelen silindirik tabakanin hacmi

AV, = | (%, — = m(x_;—cP | £(5)

(Xk_ C)+ (Xk—- 1 c)

.=27E 9

| £ 1. Ax,

IP|— 0 igin (Xk_'cH;Xk‘l_ o Ty €

olacagindan

n

V= lim 27 (Z, -0 £ ﬁxkl '
1

IP]~0 k=
b
=2nf(x—c)ﬂx)dx

bulunur.

Problem 17 den-

; |
Ve an(_x—(—l)).f(X)dX |
]

= ,
= 2m f-(x+1)x4dx
0

_ XG X5 i —.;l_.l. 3 x=—1
-27:[ 5 + 3 ’0]—157{br
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19. [a, b] arab@mn bir pargalanmas1 P ={x;,%x;,..,x%x,,,x%,} olsun. ~

e lxy, %] alahm.

y =f{x)
i -

0 c 8 Xk Sk Fk X

Vs

y=g(x}

Boyu (f(Z) - g (%)), eni Ax; olan dikdértgenin x = ¢ ekseni etra-
finda dondiiriilmesi ile meydana gelen silindirik tabakamn hacmi

Axy = (1 (x — 02— m(x, ; —)%) (F)— g())
Xp—C+xy _,—0C)

=94 5 (£ (2 - g (& Ax,
n (x,—-c+x,_(~¢C
VEZTckZ (i ;“ 1~¢) (fE)-gE)) Ax,
=1
(xk“c+;k"1—c) = %) — ¢ oldugundan
|P||— 0 igin

V= lim 27 i (T - ) (fE)-g(EZ)) Axy
BPH—-O k=1

b
=21 [ (x—¢) (fix)- gx))dx
0

b y
20. V=21 f (x~c) | fix)— gx) | dx i
al 1 m—
=2n [ (x~(-1)) (-2x® + 4x — 2x) dx i an
o 2
1 0 1 \ x
=2nf(x'+ 1) (2x — 2x?) dx
0 y=—2x2+4x
1
=47£fx2+x~— % — x2dx
0
2 4 1
PR E N L L T
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21. Kesit bir kare ve kenar x birim oldugundan, kesitin alanm1 A(x) = x*

3 3
V= [ Amdx= [ x*dx=9br®
0 0

2
22. t2+(—§—) =1 = S%2=4-4t?

=5 kesitin alam A(t) = 4 — 4t

-1

4.

: 1 1
V= —_1[ Alt) dt:_{ (4-4t%) dt =_4[t-—-t’3—3] ]

- 1 1) _23_16
4(1_—§+1—-§)-4.(2 3)—— 3

1
~1




