IKI KATLI INTEGRALLER

Cosan

n
i },lﬂﬂ kg:lf(xsw yk)AAﬁ:

limiti meveutsa, bu limite f fonksiyommun B tzerindekd iki kath iﬁ'tegrali denir,
[f #(xy)aa
B

ile gosterilir, f(x, ¥) ifadesine integrant, B bdlgesine de integrasyon hlgesi denir.

Birinci Fubini Teoremi

B={{x,y): a<x<bh, c<£y<d} ve f: B— R fonksiyonu siirekli olsun. Bu takdirde

b

[f flxyaxay = | ( [ #xy) dy)dx

B o
d
<

f(jf(x,y)dx)dy

It

olur.

ikinci Fubini Teerenti

@, Y:la, b] — R fonksiyonlar: siirekli, Vx € [a, 5] i¢in @{x) <Wix) ve
B={(xy) asx<bh ox)<y<ylx)} olsun.

fi B~ R fonksiyonu slitekli veya pargah sfirekli ise

sl wix)
[ o= f( 7 f(x,y)dy)dx
B a \@lx)

" olur.
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L@_{ﬁ:!] iKi KATLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

Alan Hesab

Aln(B) = [[ drdy

Jacim Hesals

V= !f Fxy)dedy

Iiitle Hesabs

M= Hf o{x, y)dxdy

Adrlik Merkezi Hesab

= ﬁ-{f:ﬁ(x,y)a&dy

382

7= [[yo(xy)dxdy




1.

B

b)

d)

e)

S

Asafrdaki esititiderin dogrulugunu ghsteriniz.

d 2 r':i‘ i . ! ol 2 o
g | [ ls—y dvdx =16 By | [ ixinidvdr = 3-,;-1- ey | G dydx == =
TR G i ' B : poa T -
7ox s
d) I f xsinvdvde = r}_ +2 e) | f & dedy = 81n8— 16
a d = [ @
3 i 347 rJ:T sinr .
) | (x+2videdy= iq‘ hy | f v dvdy = _}
-3 21y "’ 6 46
3 4-? Tr __l .—l ; ;]‘_-_2 y —._}.\'3
Do | dvde=1 D oj ] dvdy=x ¥ || ioxdpiv=i
(T T " T
{oziim
3 o2 . 3 e 3
_gh » it | e _§) _16 5
[ [a-¥ayan= [ay-2 dx—f(s Sax="23=16
6 @ ¢ o ¢
24 4 2 1 5 4 2 o 14
x H
f f(x2+2y)dydx= fx2y+y2 dx = f(x2+ 1)dx=?+x§0=§+2 =
6 0 i o 0
Pl 1 ¥ s -~
o =) = 2 = e 2 == el | mm
ff1+y2dydx fxarctanydx 4fxdx 17"
o 6 i o 0
r ox T i Frd 2 id &
f fxsmydydx: fx(cosy)E dx = f(x~xcosx)dx=%—(xsmx) —f(sinxdx)
0 0 ¢ fo 0 Y 4
ki3
= %(—cosx) e %%— 2
8 loy s Iy s In§ g .|led
f f e”)’dxdy:f e’e* dyzf (e7y — &)dy = ye” —f eldy — e’
1 0 i 0 13 1 1 1

=8ln8—¢—~8+e¢—8+e=8n8—-16+¢
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i

3 2
O [ [(e+29)andy- f%zﬂlxy

=3 yi_y4 =

3 1 a2
dy — f{%JrlOy—i(y 24) —Zy(yz—’i)]dy

yi-d -3

3 4 y? 4|3
= Fdl . 2341 ¥ 4 3_ ¥
= 3f2+18y 2+4y 2y 2y+9 10 3y T

3 2___42
12328 472 —-~5—7§—2~=_![%~5-+10y—£2-—-2-—~2—-—2y(y2—4)]dy

43
= ~4—1+13y—%+4y 2=y + o - Jo g |
_123~£+72_§§3

ffydydx [smxdx fl—cost

';|0

B
I

2 if 2 , B 4
lllfyfdxdy:lfy ey |

I.
14—2x Pd— 2

i_}lffdydx deyd.x f(z W)l = 2% — x| =1

8

D]

11 1 e
f fdxdy=f(l—ﬁ)dy=y—%y%|0:1—%=
fi o 0

(=[]

\‘—_“mlw

f 16xdycz'x f 16:(9 — 4x2)dx = 16(7,\: =2
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Asagidaki integralierin
1) Integrasyon bdlgesini ciziniz.
2) Integrasyon sirasini degistiriniz,
3) Integrali hesaplaymiz.
2 o 1 SR
) jf Aydx b) f _} dvdx - S _} dydx
01 0 x 2 P
1o Vi Va3t v
o [ [axdy d [ | ydedy e [ [ wdxdy
0 vy Y e (/=
g Coziim A R e e o L 17
2 e
- a) waf dydx Ay
¢ )
y=eg* x=10
1.
y=1 zx=2
1 yd
g? 2
2. 1= [axdy -
1 Iy 0 2
5 2
3. I= [ler—Ddr=e"-x| =e?—2—1=¢>-3
@ 0
1 2«
b 1= [ [ dyx
i %
y 2
1. 2. 1= [ [axdy+ [ [ axay
l .
¢
2 I 2x 1 = i le 1
% I=6ffdydr=6[y dxzufxdx=7|0=j
x x
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3
3, = f(—xz—x—i-Z)dx:-—
=2

1. x=4¢4—2y" =5 x2+2y% = 4elips




Agafidaki integrallerin

a) integrasyeu bitgesini ciziniz.

e §ox
a) / [ {x. vidxdy b) / / Fla, dvdx
ooy 6 .2
.y 2z 2
d | | {x, yldvdx €) J / il
i 0 0 ime
¥ \.:i-..-\-.':‘-'l_ 1 3—s2
9 [ [ Ffluyaydxnw [ |
P 0 42
=

S |
[ORSE bt o

¥ / .j Jley)dydx+ | l Fx, ydydx

G 0 PRI
2 ke 3 rr_w;r
k) f [ Flxy)dyde+ [ }f flx, yidvdx
w o 7 0z
e
m) j Pl y)dydx+_/ / f(x vidydx
3 1 3
i : Fid
1 & L 4
o) | | Slx yydedy + | __/ Flx,y)dxdy
] v i )
i T

b) integrasyon sirasun degistiviniz.

1 1 :_‘.'
c) ” I Filx, vidudy
i \.-"l": o2
I HET
i | | Fla pidyde
) i ;2
53

0§ b T00—7

V|| flwyldyds

=10 L]
i o F g
B / ] flx, y)dzdy + I|' { Fla, yldxdy
by R
2
¥ 1 g
p [ [ rieyidedy+ [ [ flevidedy
b A2 rara | e
Lo .

Flevidxdvt f- ] Flx.yhdcdy
E‘ -'.'.-.I-
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b}

253
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1.
/y"r
/ £
s
»m
1 y=1
% 1 2 "
I' h ¥ );:_x?'
T op=x
O -
0 1
1. AY
=X
1.
F ,\-';\'3
V0, =t
x=0, x=2

2. fl f f(x,y)dydxli-
¢ x
Z

Sy
2. f f F(x.y)dxdy
& iy

fffmﬂ@ﬁ

I x
2

Fl=x-

Flaydyae+ [ | f(xy)dyas



p

n L

hy 1.

11=4/1-3*

= V=R =y = 2x s
~2x+y?= 0w (x— 1) 4% =

2

1= [ flxy)dudy+ f f £ (xy)dxdy + f [ Flay)asdy

0 y+/i-3%

] 0

1—x2
W= -*“2—- parabol
=1 —x?% iistyangember

fi=y? 1152

f(x,y)dxdy+f f £ )y

2

o ot
""“’:mp-_‘

i—2y

0

y=vVix—xl oyt =4x—x?=
x2~4x+y2=0-¢(x—~2)2+y2=4

43

I= fff(xy)dxdy+

1V2x

1]

f f £ .y)dudy
/3 227

{.l.l

V33—

[ flayayx+ |

[ flxy)dyax
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i

Lty

b

k) 1.

T

! i & 2

2. f [ fanasaet [ [ rixy)dvas
B 2 42
- 2

390

. I= [ fxy)dsdy
L /BTy
al3
ST
2. 1= [ floydsay
i} ¥ y
2
- T
Y R 2
0 ZIZJIE4
3y 16~y
2 I= [ [ fleyasay+ [ [ flay)axdy
o ¥ 3 oy
=3 3



"2 g 1]

EE A

4, 7ﬁ g dv Ve i e dvdx
u/ (;] (x+ ¥ f}/ l;'[ (x+y)

integrallevinin farkh degerlere sahip eldugunu gosteriniz. Bu sonug Fubini Teoremiyle celisir mi?

@z Coziim

oldugu gosterilebilir. Bger Mathematica, Maple veya Derive gibi bir program kullanilirsa bu sonuglar daha hizh elde
edilebilir,

Bu sonug Fubini Teoremiyle gelismez, zira f{x,y)} = fonksiyonu [0, 1] X [0, 1] bélgesi fizerinde siirekli

y—x
(x+y)

degildir.

3, Agamdaki integralleri hesaplayimz,

o 12 12 o s oy
a) [ / S{;"\ dydx b) ] I coslx?ldxdy” ¢ | / xte™dxdy d) _f l e dxdy
T )

3 0 Zr 0 ¥ LU

702 i 2 e 2ig—a? 2103 ¢ind

E . T v xe 2o
] _j 2y?sinfxyidydy £ I _J;’ > o / f i dvde h) f _] e dudy
0 o« 6 3% 6 0 6 i

1 I / e’ dydx i) I / dtd} + [ Vi dydy
0 SE = g }
7
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B

Cozim

a) Integrasyon bolgesi yanda turuncu renkte gosterilmigtir.

g
= f sinydy = —cosy [g =2
8

b) Integrasyon bilgesi yandaki yesil bdlgedir.

¢)

392

T fl fcos(xz)dxdy
a9 2y

2 3 2
=5f5[ cos(xz)dydx=df%cos(x2)dﬂc

B ok
= %sin(x?) ‘0 = é—%fl-

Iz_ffxze'“'dxdy= ffxz_e”dnyme”
0 ¥ 00 0

= fl(xe‘? —x)dx = (%312 -

x?.

2

Integrasyon bolgesi yandaki pembe bélgedir.

)| = 3e—n-

dx
0

1=
5=

€

I

» 5
Ay
=2y
> x
Ay
x=y
X
y -
/73
2
> X
0 1




53
e) I= f f 2y?sin{xy)dydx
9 =

I= fszyzsin(xy)dxdy
o 0

= fz2y(—cos(xy) E)dy: f(~ 2ycos(y?) + Zy)dy

=—sin(y?) + y2|, = 4 —sin4

_2{ v
¥
ey
> X
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6.

% 1 37 Cy .
0 I= [ [erads= [ [ Pady= [’
o x [V a N I|£
\/; 0 Ay
=e” Ilg =eg—1
X
[ 1 | I 5 . - N |
i) f feIded)’ + f fexzdxdy s f szdydx = fzxexzdx i s
= =¥ B & Gl i 5 1
= Ié;: e—1
=] 0 1 = =4

Asadudaki integralleri hesnplayintz.

o $ 7
a) ] f duddy + ] / dxdy
o g Loy

=
gt

/I bid
Tl q 1
by J= f xa’xdy=f frcos@rdrd(p
6 3 i 6
kg
1

ks
s
zf%:ii cosﬁdﬁz%f cos 60

1] i 0
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iF

1. B integrasvon hélgesi, birinci bélgede xZ—y?=1. xZ—y? =9, xy =2 ve xy=4 hiperbolleri ta-
rafindan simirlanan bélge ofdufuna gore,

H (2?32 )dxdy
B

integralini hesaplayiniz.

[
i =xy
v=x2—y?
doniiglimiinil yapalim.

xy=2 ve xy=4 hiperbolleri u=2 ve u=4 dofrularma, x>—y%=
ve x%—y*=0 hiperbolleride v = 1 ve v = 9 dogrulanna donilsiir.

Bu dwrumda B bblgesi de

D={(n,v)2<u<4,1<v<9} bolgesine domiisiir.

gy 1
a(u, V) ¥ x 2(’:2 + }.2)
2% =2y

oldugundan "
ff(x2+y2)dxdy = ff:ﬁ + y21 7 |dudv 9
B D

2y 24

vj;u f(x é )?—(x )
=%f fdudv=31_;(4-2)(9— 1)
12 ;

=8 o] 2 4 e

bulunur,
R St
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2. E integrasyon bélgesi x?+y? =1 dairesi olduguna gire,

” (1 — 2% — 3y dudy
-
integralini kutupsat keordinailara gecerek hesaplayviniz.

e Coziim

Kutupsal koordinatlara gecilerek

Ay
2z ] s 2 4 1
(1 — a2 —y2)dxdy = A—rrarde= | 5-—%-| a6
/f 77T
B =0 r=0 g a ;
27 : *
. it 4
=g [ #=3
)
bulunur.

3. B={{x,y): 1=x<2 ve 0=Zy=x)oldufuna gire,

ﬂ }x”xi +y? dydy
B

'integralini kutupsal koordiratlar yardimivla hesaplayiniz,

Ciziim

Kutupsal koordinatlara gegilirse

X =rcost
y = rsind ¥
x=2=2=rcosl=r= 2
cosd
K e —
x—l:l—rwsemr—mse
) X
y=x=brcose=rsin9=>9=g
bulynur.
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3 i
_1 f8sme_sme o 18 1 1 o)
Bl cos'®  cos?o 3\3 cos*e 3Beos?T/
1442

4, B bolgesi, kiseleri (m, 0}, (2, ), {5, 270, (0, ©) olan paralelkenar elduguna gire,
f' ] (x—y¥sin? (x+y) dedy
"
integralini
[g=x—7
o

l__ G

diniisima vardumivla hesaplaymiz,

e Chziim

(0, @) ve (n,2x) noktalarmdan gegen dogrunun denklemi x-—y=-m, y
(15,276} ve (27, 7t) noktalarndan gecen dogrunun denklemi x+ y =3,
(2n, ) ve (1, O)noktalarindan gecen dogrunun denklem  x-—yp=m,

{m, 0) ile (0, ) Iloktalarlndan gecen dofrumun denldem x+y=ndir

Bu dofrular, verilen bolge déniisiimii yardiniyla

w=—g, u=T, v=3T ve v=1 3
dogrularina déniistr. AV
Hu,v)  Bw,v) *1 - I‘ 2
o(xy) |t 1
cldugundan
- 0 I .
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3
(x — yY2sin® (x + y)dedy = [[ uPsin?v|J |dudv = 1 F ﬂugsiﬂzvdudv
B D 2 r

Fia
5 3 : m
ST Ll —cost ( sm2v) o
5 [ sintvay = 3ﬁf =g, =5
I
bulunur.
AT

5. B bolgesi, birinci bilgede x+y=1, x+y =2, dogralanyla koordinat eksenleri arasinda kalan bolge
clduguna gore,

{x—yv)
H H”},drdr
integralini
J’n=:r+y
lv=x-_v

déniisiimil yardanyyla hesaplayiz,

s (Cizim

[AB]} nin denklemi y=0, 1<x<2 dir. 1\}-
Bu ‘durumda

1

H=xXx+y=u=x
su=v12ux2 olu
VEX—-Yy=V=X

[BC] nin denklemi x+y=2, 0<x<2 ve 0£y<2 dir.

u=x+y = u=2 ol b 4L0) B@O)
v=x-y =-2<x—y<2 =2-2<v<2 our
{CD] nin denklemi x =0, I £y <2 olur. Bu durumda [CD] dogru pargast

U=xty=mtt=y
v=—u, 15u<2 dogm pargasma doniigiir.
V=X Yy sy
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[DA]lnm denklemi y+x=10=x<10=<y<]dir

o
Bu dogru pargasi .
u=x+y=u=1
y=x—yo—1<x—y<lm—1<y<] .
dogru pargasma déniigiir. = u
. S (R i e 5
=i 4 !_ 5=|J =% oldugundan i
dlxy) |1 =1
-2
21 % 2 % 2
” v31 1 =il 1 v _1 u?
f‘}ffnuid"d“_zlfuu? d“—§1f1+ud”
K -
il i 2) 1(11 3)
=l oy — (1 + =z~ Inz
3(3 ytu—ll+u)] =373
bulunur.

Kutupsal keerdinatlardan yararlanarak asagrdaki integratlesi karsarinda yazili bolgeler ilzeringde he-
saplayvinue,

a) ” ydxdy, B={{xy)eR?: xSl b [‘/'x}sdxﬂ'}:, B={{r.¢}: r=dcosOver 5 dsinf}
s .

C) Iﬁl'."zd?'des i {{ y“(p}; 72 2005 8}
H

Coziim - BT ETrET

a) B=1{r,0kr<1 ve 056 < 2n} ve J=r oldufu gozdnine alinirsa

[0 yday = fmflrsinerdrde= fm flrzsiuedrde .
B 4 0 ] 4]
= jﬁsinﬁﬁ 1d9=ljﬁsm8d8
3 3
[¥] o ]
=L cost) e 0
3 o

bhulunur.
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b) ffxya{xdy = ffrcosersmerdrdﬂ W
B :
z z
4 2sin 2 2copsf
={ f Psinfcosedrdd+ [ [ r3sindcosdrdd
g ¢ z 0
d.
Fid E
4 1 2sinf 2 ?.cose
= f "Ef sin B cos 846 + f % sin B cos 846
) £ T
|

3|5

8in’Bcos BdO + 4 f ¢0s78 5in B8

4

||
L]
“‘—"1.:;[:’4

ks 5
- 4%sinﬁelj +4(—%00369)

e
]
tolbd
—————
Si=
i e
o
g
L 2
T
[ "“
o SRR
ohy
Il
2
m|”“
+
i
]
[= T

27 Zoash v

S fffrzdrde—ff 72 drde

= -—f sta —%j cos20d0

1] 1 2
2
:% of coszﬁcosBdGZ% Of (1 — §in?8) cos 636
R
—3(51118 3smﬁ)0 =%.0=0

2w Zopsd lzmse

{frzdrdezofof ﬁdrde~3f

iz prhig
= %Uf c0s20 cos 040 = %df (1 — s8in?8) cos 946

27
= %f cos3648
g

8(sing — Lsin® )”Zg_ _
351116 sm90_3ouo
7. asabdald infegrateri hesaplavinz
* 4‘-_ -t s ;r‘) sinx 3 ":2]
a [ ] — by [ | eYcosxdyds o [ |/ 1 cos ¥ dray
@ T w2 8
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) =f ?xg Lo
2 +y
y=0, y=vVax 2o x2+yl=dx= 0= {(x—2 +y? =1
Su halde integrasyon bdlgesi iist yarim dairedir.
Kutupsal koordinatlara gegilirse '
4y =dx = %= dcos® = r=4cosd

olacagmdan
4dcosd

olur.

zx Eis
ginx 2
>~ 8in.
b) j; e?cosxdydx j Ylu cosxdx
0 0 0
x
2 a
= f (5% — 1)cosadx= (em" e sinx) .
6

w3

=elwlmpgl=g—2

}‘2

i s
dy = f (—siny)dy = cosy
0 T
a

fle X i fl
% ; ycosy fy = 13{ y ysm

3 z
a0 = 4[ cos0d8 = 45ind |2 =4
& [+]

wly #®

—

/ﬁ :

= 1—

I —

2

({5
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a)

2
-1

0 0

y=0,y=Vix 222 +yl =4y = 0={x—2P+y? =4
Su halde integrasyon bdlgesi iist yarim dairedir.

Kutupsal koordinatlara gecilirse
x24+y2=4dx = r*=4cosh = 7=4cosO

olacagmdan
£ s i3 Z
2 deos T
~ rdrdd _ f dcos® vt
I=f [ M8 rl dﬂ—dfcosedﬂ—élsmﬁouzl
0 0 0 0
olur.
Ay
sinax
e"lu cos xdx
1.

Ei'mx s
b) j;f e? cosxdydx =
0 0

83

(e5i2% — 1)cosxdx= (esm" — sinx)

= L""‘iml::q = """"*w1 £

=gl=1~eg=¢—2

7
2=
3

¥ r
dy = f (—siny)dy = cosy
7
il

0

)

¢ ,,11 ﬂfl 4
) !f;cos%dxdy=!§-—(—ysin—};
z z

0
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== Cozim
b 1 e 1 1
A= [[axdy= [ [axdy= [(e—eay
B 0 e 0
= ey ...ey!ézl
3]

4, x=3% x=3 efrilevi arasinda kalan bilgenin aluaim bulunuz,

gziim E S e A S e

==X

Azj'ﬁ@:j{fﬂ@ﬁbeﬁ%@ s
0 ),.3
wsgand] 3 [t

5, y=x!-2 paraboluile y=2 dogrusu arasinda kalan bélgenin alanm: bulunuz.

s,

Il
mb

&

B

H
—_
ey

&

B

=2 429
2 3
=f@uﬂﬂ=m—%
i =
32

6. p=x' edrisi v=8x dofrosu arasmds kakan bilgenin alamm bulunue.
¥ 4 ¥ £ 2
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par ) o R
i i?fs.?“:‘ﬁw' FELE :

{dziim

a=[f o= [ [ i
B 0 4

2 52
= f(Sx-—x‘L)dx:évz—%‘
8 4]

—16-22=-48
=16~ ==

c o

7. x=p x=2rm, x+y=86, x+3r=06 degrolan tarafindan sirlanan bélgenin alanim bulanuz.

T S A P

mey  Coziim

86z konusu dogrularm grafikleri vanda verilmistir.

12
A:flf dydxzfs [ ayain+ ffdydwfﬁfxdydx
3 o 2?3 >

8. y=x* ve y=6x7 parabolicriflexp=1, xy=4 hiperboleri tarafindan smerlagan bolgenin alanmsu Hu-

Junuz.
CHzim
s
S =y
I
xy=v
J= M
! it ¥
olur.
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y=x? ve y = 6x2 parabolleri, srrasiyla, iz =

1 ve w=6 doprularina, Xy = 1 ve xy =4 hiperbolleride v=1
ve v=4 dofrularma doniiglir

¥

%= f [y = f [ -dudv L
=%ff%dudv=%fmﬂfdv 1

1= ok - i1 i
=%51n6 =16 b ’

| w=a

9, p=i ve p=dx—x* tarafindae sturlanan blgenin alamni butunuz.

g Cdziim

2,

=dx -3l x2=2x =0

e
Wy

»x{x—2)=0=2x=0,x=2

2 dr—x? 2 5 P
A ey - 2 92t . SO . =
A.-Of! afydx-af(:lx 2:0)dx = 262 — 5% =

o

Lo

10. ve=xt—axi4+d ve y=x2 edrileri arasinda kalan bilgenin alanmn bulunuz.
Cozitm
Ix?—du?+4
a=2f | dydx+2f f dydx
0 x2 at—an? 44

1 Z
=2 f(x4—4x2+4—x2)dx+f(xz—x4+4x2—4)dx}
10 1
1 h
={f{x4—5x3+4)dx+ [ (557 —xt~ a)x
6 i

gl

ol B e R e B M T
—2[5 S+4+3-8-2-3 3+5+4]~8
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1. y=y?—1 ve x=|y. I ~y® edrileri arasimnda kalan bélgenin alanim bulunuz.

g Coziim

Birinei ¢ parabol, ikiuci efin, y~cksenini 0, -1, 1 noktalarinda Kesen ve y—ekse-
nine gore simetrik olan bir egridir.

A ZfI[y\/lTT-(yz— 1)]ay

ST

12. y=2sinx, yp=sin2x egrileriile x=1{4, v =7 dogrular arasinda kalan blgcsin alanuir betunuz,

n  2sinx 7
A= [ [ dyax= [ @sinx—sin2x)dx 2 2
0 sin2x 0 ;i

' x
=—2cosx+@—s,2ﬁ\ = 4 br?
: o

PR —

bulunuz.

= Cozilm
12¢1—x%

R
I

1
dyds= [ (2vT=x"+1)dx
=1

2 el

Fi3 Fid
z z
2+2 [ cosBeos6d®=2+2 flL"z"s—ze—de
ﬁ' T
7
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14. r=al(l+cosp) kardiveidi tarafindan sinirlanan bilgenin alanins bulunuz,

% 20] 4 ensdd) AL - y
a=2f [ rrae+2 [ radg
0 r=Zcos@ Z

i
c\-"“mlti

b4
[4(1 +cosp)—4 coszq)]d(p + f 4(1 + cos ) do
z
2

F 1+cos2.
(1+2008(p)d(p+4f(]+2003(p+"——-2—(?)d(p
z
2

sy

Lo )
k""\mla

2

7 z .
= 4{g + 2sing)|2 + 4(%(1)—{- 2sing+ Lsin2o)[, = 4(Z + 2)+4(%1t—%n—2) =51 b2
X 2

15. r=2{f +cos@) kardiyoidiile r=2cosQ cemberi tarafindan simrlanan bilgenin alanim bulunuy,

Em: COZiim

% 201 + cos B} 7 2(1 +cosg) 4
a=2f [ a2 [ [ rarde
[4]

r=2cosg b 0

2

il
o ]
k‘—'-*'mléi

s
[4(1 + cos )’ — 4 cosqldo + f 4{1 + cosp)de

(&

o
k‘-‘_\‘mhq

1+ cosZy
L2220

4§ (1+2cosgldp +4 (1 +2cos¢ +

ISR
k‘-_'\;q

= (q)+2sm(p)[0+4 §¢+25m¢+zsm2tp E—f-l Ft+2)tdign—3n = 5% br
2
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plos gl

cos“o lemniskat tarafmdan sunrlanan bélgenin alani bulanu.
' b

Codzitm

A=4ffrdrd{p= 4
B 8=0r=0

"
2at—L;: =
2 g

17. r=12cos3q giliindn biv yapragimin alanim bulunuz

Ciziim

pi
e g
&, f 122(0056294- l)d(p o 72(
0

a
birimkafe olur.

Coziim Co b e G L
AY
%Hmaq: %
A=32 [ [ rdrdo=3 [ (2c083¢ + cos?30)do
920 r=1 o
% i
cos 6@ + 1 2sin3p | sinbp O x
=3 (2c0839 + 22" )a :3(-——-~+ +1E) =GR
of 2 3 Z T2, 1 y:

birimkaredir.

408



18, r==1-+cosip ve r=1—cos@ kardicidlerinin her ikisinin de icinde kalan oreak bilgenin alanmi bu-

lunuz,

ma:  Cozilm

e R R R

i

13

'»-_.__’M

—cos@ o
A=4f [ rdrd8=2 [ (1-2cos0 + cos?0)dd
0 B

a4 mting r=1—cosf 1 r=1+cosh

i
= 2;(1—200584-%)039
. x
:2(9—23me+5”i129+-g-)§=§2ﬁ—4
biritkared,

20, y = 10x+25 ve y2=—06x+9 parabolleri tarabndan simrlanan blgenin alanm bniunuz.

=]y + 25

21, x4y =2x, xP+y’=dx cemberleriile y=0, y=x dofrulari arasinda kalsrn Dilgenin alanim

bulunuz.
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. Cozim wm - e e

x2+y*=2x=r=2cos¢ ;

4yt =dr=7=deoso

y=x=0¢= %
z - 0 1
d dcosg 5 s
1
A xffrdrdtpzsj; zf rdrdp = f —2- 2cosgad :_ioflgcosz(pdcp
=0 r=2cos@

#/4 z
in 2 ) 3
ﬁsf (1 + cos2¢)dp = 3(—7—‘4’~+¢)‘0 =32,3 p

AT

22, (x=—2y+ 3}?‘ +(3x 44y # 1) = 100 elipsi tarafindan surlanan bolgenin alamm bulanuz.

e (oztim

{u=x—2y+3

g B e d§Hﬁ$TEDﬁ yapilirsa elipsin goriintiisii y

u? +._.v2 = 102 ¢emberi olur.

oo a(xl.y) 2 1 _ 1 Py v}_ .
= d(u,v) T oaluy) T }1 _2' =15 oldugundan
AHxy) |3 4
1 2
e ffmd”d"‘ffwd”d e, £ frdrde
=0 r=0

1% m2.1r|:— 10w

birim kare olur.
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23. z=2x>+y?+ 1 paraboloidi, x +y=1 diizlemi ve koordinat dizlemleri tarafindan simirlanan bilge-
nin kacmini bulunuz,

pm:  Coziim

SR

V= fj/?x(sz+y2+1)dydx
o0

i

dx

il 33
= f2x2y+?+y
§ 0

! 3
= f[z:cz—zxu“—‘;‘lﬂ —x}dx
0

2 fa -2 x?!
SR & A s
et L Lo b 3
H5 23T 4

o5 B s
24. (3) +(%) +(;‘) =1 elipseidi tarafindan simelanan bilgenin hacmini bulunuz.

e Cozim

V=£fzdxdy=2!fcf§+i—jdxdy

integralinde

S

x = arcos®
y = brsing

doéntigtimii vapilusa, J = abr olacagindan,

V=2abcffr2drd(p=2abcffrzdrd(p
P} 6 9

1 5 22
dp = gabc f do = —g—mbc
0 ;

¢}

2 5
=2abcf L
]

birimkiip bulumr.
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25. z=x*+3* paraboloidiile =0, x=-3, y=-3, ¥=3 diizlemleri tarafindan simrlanan bigenin hac-
mini bulunuz.

e (Coziim

7 GRS

3 3 3 3P
v= [ [(@eyda= [2y+%| a
i T et e
3 3
= [ (32 +9+ 3% + 9)dx = 200+ 18x
-3 -3

I

2(54 +54) = 216

birimkiip olur,

5

26, xy dlizlersi, 47=x%+)° paraboloidive x

+y? =4 silindiri tarafindan suurianan balgeain hacmini

bulunuz.

wee  Coziim

- ] e

221 yZ=ay 4=0r=0.

b

cosé 3 %
[ Zarao = { 32(cos0)*d9
=0 0

(c0s20 — cns20.5in20)40

It

T

2
32f[1 ; (:20329_(1-030549) 20 = it
g
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27, x+ytz=3, x?+yl=1, z=x0 yizeyleri tarafindan sitirlanan béigenin hacinini bulunuy,

g Chziim

V= [f@~x—yaxdy

x+yp+z=3

w1
= f (3r —r2cos @ —r2sing)| do

@20 r=0 Io

73 cosQ  sing smtp {pm | il
-5t go- e,

o 5 ¥
- W
-—37c+3 3_31'5 /

28. 2z=4~x"—y* parsboloidiile r=10 dizlemi taratindan symrlanan bolgenin haemini bulunaz,

= B : x_y Sy = f f4 i 1
4 0 -

2+}'2
m 2 P 2 v o
zof 5{(2?—7)drd(p:afr*2—§ dp =22} =4n
0

29. Ustten z=x2+y’ parabeloidi, alttan xy diizlemi ve vandan x? + y = 4 silindiri taralindan smufa-
nan bilgenin hacmiani bulunuz,
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Y N AR S e

ei. Coziim

Ve ff (324 y7)dydx

2
d
=

2 2 . fag i
<[ [rae=]%
b 0 0

iz
=4f dp = 8n
0

birimkiip olur.

30. xy diizlemi gl ) viizeyi ve x?+y? == 1 silindiri tarafindan sinirtanan bilgenin hacmini bulu-

nuz.
e Coziim B S R
(2 2) 25 1 1 ri{1
= —\xt+y = e = i = “1_1)= —e !
Vv {fe 245Y) gy g ,-fue rdrdp =—72me~" | =—ule D=n{l—e)

2 ?: silindiri arasmda kalan bél-

9 %
e ‘!" T
7z = "5 4= parabolioidi ve
02 bz P 02

2z )2
X +J_2:

31. g 5>0 dir. xy dizlemi,

genin hacmini bulanuz,

e Ciozilm
g x*
VT—{[ ?+? dydx ohur.

x = arcos®, y = brsing dénisimi yapilirsa,

2cosp z
f rt.abrdrdg = % f {2cos@)dy
=0 %

T

i

Z

e f
T

3n —émb olur.

== 4 = el
= 8ak | cos q:dq:-Sablﬁ—z

[~]
Sl
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o Heatll

32. Birinci béigede, x=0, =0, r=0,x+p=4 dilzlemlerivie v*+4:2 =16 silindivi tarafindan s
lanan biéigenis hacmini bulunoz

R

g Cozihm

44—y 44
v=[ [ 2/I6=duy=1 [ J16—2dy
{1 ] 0

: Z
5 [ (4 - 4sin0)v 16" 16517 4 costds
1]

i

2
32f (cos?t — cos2#sint)dt
8

i
5 E
= 325[ (H-%im‘_ coszzsint)dt = 32(%—%%51’1121 +%cos3t) ; = 8 m%
birimkiip olur.

33, p=x* ve x =3 parabeilesi tarafindan nimrlanan bilgeve verbestirilen bir fevhamn vofualugu, bee
noktada o noltanin (Ga—cksenine olan uzakbZinm karest ile srantili elarak degiymetctedivn Ba levha-
nin Lditlesing bulungz,

e (Cdziim

G{x,y) = ky? dir (k, oranh katsayisidir.)

' L o7 a,
M= [[olxyypar= [ [ pldyix
i 0 42
:‘j%(x%—xs)dng(%xsﬂ—%ﬂ) ::%k




3. y=6x - ¢ parabolu ile p=x dogrusu tarafindan simirlanan Dblgeye yerlestirilen homogen levia-
win agirhk merkezini bnlimoz.,

e, i
M M
G(X.,y)—-k, f=T4§= -)_’:jf; AY
=X
56x—x2 5 625k
M, = ff:k‘ﬁ(x,}’)d}’dx == f f xk dydx = kf{sz—xa)dx e Lo
B 0 oz 6 LT
i
S6x—x2 625 E e
Ly ” 123k M, 2 _5 £ g e
M—{fc(x,y)dydmd[f kay =222k e G2 = T =3 \
B fax?
Benzer gekilde ¥ = 5 bulanur. AZirhik merkezi (—g— S) noktasidir,

38, v 2y—x? ve y=3vi—6x parabobleri tarafimdan simrlanan homegen kevhammn agielik merkezing
badnnoz.

ol y=3r’—6x
M M
—.':'C"=-“-Mx-, 3’-”‘-”‘ E dir.
2 2x-x? s i
M, = [[xo(sy)ayde= | [ Ikedyde= | ksy dx
& 0 axl-éx 0 326z
2 2
- e 4) L (ﬂ_ig_) 16
—kof(3x3 4x)dx~k(3-x #) =H5-5) =3k .

M= ff olugdp=i] [ it f x— 4x2)de = k{ax - 32°) | =

0 axl_gy

—_
=)
o

F= 31

wi
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2

M= f f-x kydydx = kf [(2"7 “29‘52)2 _(3x? :6:\7)21(&

0 ax?_ax

2
=& [ (4x?— 428+ 2% — 9t + 362° — 3627)
a

2 iy 2
_ g g cmeda sal UG 4_4 s‘ —_54
_kaf( 16x7 + 16% 4x)atx—k( T+ dxt— 58| | =50
64
=l 15 4
SR Ak g
3

3_
h?

gen fevhanm af@irhk merkezini bulunuz.

36. Birinei bilgede, ‘—? =} elipsi He Koordinat cksenleri arasinda kalan béigeye yerlestizilen homo-
ot

g (Ozim

&(x,5) ol(x,y)=*k ve levhanm afrrhk merkezi G(x,¥) olsun.

% =rcos@
. doniisiimi igin J=a.b.r olur
% =rsing
& i 75
M= [ o & a’h Z 2p
= || xol{xy)dydx = f f cospde = k-
B p=0r=0
F:3
2

M= ffc(x y)dydx = kab f frdm'(p kﬁ,g’f{ T _ k%

B=0r=0
e Mx el 4(1
=M " 3n
b
E 1 12
f f brsinQ.kab rdrdg = ka3
=1 r=
s M _w
YETW T 3r
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37. xidyi=4 ve (x—{17+v?= | cemberleri tarafindun sumylanan bdlgeye verlestirilen homogen
levhanin agirhk merkezini bulunuz.

gz {oziim

Bélge x eksenine gore simetrik ve cisim homogen oldufundan y = 0 dir

(x—1P+y*=1=r=2cos0
24yl =4=r=2

M = ffxc{x.y)dydx
B

Fiy
2

2
= f f reosQkr drde + 2
2c0s

n

f roos gk.rdrdg
= EE
]

a r=0

¢

X
% x
f osq:(8—80033q:)dq}+-%-kf8ws(pdtp

3

wlm

=% [ coscp—cas 20 + cos?@sin®0 dcp+ fcostpd{p
“2‘
I£
_ 15 stq) {p) (cp_sin4(p I
=3k (smcp 3]t g )Eo +smq)]%
.16 1B < 1V
i1 -+ o= 1) =i Fyn) =i

ol

f krdrdg

=]

M= [[o(xy)dyax=2 | ﬁkrdrdcp—}zf
_g_

8=0 r=2cos8 r

b
_2_ Fi3
= kf (4 — 4 cosep)dp + f dkd = 4"(‘1’ - (% Smf(p)
1 T

&

ﬂ‘

+ m) 4{3%) = 3mk

L=
3|t

e __k'n:___
NN ARk
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» V) olan figgensel levhammn afirlik merkezini bulenuz.

38, Koseleri A{xl,}‘,}. B{_xz, ¥, ) Clx

AB, BC ve AC dogrulariun denklemleri, stras: ile, ¥
(xpy 1)
- _TH
y =yt (x—x), (mi_x2~xl

Y37 ¥y
2 2( 1) 2 Xy — %y Blxy, ¥} Clx, y_3)
X
_ _M K
y-—y1+m3(x—x2), (mS_xs-xl)

olur. Gerekli islemler yapilarak
A= [f auty =50~ 35+ 5,05 3)+ 501~ )

B
R Y=

oldugu géritlebilir,

39. y= J16 -2 var ¢cemberiile x=—4, x=4, p=—4 dofrulan tarafindan simurlanas bolgeye yerltesti-

rilen ve (x, ¥} noktasindaki voguniufu ¢(x, ¥) =4 +p olan levhammn agirlsk merkezini bulunuz.

pm. Coziim

St i
M, = ffxc(x,y)dydx = f x(4 + y)dydx
B ¢
4 5 16~ % d il
= fﬁlxy—i-% dx 22
e »
4
g f[zlxx/lﬁ —x2 +—2*‘1(16 —x2) + 165 — Sx]dx

—4

44 44 L

4
= —22(16 = )7 - £ 4 g2
2306 - a2 ~ - + 87|
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dax

f y{4 +yldydx = f (2y2+ ); )

44 ’
f (16 — x2) + (16 — 22 32]&1 =2 (8 +3m)
-4

olur, Buna gére,

32
My (10+31'—‘) 10+ 3x

y=gi=
M 352 (8 e 3‘}1:) T 8+3m

olacalktir.

4 V1637 5 16-32 "% -
M= | (4 + y)dydx + f4y+—~ dx = f(4~/16—x2+-2—x+16-8)dx
-4 —4 —4 —4
= §:%(10 + 3m)
4 VT

40, b= afl+cos@) kardiveidi tarafindan simrlanan blgeye yerlestiriten homogen levhaam agirhk

merkezini bulunwe,

me Coziim
; 27 a{l +cosB) v in
M= [ rcoseirdrds == [ a®(1+cos6).cosbdd
r=10 i}

3 an
=%~—f (cosﬁ+300329+3ms39+cos“8}d9=;_5ikm3
4]

= aﬁj‘mw trardd = k2 [ [1 + 20050 + LEES20)
0 r=0 G

i5 g 2
= k%(%ﬂ +25in0 + 8228 | ) = 3kna? ofr.
~_ M 5 A
= 1% =g bulunur. Simetriden y = 0 olacag agiktir.

Bupa gbre agirlik merkezi (%a_ 0) noktasidir.
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1. Huapgi B bélgesi fizerinde

[ {4~x2—2y?)dxdy

integerall makstmum degerini aliwr? Bu deZeri bulunuz.

. Gziim

Integralin maksimum deger almasi igin 4 —x? — 2? > 0 => x>+ 2% <4 olmaldir.

X _
5= rcosB
y = J=2/2r olur.
_:/"_5 = ?’Sille
a1
[ 4—w2—2Wyax= [ [@—a)2/2drdg
2oty @=0r=0

i rt r41 1 1
:Sﬁ(p;[(; (7“71‘) Od@:85(7—1)2ﬂ34«/§n

2. Hamgl B bélgesi lizerinde
ff[(xz +y2Y ~5(x2+y2)+ 4]dxdy
B
fntegralf minimum defevini alir? Bu degeri bulunuz.

g Coziim

%2+ y2 = 7 denirse integrant z* — 5z + 4 olur. Integralin minimum de-
gerini almast igin 7% — Sz + 4 < 0 olmahdir. O halde 1 £ z < 4 dolay1-

siyla 1 < x2 +y? < 4 olmalidir, Su halde integral varigapt 1 ve 2 birim
olan ¢gembetrler arasinda kalan halka olmahidir.

Buma gore integralin alabilecegi minimum deger

0w 1
ff [(xz + 32 = 5(x2 4+ y2) + 4]dxdy = f f (r2 — 5r2 + d)rdrdy
B 6 6

olur.
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3. f (arctan vy —arctanx)dy integralini hesaplaywiz. (Once integranti bir integral formunda yazi-

0
RIZ)

gee Cozam

2 2 7 T v
e - - x e 282
I= of {arctanmy — arctanx)dx of:;f T (xt)zdtdx 1f 23 ) 1 22t
= f—l—ln(l +x242) ldr = f Md: —ln(l + 4rz)r+ f(-—lm)—sr—dr
; 2£% i : a9z - 2171 + 41*
o5 ml+4m) | 8 _ 5 In{l +4n®) 3
e 2w 21 1+42° 2 N ¥ §-arctan2f

4. ‘Tabam xp diizleminde B olan bir dik silindir {(dairescl olmayan) tistten z = x2+ y? parabaoloidi ile
Kapatihiyor. Bu silindirin hacmi

2 2=y

-—-f{ x4y a'\dv+[- [- x2+y?)dxydy

olduguna gire B bileesini xy diizeminde gisteriniz. Integrasyon swrasim degistiverek yaziniz.
Haemi hesaplayimz.

Cizitm

4. B boigesi yandaki sekilde renkli olarak gosterilmistir. A

L2=—x

V= ff zdydx = ff (x2 + y2)dydx
- ffere

x

(4,0

Fom f(-—%x3+4x2—4x+%)dx
L]

4

= (— %x4+—3~x3 — 2%+ 3x % olur. x=2-y
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5. Asgagidaki genelestivilmis integralleri hesaplayiniz.

g e _ 1 P, -!_~,\'2

1 3 " ‘.
a) / / By e b) __f | 2y 1)dvdx
i s SR e S
A 3 iy
: e T d I I dd
L) ’ _;. (x2+1){_sr2+l,l ) / v S414%

1 :
1 7 In 1
o 1= [ [Eae= [ B[ a= [ o ym feraen (i)
1 =% 1 % 1 1
L ;
1 Vi—a® 1 T 1 i 1 i I
b = ot 2 = _— + dx
) I _[ lf (2y + V) dydx _[(y +¥) = _{(l_xz W ,/1_x2)
TOE 1-x?
I 2 D 5 1 2 1—&
ey = ——dx + + i
[vl ar _{wfl—xz walux 31* O_IJ[E \fl—x2 52-‘05[

= lim 2a:csmx| - E]Jm 23Icsmx|l 5
1 yE

,S"

h_xp 2arcsin0Q — 2arcsm(~*l + 81) + ém Zazcsm(l - ) 2 arcsin@

= 2arcsin{— 1)+ 2arcsin1 v—-2§%r'~+2§ —2%

0 Fop L dady dedy ” did
= ;{ ;{(x +1}(§ i1y f f(x +1)(jz+1)+ ;[ f(x +1)(j: 2+ 1)

dxd
ﬂﬁ‘ffu+myﬂ ““ff&+M$H)

oo

= _f (rlir{.loa_rctan{) - arctant) 2 +1

e oo o0 0 =
ot T 1 1 _ dy dy
—2“;{ y2+1dy+2_£ y24+1 8 y2+1dy—n( yi+1 fy 11

/
dy+n1i_{r°1°0f ?%dw)=n(%+%)= TR =7

dy + f Jim | (arctans — arctan 0) dy

1
yZ+1

dy =7

=
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t a ] 1] . 0

fonoo

11 i, P i 5 Wl T
ﬂlﬂaz{“%"gf } Jm 3 1f=1

m
hm [——*e“’ % _"“‘)]dx -’2—5— ~E = ;m%fxe_xdx
a

6. f. B #zerinde integrallenebilir olsun.
AI-:TS’" [ _f Flx, v)dxdy
2

ifadesine f fonksiyonunum £ iizerindeki avaraji (ovtaiama degecl) denir. Asagidaki fonksiyonlarin
yanlarnnda yazi bilgeler Bizerindeki ortalama dederinf bulunuz,

a) flewy=sin(aty), B={(x,y): 0<x<m0<y=<n}

b) flxy)=x4y% B={lx.y) »2+y*si}

] _1_ [ e --l»/ L
¢) flx, yi= = B—{{x,}}-e <y<e .\EE‘_I}

e Cozitm

a)  f(x,y)=sin{x+y), B={(x,y): 0sx<m 0<y<m}

i
AlanB = [ | sia(x+y)dydx = w2
¢ 0

z |

[ sty = | [ sinte+ yyase = f ~es(e )
B : 0

o 0 0

x

7;
= f [~cos(x + )} + cosx)dx = —sin(x + rt) + sinx| = 0= avaraj = 0

0
B flxy)=22+y2  B={{xy)x2+y*<1}

AlanB = j,x frdrd{a:n Ve ff(x2+y2)My: jxfjrzrdrdq):—
& r=0 B o0

I
oldugundan Avaraj = -%- = % olur.

L}
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7. flxyi=ul)v(y) ve f={(ny)icSxsh ¢Sy =d} obsun

[f riey)axdy=
it

5 y
¥ tt{x)dxH_] P{}"}d}'l

4]
olacaiu gisteriniz. Bundan yararlanarak
i oy

f e dx = »-'21
0

obduguni gisteriniz,

Coziim

fff(x,y)dxdy =ffu(x)v(y)dya’x = fu(x)[f v{y)dy|dx

d
olur. f v{y)dy bir sabit say: oldufundan integralin digmna gikanlabilir. Bu durumda

d b
ffu(x)v()’)dxdy = [f v(y)dy}.[f u(x)dx] bulunur,
B

a3 | : B o z
2= (f e‘xﬁdx)(f "yzdy) = f f —ateyd dxdy = f e_’zrdrd(p :_% _r_i -
: @=0r=0 0

g
= —%(_ 1)% = Pz —*/Zi bulunur.
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8. Asaidaki infegralieri hesaplayinz.

3 7.3

a) I -g;gdx b) f } VT +e" lanxdxdy
3 ¥ i 0

g Cozim
a) x= u? = dx = 2udu olur. Bu durumda
w-‘f-dx“fgu—z-Zudu"—Zfe'“zd =2 _ /5
f[;; g " - Sl
9 0 ¢
bulunur.

3 #f3 3~ LI
b I:f /fl+e?tanxdxdy=(fv1+e>’dy)-(f tanxdx) olur.
i o i i

#f3
f tanxdx:~h1|cosx]‘m=~'ln[%‘—inl =In2
i 0

. = | -, il
f«/1+eydy—ft —-—rz__ldr—zf{l —-—-12__1]&-2:-1-1:1[———”3_1!
ol_dugundan

? / 3

i I e A (8 1+ 41 ;
If 1-+¢e”dy { e e) m‘m dir.

I=m202(V1+e—y1+e)+n

+eg =1

1/1+e3+1H 1
1 olur,

0. Asagsdaki insegralleri, integrasyon swrasiy degistirerck hesaplayintz.

I 22—y z ol 1 By
[ [(Peyavay+ [ [ (WOe)axdy vy [ [ flenddt [ [ flayddedy
6 0 i 0 i = i o
g Coziim

a) 4. sorudan yararlanarak a) sidindaki integralin degerinin % oldujiu kolayca g8sterilebilir.
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b} Integrasyon bodlgesi sagda renkli olarak gdsterilmistir. g
Once x degiskenine gére integral ahmirsa bir tek integ-
ralle hesap yapilabilir, zira bélge bir vatay basit bolgedir.
O halde

10. § fonksiyenu bir I bilgesinde siirekli ve V() € D icin
mEflx,y)=M
oisun. ¥ hélgesinin alam A olmak iizere

mA 5 // fle, vidady = mA
D

olacafim gisteriniz.
gz CoOziim

mSfny)<M = [[mady< ([ fxy)andy < [ Maxdy=

mffdxdyéfff(x,y)dxdySMffdxdy::-mASfff(x,y)dxdySmA

bulunur.

11. Problem 10 dan vararianak

U e e oy
D

integrali i¢in bir vakiagik defer bulunuz. Burada D bolgesi, késeleri A(-1, 0). B(1, ), C{G, 2) olan de-
sensel bilgedir.
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o

TR

glx,y) = ™™ fonksivonunun D izerindeki en kigik ve en bityiik
degerini bulalim. Ci0,2)

e ifadesini em biiylik ve en kiigiik yapan x, y deferleri,

1
E( 5o
u(x, vy = xsimy ifadesini en bliyiik ve en kii¢lik vapan x, y degerleridir. 2
ki degiskenli forksiyonlarin kapali bir bélge lizerindeki ekstremum de- foif R N
gerlerinden yararlanarak A(-1,0y o B(1,0)

{ i b
oldugu gosterilebilir. Buna gore
e*%sinl < ffexsmydxdyg e%sml
D
olur. Buradaki sayilarin yaklasik degerleri, hesap makineleri yardimiyla hesaplandifinda

1,10 = J:fe“mydxdy =2,15
B

yazilabilir.

12. Asagidald integralleri kutupsal koordinatlar varduwmyla hesaplayimz.

3 g

g \'ITT ? \-’8_—_1‘2 dydt
j .
[ dvdy b e e
a) (3/ 5} Xy ) é} _/ \_.}1 el y?
3 ]
A TalgR
C) I }‘ L,,\'*)-G-_l-“)' dxedy d}
& 6
Y
a) Verilen integralin integrasyon bélgesi yanda turuncu renkte belir-
tilmistir. L
z x z
2 2 5|2 x
: r 8
I= f frcos(prdrd{p = f T Ocos(pd(ngf cos pdp
o 0 0 o
8. [T_8
= gsin (] L) =3
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¢) Integrasyon bdligesi yesil renkte gosterilmistir.

% 1 }ﬁr- 1
= f fe’zrdrd(p = %f e’ el
6 0

o

=2~ [ dp=Fle-D
i}

d} Integrasyon bolgesi yanda turuncu renkte gosterilmigtir.

2

z
2
- f Fos

= (V5 + 3)ﬁ do=3-v5%
; _

S

x=«‘l'1-y2=>x2+y2=l

t

13. Ustten z=x24y? paraboloidi, alttan xy diizlemi ve yandan x? 432 = 2x gilindiri tarafindan sinn-

lanan bifgenin hacmini bulunuz.
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Ve [f vy = [f (24 3% anay
B B

z x Zeoosg
7 Zcosg T a
f f rrddrdg = f 5 do
i _x
2 2 0
ki) A
2 p)
=4 f costode = 4 f cos2p cos?qdo
x bid
# (1 4 cos 20 g
i f (f) f {1+ 2c0s2¢ + cos?2¢)do
A T
g 7

2
xz
2
= / [1 +2C052@+M]d¢ =35
T
E

birimkiip olur.

14 r=sin2g dért yaprakh giili tarafindasn simirlanan bilgenis alan: hesaplaynuz.

pe (COziim  mressssensismes

g sin2ep

A= f [ rarag = 4 f f rdrd

3in2¢

EIE

dp =2 [ sin?20dg
[

Iz
afrzg o pun)fog
i}

birimkaredir.
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15. B bilgesi v=+v4—x7 yargemberiile x ekseni arasinda Kalan bilge olduiuna gire;

][ ¥ =¥ gx dy

integraliai hesaplaymiz.

Coziim
3. 42 4 2 1 FE s p

I= f ey = [ j; e rdrdg=~5 [ [ e (-2rdrdg

B § 0 6 9

1 F:3
=-§fe '2 :—5(8'_4—1)_{ dp = (1—-e4

0

olur,

16. Asagadali integratleri hesaplasiz,

o
£ S o
a) { xpmatd By | vxe Tdx
0

gz Coziim

ay I= fxze_“zdx=fyze_ﬁ'2dy
0 ¢

xﬂ o

P= ffx 222" dxdy = f frzsinztpcoszee_’zrcfrdtp
g 0 0 6

#/2

f sin?qcos q:dq)) (f rg® rdr)
d

olur.

[=~] . =] o (- 4] 2=

frze"’“rdr=fte"’dr=-—te_“o +fe“’dt [

6 0 ¢ u=t dv=etdl
=Q+1=1 de=dt v=-e'
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Fi3 F3
7 2
. 1—cos20 1+0052cp)
2 2 - ;
fsm (pcos (pd(p—f( ) 5 do
0 g
z x
1 4 1 ¢ 1 +cosdo
:Zf (1"00522(]'))&7(]):1[ (1—““" 7 )d(p
0 i
T
l(g_sinfiq)) I g
a2 8/, T 16
oldupundan
2. AL _ﬁ
Te=rd 6 = I= 7
olarak bulunur.
o N IIC‘P i L+=]
b} I=f«/3c‘e *dx= | ue “2udu=2fuze“‘“du
0 i g
=2l-ute| +2f t«:e_“du‘= 2 O+2(-ue‘“ ot/ e‘“du)
¢ g

=4j?e_“du=4.1=4
§

17. Asafidaki iutegralleri hesaplayiniz,

Lo m EZ
a) | | e dpdx B | e avde

ser (6ziim

T

%) Integrasyon bdlgesi yandalki sekilde mavi renkte gasterilmistir,

y= 4y

by
2 ¥
I 4 4 4 4 q 4
f fﬁ?")'gd'ydx=ffe_)'zdﬂcdy:fe_yzx ey
0 4z o 0 0 fo
1 F s
=-4~fe“y ydyzgf e~ ids
@ 0
0
I N T
FHRE “8(1 e~ 15)
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z ¥ 2
b) Ixff.eyadxdy=fer’xf0 &y
4 0 0

1

- -
= f eryldy = xe”’| =3(ef—1)
K 3 o 3

o

ST

18. B bilgesi y =+ x egrisivie x=0 ve y= ' dogralars taratindan siurlanan bélge oldufuna gire,

I= ”bsin{y") dydy

integrafini hesaplayimz.

pry  Coziim

B bdlgesi yandaki sekilde yegil renkte gosterilmigtir,
- :

Vi z
s f fy sin(y?)ddy = f sin(y%)y*dy
0 Q

0

"
I re— * 2
—56[ sinfdt = z{~cos?) =a

19. Sitindirik denklemiz = ¢ —r olis koni ile xp diizlemi arasmda kalan balgenin haewind besaplaymiz,

Burada ¢ pezidif bir sayidic.

ga. Coziim

86z konusu bdlge yanda ghsterilmigtir,

2% ¢ 2r ¢ iz €
S f f{c—r)rdrdq>=f f(cr—-r"']drdq’=f (c%-—"-;.—) de
6 o 0 6 b} 0
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0. z=¢ - parabolofdi ile xy dlizlemi arnsinda Kalan bélgenin hacmini hesaplaymz,

BPurada ¢ » § d

g, {dziim

16z konusu bolge yanda gdsterilmistir.
21 -
V= f Of (c~r)rdrdp=-5c?

o

1dugu kolayca gosterilebilir,

1. z=c¢— " viizeyi ile xy diizlemi arasipda kalan bélgenin ¥(», ¢) hacmini bulunuz.

lim¥{in.c)=cn

by, ar =
slacdfin gosteriniz,

2 e ia
’(n,c)=’,{ f {c—r®)rdrdp= f {cr — r*tYdr do
6 0 o
®e 2
N R o | Y B
—2“(62 n+2) ; '2“(6 2(n+1))

lur,

; : Y
lim V(n,c) = 211:(c 'f) = cn bulunur.
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