Analiz-1 Vize Sinavi konulariyla ilgili ¢6ziim 6rnekleri

1. Limitleri bulunuz: a) lim \/;+— yx-1-1
Xx—>1" X2—1

Coziim:

RN N v R N v | \/x— x—1 (*/; 1)( X+1)
lim————= |lim = lim +I|m = |lim +
x—1 ,XZ -1 X1t \/X2 1 \/X 1 X1t , 2_ x—1t X2 -1 X1t (\/;_'_ ) X _
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b) Ilmx/_ln(1+3tan ) L

X—>»00

7
Coziim: lim ¥x” = lim x4 =+, lim In(1+3tan ) In(1+3 lim tanzl):ln(1+3tan20)=
X—>-+00 X—>+00 X—>+00 X—>+00 X

=In1=0 dir, dolayisiyla [O-oo] seklinde belirsizlik durumu vardir. Bilinen limitlerden

faydalanarak t = % — 0" < X — +o olacak sekilde degisken degistirmesi uygulayarak

In(1+3tan’t

lim \/_In(l+3tan21) [0-o0] = lim iIn(1+3tan2t)= lim Q:

X—>+0 t—0" ﬂ/ﬁ t—0" 4 t7
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_ In(1+3tan t) 3tant o, In(1+3tan t) tant \2
= lim — =3lim 4t - _

t>0"  3tan“t (‘/t7 t—0" 3tan“t t

lim tan’t =tan°0=0= z = 3tan’t > 0", t > 0" n(1 )

+ . . In(1+2z .

”Oln(lﬂ) . ~3tim 4 tim M) i (@j ~3.0.2=0
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t—0 YA t—0
Cevap: L=0

osex

c) Iim(1+2arctan2 x) X =L

x—0
Coziim: lim (1+2arctan2 x)=1+2 lim arctan? x=1+2-(arctan 0)2 =1+2.-0=1+0=1 ve

x—0 x—0

Im%— lim 1 = l =l=oo dolayisiyla [1(’0} belirsizlik durumu vardir. Kuvvet-Ustel
x>0 X x=>0Xsinx 0-sin0 O

fonksiyonun limiti kuralina gére

CSCX
Iim(1+2arctan2 x) X [u(x) 2arctan® x — 0, V(X)—%—)oo x—>0} ek,
x—0 X



k_Ilmﬁln(HZarctan x)_llmﬂln(lJrZarctan x)_llmu(x)v(x)_I|mC—2arctan X=

x—=0 X x—0 X —0 X
2

=2lim arctziln X=[x—>0:>arctanx~x, sinx~x]:2limx—=2lim}=2-1:2 elde edilir.
x—0 XSIN X x—0 X+ X x—01

cevap: L=eX=¢?

d) lim \/x+2—\/x—2=L
x40 Yx+2 - x -2
Coziim: Pay ve paydada lim («/x+2—«/ —2)=+oo—(+oo), lim (\3/X+2—\3/X—2)=+oo—(+oo)

X—>+00

belirsizlik durumlar var iken kesrin limiti kuralim uygulayamayiz. Bu nedenle kesrin pay ve

paydasini «/X+2 —+/X—2 ‘in eslenigi olan «/X+2++/X—2 ifadesine, Ix+2—3x—2 ‘in eslenigi

olan \3/(X+2)2 +§/(X+2)(X—2)+13/(X—2)2 ifadesine carpalim. Buna gore basitlestirme sonucu
Kia-x2 . (Jx+2 Jx— 2)(Jx+2+Jx 2 (13/ X+2 2+§/ x+2)(x-2)+3(x-2 2)

U e e = (V2 +x2) (2 -2 2 + a2 {27 |
|' (x+2—x+2)(13/(x+2)2+3(x+2)(x—2)+\3/(X—2)2j_
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= am, (JFN_) it Xj/z( ch \/:i)

lim xY8. 3x"ﬂ!o 12 X'LTOO 1* 1‘* +\3/X'LTOO 1—* \/ 1+0)* +3[(1+0)(1-0) ,/1 0y’
X—>+00 \/ lim ( Xj \/ lim (1_7] \/1+0 +\l1 O

X—>+00 X—>+oo\ X

— (+oo)-1if = (+oo)-% =-+oo bulunur.

Cevap: L=+x
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&) lim 1-cot” 3x L
”\/_COS3X 1
Cozum.
lim (l—cot23x):1— lim cot23x:1—cot2%’2’:l—cotzgzl—lzo
2 x—2 x—
. 1-cot“ 3x 12 12
lim ————— = _
x—%\/iCOS?*X—l lim (J_cossx 1)_ I|m J2cos3x—1= J_cos —1:\/§cos%—1=1—1=0
X‘)E X‘)E
[0} im M - sin?3x—cos?3x - 1—2c0s? 3x ~
. J2cos3x-1 S(ﬁcosBx—l)sinZBX X_%(\/icos?,x—l)sinzsx



2 1-+/2 cos3x)(1++/2 cos3x
~ I|m 1-2c0s”3x  _ . ( ) ):_"m1+\/§c033x:

(J_COSBX 1)5|n X ol (ﬁcosSx—l)sinZSX x>z sin?3x
1+ lim /2 cos3x
) X_TZ\/_ __1+\/§cosz__1+«/§\/1§__1+1_
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x> 4 ﬁ 2
Cevap: L=-4

. lim f(x) = A limitinin tanimina dayanarak IIm(2X —3x+1) =3 oldugunu gésteriniz.
X—a

Coziim: D(f)=R, f(x) fonksiyonu x =2 noktasinin her & -komsulugunda tanimlidir. Tanima

gore IirT12(2X2 —3x+1) =3 oldugunu gostermek igin
X—>

Ve>030(e)>0 ‘v’X(O <|x-2/<6= ‘ZX2 —3X +1—3‘ < 6‘) Onermesi saglanacak sekilde Ve >0 ‘a
karsilik 36(g) >0 bulmak yeterlidir.
0.<[x—2 <& =>|2x" —Ax+x+1-3 =[2X(x=2) +(x~2)| =[x—2]-[2x+1 =[x~2-]2(x~2)+5| <

|X—2| -(2|X—2| +5) = 2|X—2|2 +5|X—2| <26%+56 oldugu dikkate alinimakla () >0 sayis
0< (&) <1 olacak sekilde aranilabilir. O halde
0<[x-2 <5 <1=[2x" ~3x+1-8 < 25% +55 <25 +56 =15 < £ = [2X° ~3x+1-3 < 75 <

onermesi 0<(g) <1, o< ; iken gegeli olacaktir. Sonugta 0 < &(g) < min {1, ?} sartin1 saglayan

her §(¢) saystigin Ve >035(¢) >0 VX(O< [x—2|< 5:>‘2x2 —3X+1—3‘ < 5) onermesi tiim

gecerli olur, bu ise Iirr;(Zx2 —3x+1) =3 demektir.
X—>

3. Fonksiyonlarin sonsuz kiigiik veya sonsuz biiyiik oldugunu belirleyiniz:

a) f(x )_ﬂ x—0, b) f(x)_(2>‘+3)\/;3
1-cos\x® 2x+1

Coziim:

y X —> 400

COS X

) f(x)=" X
1- COS\/_

karar vermek i¢in limitini bulalim.

(l—m)(HW)

fonksiyonunun X — 0 sartinda sonuz kiigiilen (biiyliyen) olup olmadigina

1—cos x?

I|m f(x)= I|m =lim =
—0 (1 COS\/_)(].—I-\/COSX ) X”O(l COS\/_)(l—I-\/COSX )
. ; x
={x—>0:>1—cosx2 ~X7, 1—cos\/x_3~X?, Iimo(1+\/cosx2)=1+1:2 }— lim 2 =
X—

0 y3
~ );(l+\/cosx )



lim x

: X 0
= lim = x>0 =— =0 elde edilir, dolayisiyla f(Xx), X —0 sartinda sonsuz
X011 +/cos x2 Iin%(1+ \cos x2) 2
X—>
gliciik fonksiyondur.
3
2X+3 \/X_ : - - <
b) f(x)= ] fonksiyonunu X —+oo sartinda sonuz kiigiilen (biiyiiyen) olup olmadigina
X+

karar vermek i¢in limitini bulalim. Kuvvet-iistel fonksiyonun limiti kuralina gore

5) J

lim f(x)= lim = lim (1+ =

X—>+00 X—>+o0\ 2X+1 X—>+00 2x+1
:{ lim u(x)= lim —2—=0, lim v(x)= lim \/x_3:+oo}:[l°°}—ek
X—>+00 X—>4+02X +1 X—>+00 X—>+00
3/2
k= lim uOV() = lim —2—x3 = tim 2 — Jim %2 lim —2— = 1002 = 400
X—>+00 X—+00 2X +1 X0 2X+1 x>+ x—>+002+i 2+0
2X

lim f(X):ek:e+°°=+oo elde edilir, dolayisiyla f(x), X—>+oo sartinda sonsuz biiyiik
X—>+00

fonksiyondur.

2tan x—|sin |

4. Tektarafli limitleri kullanarak f(X)= fonksiyonunun x=0 noktasinda limitinin

varligint inceleyiniz.

Coziim: Once, Xx=0 noktasinda fonksiyonun sagdan ve soldan limitlerini bulalim. Bunun igin
O<x<z/2=sinx>0 ve -7/2<x<0=sinx<0 oldugunu dikkate alalim. Buna gore

2tan x—|sin x —si i
FA0)= lim £ = fim 28X _ g, 2tenx—sinx _ (Ztanx - S'”Xj:
x—0" x—0" X x—0" X x—0T X X
_ tim 28X i SNX_pq qog
x—0" X x—0" X
2tan x —|sin x i i
fA-0)= lim f(x)= lim sinx| _ . 2tanx+sinx . (Ztanx smxj:
X—0" x—0~ X x—0~ X X—0" X X
— lim 22X im X 914123 bulunur. O hadle f(1+0)=1£3=f(1-0) oldugundan
x—>0~ X x—0~ X
lim £ (x) limiti yoktur.
x—0

5. Asagidakilerin gecerli oldugunu gésteriniz:
a) In(1+ Jx? tan x) = o(\?’/x2 arcsin x? ) X —0

In (1+ Jx? tan x)
Coziim: Tanima gore lim

x>+ 32 aresin x2
In(1+ Ix? tan x)
lim

; :[Iim IxZtanx =0, lim 3/x%arcsin x2 =0}={9}=
x>0 %2 arcsin x?

x—0 X—>00 0

=0 oldugunu gostermeliyiz. Limiti bulalim




- [x —0=1n (1+ Jx? tan x) ~3x% tanx ~ x3/x?, arcsinx? ~ x?oldugunu kuIIanahm} =

§/_2tanx _ x§/_2 _
R w— >|Ho§/_\/_ lﬂc‘)y—‘li“f Yo-o.

Cevap: a) gecerlidir.

2
b) L‘lle X —» 00

Vi+2x8 +1 X
X2 +4x 1
X

Coziim: Bagmtinin gegerliligini gostermek icin lim ————:—=Ae R, A= 0 oldugunu
V1+2x8 +1

X—>0

gostermek yeterlidir. Limiti bularaka

43 3 4
2 1+— a
lim ﬂl_ "mw_ lim ( +X)X — lim 1+X _
e JlyoxE 41 X om 11 x6 41 o 3 [1 1) o= |1 1
Xl 5t2+3 —t2+—3
X X X X
.4
1+ lim — 140 1

= X200 X = eR elde edilir.

lim /ie+2+ lim % o V2 */—
x—0 \ X X—>+00 X

Cevap: Verilmis fonksiyonlar X —+oo sartinda ayn1 mertebedendirler.

c) (\/x6 +2x* +1—xyx* +1) ~X, X —4®©

6 oyd 11 yfit
Coziim: Tanima gore lim \/X rox 1 X\/X 1
X—>+00 X
pay ve paydasini payin eslenigine ¢arpip fonksiyonun ifadesini doniigdiirerek

(\/x6 +2x* +1—xyx +1)(\/x6 +2x4 +14 xa/ X +1)

=1 oldugunu gostermeliyiz. Bu amagla kesrin

\/x +2x* 11— x\/x +1

= lim =
= X X+ x(\/x6 + 254 1+ xax +1)
i x6+2x4+1—x2(x4+1) i il
X_’+°°x(\/x6+2x4+1+x\/x4+1) X_’+°°X4(\/1+22+16+\/1+14]
X% X X

4 1 1
_ lim 2;( X“+1 _ : 2 x _
X—>400 1 1 X—>+00 1 1
XS+ x* \/1+++\/1+
(\/ BIRENG \/ X4J ( BRENG x4)
1 1
lim | 2-=+—
H+oo( i j . 2-0+0 2

lim /1+ +—+I|m \/1+14 V1+0+0+41+0 141
X—>+00 X—>+00 X

bagintisi gegerhdlr.

=1 Dbuluruz. Boylece denklik




6. Fonksiyonlar arasindaki ~ denklik bagintisindan faydalanarak limiti bulunuz:
(1-cos4x) (\3/1+ X2 —1)
lim 5 =L
x>0 (3" —1) arctan? x
Coziim: Bilinen kurala gore kesrin pay ve paydasindaki carpanlart kendi denkleriyle degistirelim.
O halde

2 2
4x
1—cos4x~%, \3/1+x2 —1~X— ( ) ~x?1n? 3, arctan? x ~ x2 , X >0 dikkate alinarak
X2

(1—cos4x)(3/1+7—1) (4X) 4

23—8Iimx 8
X

= Iimlzi bulunur.

lim = 7
x—0 (3X—1)2arctan2x x—0 X2 In? 3. 3In23x-0x*  3In?3x>0  3In%3
Cevap: L= 82
3In“3
x—1] : I . o
7. f(X)=—————— fonksiyonunun siirekliligini inceleyiniz, varsa siireksizlik noktalarini

arctan (x2 —1)

bulunuzve tipini belirleyiniz.

Coziim: D(f):{x|XGR, arctan(x2 —1)¢0}={X|XER, x2—1¢0}:R—{—1,1}:

= (—o0,-1) U (-11) U (L, +o0) tanim kiimesini olusturan her aralikta f(x) elemanter fonksiyondur,
teorem geregi bu kiimede siireklidir. O halde f(x) sadece tanimsiz oldugi x=1 ve x=-1

noktalarinda siireksizdir. Bu siireksizlik noktalarinin tipini belirleyelim. Bu amagla fonksiyonun
X=1 ve x=-1 noktalarinda tektarafli limitlerini bulalim.

fae0)=tim — 4 L

x—1" arctan (x2 —1) x—1T arctan (x2 —1)

_ 2 _ _
im0 X1 T ST e S
><—>1+(x+1)arctan(x2 —1) ><—>1+(x+1)arctan(x2 —1) x—>1+(X+1) x—1+ arctan(x2 —1)
=[x 1" > t=x'-1-0]= lim ! gim—t - 1,1
o1t (X+1) t-oarctant  1+1 2
— — — —_— 2_

f(L-0) = lim I L I lim &:—Iim _x1 i x“-1 _

x—1~ arctan (x2 —1) x—1~ arctan (x2 —1) X1~ arctan (x2 —1) x-1~ (x+1)arctan (x2 —1)

T ST e -1:-% olduguna gore f(1—0)=—%¢%=f(1—0)

x—>l_(X+1) X1 arctan(x2 —1) 1+1

dolayisiyla X =1 fonksiyonun birinci tip siireksizlik noktasidir. Benzer sekilde

_ —(x— X2 —1

fas0)= tim — Ay 2D () ~ lim L.
X1+ arctan(x2 —1) X1+ arctan(x2 —1) x—>—1+(x+1)arctan(x2 —1) xo>—1+ X+1
x2 —1

P L R P

x—1" arctan (x2 —1) +0



_ —(x— X -1
0= fim — 8 25D () _ lim L.
X1~ arctan(x2 —1) X1~ arctan(x2 —1) X1~ (x+1)arctan(x —1) x—>—1" X+1

2

X“ -1
- lim <—2):—i-l:+oo-1:+oo bulunur, dolayisiyla x=-1 fonksiyonun ikinci tip
X1~ arctan(x —1) —0

sureksizlik noktasidir.

8. a(x)=arctan® x+x*+2In?(1+x) ve B(x)=ax", (a,neR) olmak iizere a(X)~ B(X), Xx—>0
olacak sekilde a ve n sayilarini bulunuz.

Coziim: Tanim geregi a ve n sayilarini

) arctan2x+X2+2_In2(1+ X)
im 200 _ i arctan2x+x4+2In2(1+x)_“m X2 x2 ]
x—0 B(X) x—0 ax" x>0 ax"
2
=L L i [ oo i (A = Lhim —_[140+2:1]= lim —
ax—-0 x"2 | x50 X x—0 x—0 X a x—0 x" a x—0 xN2

saglanacak sekilde segmeliyiz. Buna gore 0 = lim

— €R dolayistyla n—2=0 yani n=2, ¢iinki

x—0 x"
.. 1 .. 1 ..
n>2 igin ve |Im—2—00, Nn<2 igin ve |Im—2—0 dir. Sonugta n=2 i¢in
x—0 x" x—0 x"
3. 1 3, 1 3 1 3, 3
— I|m—2:—I|m s = —lim —0=—I|m1=—=l yahut a =3 olmalidir.
ax->0x"4  ax-0x ax->0x” ax->0 a

Cevap: n=2 ve a=3 i¢in a(X) ~ B(X) =3x?, x —>0 gegerli olur.

In(1+sinx) +y1+x -1 “

9. a’nin hangi degerinde f(X)= X fonksiyonu x =0 noktasinda
a , X=0

surekli olur?

Coziim: Sireklilik tanimma gore a sayisini IirTg)f(X): f(0)=a sartin1 saglayan degerini
X—>

bulmaliyiz. Bu amagla lim f(X) limitini bulalim.
x—0

m In(1+sin x)+\/1+x—1_ lim sin xIn(1+sin x) \/1+ -1_

lim f(x)=1 -
Xx—0 x—0 x—0 XSINn X x—>0
_lim sinxln(1+sinx) \/ -1 _lim sin x lim In(1+smx) \/1+ 1
x—0 Xsin x x—>0 x=0 X x-0 sinX x—>0
X—=>0=t=sinx—>0
. sinx . In(1+t) \/1+ -1 1 3 5 3
= = lim -lim =1.1+==— oldugundan a=—
Iimln(lt—H):l x>0 X t=0 t x»O 2 2 el 2
t—0

icin f(x) fonksiyonu x =0 noktasinda siirekli olur.

=1



