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SONSUZ DiziLER
VE SERILER

GIRIS 1ki hatta birkag saymin nasil toplanacagini herkes bildigi halde sonsuz tane sayinin
nasil toplanacagi o kadar agik degildir. Bu béliimde sonsuz seriler teorisinin konusu olan
bu gibi sorulari ¢alisacagiz. Sonsuz serilerin toplamlart bazen

1,1 1 1 _

2 syttt Tl
toplaminda oldugu gibi sonludur. Bu toplam geometrik olarak asagida gosterildigi gibi birim
karenin daima ikiye bdliinmesiyle elde edilen alanlarla temsil edilir. Kiigiik dikdortgenlerin
alanlarmim toplami igini doldurmus olduklari birim karenin alanini verir. Toplanan terim
sayisint arttirdikca toplam alana daha ¢ok yaklagilir.

1/8
1/16

1/2

1/4

Baz1 sonsuz serilerin toplamlari ise
1+2+3+4+5+--

toplamimda oldugu gibi sonlu degildir. ilk birkag terimin toplami terim sayist arttikga
giderek gogalir. Yeteri kadar terim toplamakla 6nceden belirlenmis herhangi bir sabit say1
agtlir.

Bazi serilerde ise,

r.1 .1,
l+y+3+g+5+¢™

Sl

harmonik serisinde oldugu gibi toplamin sonlu olup olmadig1 agik degildir. Toplanan terim
sayisini arttirdikca sonlu bir degere yaklasilip yaklagilmadigi veya sinirsiz olarak biiyiiyen
bir toplam elde edilip edilmedigi agik degildir.

Sonsuz diziler ve seriler teorisini gelistirirken, 6énemli bir uygulama tiiretilebilir bir
f(x) fonksiyonunu x’in kuvvetlerinin bir sonsuz toplami olarak temsil etme metodu verir.
Bu metotla polinomlarin nasil hesaplandigi, tiiretildigi ve integre edildigi hakkindaki bil-
gilerimizi polinomlardan ¢ok daha genel olan bir fonksiyonlar sinifina genisletebiliriz.
Ayrica bir fonksiyonu siniis ve cosiniis fonksiyonlarinin sonsuz bir toplami olarak temsil
etmenin bir yontemini inceleyecegiz. Bu yontem fonksiyonlart incelemek igin giiglii bir
arag verecektir.
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TARIHSEL DENEME

Diziler ve Seriler

Bir dizi verilen bir sira ile
ay, Ay, Az, ... Ay, ...

gibi bir sayilar listesidir. ay, a,, a3, vs. her biri bir say1y1 temsil eder. Bunlar dizinin te-
rimleri dir. Ornegin,

2,4,6,8,10,12, --- , 2n, ---
dizisinin ilk terimi a; = 2, ikinci terimi a, =4 ve n.terimi a,, =2n dir. n tamsayisina a,'nin
indisi denir ve a,'nin listenin neresinde bulundugunu gosterir. Genelde

ay, Ay, Az, ... Ay, ...

dizisini 1'i a;'e, 2'yi a,'ye, 3'ti as'e ve genel olarak pozitif #» tamsayisini n.terim a,,'ye gon-
deren bir fonksiyon olarak diisiinebiliriz. Bu, bir dizinin asagidaki formel tanimina yol
acar.

TANIM Sonsuz Dizi

Bir sonsuz sayr dizisi tanim kiimesi pozitif tamsayilar kiimesi olan bir
fonksiyondur.

Ornegin

2,4,6,8,10,12,--- ,2n, ---
dizisi ile eslenen fonksiyon 1'i a; = 2'ye 2'yi a, = 4'e vs. gonderir. Bu dizinin genel
davranisi
a,=2n

formiilii ile tanimlanir.
Tanim kiimesini verilen bir n, sayisindan biiyiik tamsayilar olarak da alabilir ve bu
tipte diziler de diisiinebiliriz.

12, 14, 16, 18, 20,22 ...

dizisi a,, = 10 + 2n formiilii ile tanimlanir. Bu dizi ayrica » indisi 6 dan baglayip artmak
iizere daha basit olan b, = 2n formiilii ile de tanimlanabilir. Béyle basit formiiller elde
edebilmek igin dizinin ilk indisini herhangi bir say1 olarak alabiliriz. Yukaridaki {a,}
dizisi a, ile baslarken {b,} dizisi pg ile baglamaktadir. Sira 6nemlidir. Zira 1, 2, 3, 4...
dizisi 1, 2, 3, 4 ... dizisi ile ayn1 degildir.

Diziler

a, = \/Z,
— n 11
bn - (_1) " n

_n—1
Cn = n o

dn = (_1)n+l

gibi terimlerini belirten kurallari yazarak veya
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{d,y ={1,-1,1,-1,1,—1,....(=1)""",...}
seklinde listelenerek tanimlanabilirler. Bazen
{a”} - {\/I; }n:1
da yazariz.
Sekil 11.1, dizileri grafik olarak temsil etmenin iki yolunu gostermektedir. [lki,
ay, ay, as, ... a,, ... terimlerinden ilk birkagini reel eksen iizerinde isaretler. ikinci yontem

diziyi tanimlayan fonksiyonun grafigini gosterir. Fonksiyon sadece tamsayilarda tanimli-

dir ve grafik xy-diizleminde, (1, ay), (2, a,),... (n, a,), ... noktalarina isaretlenmis bazi
noktalardan olusur.

an
Iraksar
3_
a, a, az ayas
— L ¢ e e b 2 o ®
0 1 2 1F o
a,=Vn [ B B
ol 1 2 3 435
n 0’a yakinsar
asz a a;
e = | S
0 1
1 I L7 ® n
a4y =7 0 1 2 3 4 5
an
0’a yakinsar
_‘12 a4 95 93 “ I1F e
0 1 I S n
1 °
an:(_l)n+lﬁ 0

SEKIL11.1  Diziler, reel eksen iizerinde noktalar veya yatay n-ekseni terimin
indis sayisi, diisey a, ekseni de terimin degeri olmak {izere xy-diizleminde
noktalar olarak temsil edilebilirler.

Yakinsaklik ve Iraksaklk

Bazen bir dizideki sayilar, » indisi arttikca, tek bir degere yaklasir. n arttikga terimleri 0°a

yaklagan
11 1
{1, ,3,4,...,n,...}

dizisinde ve terimleri 1’e yaklagan
34 1
TR TEERE e

1
{0’ 27

N [ —

wWI[N



L—-—e L L+e
0 aya, a ay " a,
a}’l
L+e
Li———————————- (na)-2-g——-
°
* L—e¢
. . °(N, ay)
°
°
T L1 n
o 1 2 3 N n

SEKIL11.2  y =L, {(n, a,)} noktalar
dizisinin yatay asimptotu ise a,, — L dir.
Yukaridaki sekilde a,’den sonraki biitiin
a,’ler L’nin ¢ civarindadir.

TARIHSEL BiYOGRAFI

Nicole Oresme
(1320-1382 dolaylarinda)
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dizisinde durum bdoyledir. Diger taraftan
{(VLLV2, V3., V... }

gibi dizilerde # indisi arttikga herhangi bir sayidan daha biiyiik olan terimler vardir. Ayrica
{1, -1,1, -1, 1,—1,.... (=) ...}

gibi diziler asla tek bir degere yaklagmadan 1 ve —1 arasinda ileri geri sigrar. Asagidaki ta-
nim bir dizinin bir limit degere yakinsamasinin anlamini agiklamaktadir. Tanim sunu soy-
lemektedir: bir dizide » indisini bir N sayisindan biiytiik alarak dizinin terimleri {izerinde
yeteri kadar ilerlersek a,, ile dizinin limiti arasindaki fark 6nceden belirlenmis herhangi bir
€ > 0 sayisindan kiiciik kalir.

TANIMLAR Yakinsaklik, Iraksaklk, Limit
Her pozitif e sayisina

n>N = la, — L| <€

{a,} dizisi L sayisina yakinsar. Boyle bir L sayis1 mevcut degilse, {a,}
wraksar deriz.

{a,} dizisi L’ye yakinsiyorsa, lim,_,.., a, = L veya kisaca a, — L yazar ve
L’ye dizinin limiti deriz (Sekil 11.2).

Tanim, x sonsuza giderken bir f(x) fonksiyonunun limiti tanimina ¢ok benzerdir
(Bolim 2.4’te lim,_,.. f(x)). Dizilerin limitlerini hesaplamak ig¢in bu bagmtiy1 kul-
lanacagiz.

ORNEK 1 Tamimi Uygulamak

.1 .
(@ lim ;=0 (b) lim k =k  (kherhangi bir sabit)

n—>00 n—>00
oldugunu gosterin.
Coziim
(a) e > 0 verilmis olsun.
n>N = % - O‘ <e€

gerektirmesi saglanacak sekilde bir N tamsayisinin var oldugunu gostermemiz gere-
kir. Yukaridaki gerektirme, (1/n) < € veya n > 1/e ise gegerli olacaktir. N, 1/€dan
daha biiyiik bir tamsay1 ise gerektirme her n > N igin gegerli olur. Bu, lim,,_,.. (1/n)=0
oldugunu ispatlar.

(b) € > 0 verilmis olsun.

n>N = |k — k| <€

gerektirmesi saglanacak sekilde bir N tamsayisinin var oldugunu gdstermemiz gerekir.
k — k= 0 oldugundan, herhangi bir pozitif N sayisi kullanirsak gerektirme gegerli olacak-
tir. Bu herhangi bir £ sabiti i¢in lim,,_,., k = k oldugunu ispatlar. [
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ORNEK 2 Iraksak Bir Dizi

{1,-1,1,-1,1,—1,..., (—=1)"*', ...} dizisinin 1raksadigin gosterin.

Coziim Dizinin bir L sayisina yakimsadigmi varsaym. Limit tamminda e = 1/2 secerek, n
indisi bir N sayisindan biiyiik olan biitiin @, dizi terimleri L’nin € = 1/2 civarinda bulun-
malart gerekir. Dizinin diger her terimi gibi 1 terimi tekrarl olarak goziiktiigiinden 1 sayisi
L’nin € = 1/2 civarinda bulunmalidir. Bundan dolay1 | L — 1 | < 1/2 veya buna denk olarak
1/2 < L < 3/2 olmalidir. Benzer sekilde —1 sayis1 da keyfi biiyiik indislerle tekrarli olarak
dizide goziikiir. Dolayisiyla, | L — (~1) | < 1/2 veya buna denk olarak —3/2 < L < -1/2
esitsizlikleri de ayrica saglanmalidir. Fakat bu araliklar értiismediklerinden L sayist (1/2,
3/2) ve (-3/2,-1/2) ve araliklarinin ikisinde birden bulunamaz. Bu nedenle bdyle bir L
limiti yoktur ve dolayistyla dizi raksar.

Suna dikkat edin ayn diisiince sadece 1/2 igin degil 1’den kiigiik herhangi bir pozi-
tif € sayisi i¢in de gecerlidir. [

{Vn} dizisi de raksar fakat nedeni farklidir. » indisinin artmastyla birlikte terim-
leri herhangi bir sabit sayidan daha biiyiik olur. Bu dizinin davranigini

lim Vn = o0
n—>00
yazarak tanimlariz. Bir dizinin limitini sonsuz olarak yazmakla, n arttik¢a a,, ile 00 arasin-
daki farkin azaldigimi sdylemiyoruz. Dizinin yakinsadig1 bir sonsuz sayisinin var oldugunu
da sdylemiyoruz. Sadece n arttik¢a, a,’nin sayisal olarak biiylidiigiinii ve nihayetinde her-
hangi sabit bir sayidan biiytik kaldigini agiklayan bir notasyon kullaniyoruz.

TANIM  Sonsuza Iraksama
Her M sayisina kargilik, N'den biiyilik her # igin a, > M olacak sekilde bir N
tamsay1si varsa {a,} dizisi sonsuza iraksar deriz. Bu sart saglanirsa

lim g, = © veya  a,— 0

n—00
yazariz. Benzer sekilde, her m sayisina karsilik, her n > N igin a, < m olacak
sekilde bir N tamsayisi varsa {a,} dizisi eksi sonsuza raksar deriz ve

lim @, = —00  veya q,—> -
n—00

yazariz.

Bir dizi sonsuza veya eksi sonsuza raksamadan da 1raksak olabilir. Bunu Ornek 2’de
gordiik. Ayrica {1, —2,3, —4,5, 6,7, —8,... } ve {1,0,2,0,3,0,... } dizileri de boyle
dizilere 6rnektir.

Dizilerin Limitlerini Hesaplamak

Daima dizi limitinin formel tanimini, €’lart ve N’leri hesaplayarak, kullanmak zorunda ol-
saydik dizilerin limitlerini hesaplamak zahmetli bir is olurdu. Neyse ki birkag basit 6rnek
gelistirebilir ve bunlari birgok dizinin limitlerinin ¢abucak incelenmesinde kullanabiliriz.
Dizilerin nasil birlestirilebileceklerini ve nasil Kkarsilastirilabileceklerini anlamamiz
gerekecektir. Diziler, tanim kiimeleri pozitif tamsayilar kiimesine kisitlanmis fonksiyonlar
olduklarindan Boliim 2°de fonksiyon limitleri hakkindaki teoremlerin diziler i¢in versiyon-
larinin olmast ¢ok sasirtict degildir.
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TEOREM 1

1. Toplama Kurali:

2. Fark Kurali:

3.  Carpim Kurali:

4. Sabitle Carpim Kurali:
5. Boliim Kurali:

{an} ve {b,} reel say1 dizileri,
ve lim,_,., b, = B ise asagidaki kurallar gegerlidir.

A ve B reel sayilar olsun. lim,_,..a, = 4
lim,—oo(a, + b,) = A + B
limn—xx)(an - bn) =A—B
lim,—c(a,*b,) = A+B
lim,—oo(k*b,) = k+B  (Herhangi bir k)
. a A ..

-4 B #0 i¢in

lim,,—co b, B Y

Ispat1 Boliim 2.2°deki Teorem 1’in ispatia benzerdir ve atlanacaktir.

ORNEK3  Teorem 1i Uygulamak

Teorem 1’i Ornek 1°deki limitleri birlestirirsek sunlar1 buluruz:

~ L)y _ . I_ 1.0= abitle C: al1 ve Ornek 1
(a) nango (— I’l) = -1 nleréo 7 ="1:0=0 Sabitle Carpim Kurali ve Ornek 1a

i n—1)_ N O R o L _a = Fark Kurali
(®) nlggo ( n ) B nlgrc}o ! n) nlgréol nlggo n T=0=1 ve Ornek 1a

. 5 _ N T _ .
(C) lim > = lim n° lim n= 5:0:0=0 Carpim Kurali

n—>n n—>00 n—>00
— 7nb 4/n) — 7 -

(d) lim 4 n ( /n ) _0 7 = —7. Toplama ve Béliim Kurali ™

T+ (3/n%) 140

Teorem 1°i uygularken dikkatli olun. Teorem, 6rnegin, {a,} ve {b,} dizilerinin
{a, + b,} toplamlarimin limiti varsa {a,} ve {b,} dizilerinin her birinin limitinin var
oldugunu sdylemiyor. Meseld {a,} = {1,2,3,...} ve {b,} ={-1,-2,-3,...}
dizilerinin ikisi de iraksaktir, fakat toplamlan {a, + b,} = {0,0,0,...} acik olarak 0’a
yakinsar.

Teorem 1’in bir sonucu sudur: 1raksak bir dizinin sifirdan farkli her kati iraksar. Ter-
sine, bir ¢ # 0 i¢in {ca,} dizisinin yakinsadigini varsayin. Bu durumda Teorem1'deki Sa-
bitle Carpim Kuralinda k= 1/c alarak

{1} = {a)

dizisinin yakmsadigim goriiriiz. Béylece, {ca,} yakinsamadik¢a {a,} yakinsayamaz.
Eger {a,} yakinsamazsa {ca,} yakinsamaz.

Asagidaki teorem Bolim 2.2°deki Sandvig Teoreminin dizi versiyonudur. Alistirma
95’te teoremi ispatlamaniz istenmektedir.

TEOREM 2 Diziler iin Sandvic Teoremi

{an}, {bn} ve {c,} reel say1dizileri olsunlar. Belirli bir N indisinden biiyiik her
n i¢in a, = b, = ¢, gegerliyse ve lim,_,., a, = lim,_,., ¢, = L ise, bu durumda
lim,_,.. b, = L olur.
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FIGURE11.3 n —wiken, 1/n — 0 ve
21" — 29 dir. (Ornek 6).

Teorem 2’nin hemen goriilen bir sonucu, |b,| = ¢, ve ¢, — 0 ise, —¢, = b, = ¢
oldugundan b, — 0 olmasidir. Asagidaki drnekte bunu kullaniyoruz.

=

ORNEK 4 Sandvig Teoremini Uygulamak
1/n — 0 oldugunda, asagidakileri biliyoruz.

(a) CO;"—>O ¢linkii —%s co;n S%’
(b) 55 —0 ginkii 0 = 4 = 1
© (~175—0  cinki —3 = (~1)'5 = 5. -

Teorem 1 ve 2’nin uygulanmasi yakinsak bir diziye siirekli bir fonksiyonun uygulan-
masinin yakinsak bir dizi olusturacagini belirten bir teoremle genisletilir. Teoremi ispatsiz
veriyoruz (Alistirma 96).

TEOREM 3 Diziler icin Siirekli Fonksiyon Teoremi

{a,} bir reel say1 dizisi olsun. a, — L ve f fonksiyonu L’de siirekli ve biitiin
a,’lerde tanmiml1 ise, f(a,) — f(L) olur.

ORNEKS5  Teorem 3'ii Uygulamak
V(n + 1)/n—1 oldugunu gosterin.

ozim  (n + 1)/n — 1 oldugunu biliyoruz. Teorem 3’te f(x) = Vx ve L = 1 almak
V(n + 1)/n—V1 =1 verir. ]
ORNEK6 {2/} Dizisi

{1/n} dizisi 0’a yakinsar. Teorem 3’te a, = 1/n, f(x) =2" ve L =0 olarak, 2"/ = f(1/n) —
f(L) =2°= 1 oldugunu goriiriiz. {2'/"} dizisi 1’e yakinsar (Sekil 11.3). ]
"Hopital Kuralini Kullanmak

Asagidaki teorem bazi dizilerin limitini bulmada I’Hopital kuralini kullanmamizi saglar.
Teorem, lim,_,.,a, ile lim,_,, f(x) arasindaki bagintiy1 saglar.

TEOREM 4

f(x)’in her x = ny igin tammli bir fonksiyon oldugunu ve {a,} nin her n = n,
i¢in a,, = f(n) olacak sekilde bir reel say1 dizisi oldugunu varsayin.

Bu durumda,

lim f(x) =L = lim a, = L olur.
xX—00 n—>00

ispat  lim,_,.. f(x) = L oldugunu varsaym. Her pozitif € say1sina karsilik
x>M = |f(x) — L] <€

gerektirmesi gerceklenecek sekilde bir M sayisi vardir.
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N tamsayist M’den biiyiik ve n ‘dan biiyiik veya esit olsun. Bu durumda

n>N = a,=fn ve la,~L|=|f(n)-L|<e m

ORNEK7  L'Hopital Kuralimi Uygulamak

Inn

nlgréo =7~ = 0. oldugunu gosterin.

Cdziim (In x)/x fonksiyonu her x = 1 igin tamimlidir ve pozitif tamsayilarda verilen
diziyle uyusur. Dolayisiyla, Teorem 4’c gore, lim,_,.. (In n)/n, eger varsa
lim,_,.. (In x)/x’e esit olacaktir. L Hépital kuralinin bir kere uygulanist

. Inx . 1/x_g_
dm e = im =y =0
oldugunu gésterir. Buradan lim,,_,., (In #)/n = 0 sonucunu ¢ikaririz. [

Bir dizinin limitini bulmak i¢in U'Hopital kuralin1 kullanirken, genellikle »’ ye stirekli
bir reel degisken gibi davranir ve dogrudan n’ye gore tiirev aliriz. Bu bizi Ornek 7'de
yaptigimiz gibi a,, formiiliinii yeniden yazmaktan kurtarir.

ORNEK8  L'Hopital Kuralii Uygulamak

o2n
nll)rrgo 5, Vi bulun.

Coziim I’Hopital kuralina gore (n’ye gore tiirev alarak)

lim 2 = lim 2102
n—00 57’[ n—>00 5
=00
buluruz. =

ORNEK9  YakinsakLd Belirlemek icin L Hopital Kuralini Uygulamak

n. terimi
a = n+ 1Y)
" n—1

colan dizi yakisar mi1? Yakinsarsa, lim,_,.. a,’yi bulun.

Coziim Limit 17 belirsiz formuna gétiiriir. Once @, nin dogal logaritmasini alarak formu
oo - 0 haline getirirsek, I’Hopital kuralin1 uygulayabiliriz.

lnan=ln<n+1>

n—1

nlnn-l—l
n—1)
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| Faktoriyel Gosterim
n! (“n faktoriyel”) 1°den n’ye kadar olan

tamsayilarin 1 - 2 - 3 - n garpimi1
anlamina gelir
(n+1!=(m+1)-n!olduguna dikkat
edin. Yani

41 =1:2:3-4=24ve
5!=1:2:3-4-5=5-4! = 120 dir.
0!’yi 1 olarak tanimlariz. Faktoriyeller,
agsagidaki tablonun gosterdigi gibi,
eksponansiyellerden bile hizli biiyiirler.

n  e" (yuvarlanmis) n!
3 1
5 148 120
10 22,026 3,628,800

20 4.9 x 108 2.4 % 10"

Bu durumda,

lim Inag, = lim nln<
n—>o0

_ 13 0
= hm =
n—>00 0
. —2/(n -
= lim 72 I’Hopital Kurali
n—>0o0 —l/n
. 2n?
= lim — =2.
n—o0opt — 1

bulunur. In a,, = 2 ve f(x) = ¢" stirekli oldugundan, Teorem 4

a, = elnan_)e2

oldugunu soyler. {a,} dizisi ¢*’ye yakinsar. =
Sik Karsilagilan Limitler

Asagidaki teorem sik sik kargilagilan bazi limitleri vermektedir.

TEOREM 5
Asagidaki alt1 dizi karsilarinda gosterilen limitlere yakinsarlar.
Lonn
1. nli)ngo a =0
2. lim Vn=1
n—>o0
3. limx/"=1  (x>0)
n—>o0
4. lim x" =0 (x| <1)
n—00

5. lim (1 + 2) = ¢*  (herxigin)

n—>00

n

6. lim X =0

n—00 n'

(her x igin)

(3)—(6) formiillerinde, n — o0 iken x sabit kalir.

ispat  Birinci limit Ornek 7 de hesaplanmisti. Sonraki ikisi logaritma alarak ve Teorem
4’1 uygulayarak ispatlanabilir (Alistirma 93 ve 94 ). Diger ispatlar Ek 3°te verilmistir. m

ORNEK 10 Teorem 5'i Uygulamak

(2) —2:0=0
(b) \"/,72 = 0" = (n'"?— (1) = 1

© 3n =3V —1-1=1

Formiil 1

In ("2) _2 Inn
n

Formiil 2

x = 3 ile Formiil 3 ve Formiil 2
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n
(d) (_ ;) — 0 x = 7% ile Formil 4
n n
(e) (n - 2) _ <1 + n2> — 6_2 x =—2 ile Formiil 5
® 12? -0 x =100 ile Formiil 6 u

Tekrarlamali Tammlar
Simdiye kadar, her a,,’yi dogrudan »’nin degerinden hesapladik. Ama diziler genellikle

1. Baslangig teriminin veya terimlerinin deger(ler)i ve

2. Sonraki terimleri kendilerinden 6nce gelen terimlerden hesaplamak igin tekrarlama
formiilii ad1 verilen bir kural verilerek tanimlanir.

ORNEK 11 Tekrarlamali Olarak Tanimlanan Diziler

(@) a;=1vea,=a,_;+ 1 ifadeleri pozitif tamsayilardan olusan 1, 2, 3, ..., n, ... dizisini
tanimlar. a; = lile, a, =a; + 1 =2, a3=a, + 1 =3 vs. buluruz.

(b) a;=1vea,=n-a,_;ifadeleri faktoriyellerden olusan 1, 2, 6, 24, ..., n!, ... dizisini
tanimlar. ;= 11ile,a, =2 -a; =2, a3=3-a,=06,a4=4 - a3 =24 vs. buluruz.

) a=1,a,=1vea,, =a,*a,, ifadeleri Fibonacci sayilari1 denen 1, 1,2, 3, 5, ...
dizisini olusturur. a; =1 vea, =lile,a3=1+1=2,a,=2+1=3,a5=3+2=5vs.
elde ederiz.

(d) Newton yontemini uygulayarak gorebilecegimiz gibi, x, = 1 ve
Xp+1 = X, — [(sinx, — x,,z)/(cos X, — 2x,)] ifadeleri, sin x — x> = 0 denkleminin bir
¢ozlimiine yakinsayan bir dizi tanimlarlar.

Simirli Azalmayan Diziler

Genel bir dizinin terimleri, bazen biiyiiyerek bazen de kiigiilerek, sigramalar yapabilir.
Dizilerin 6nemli 6zel bir gesidi, her bir terimin en az kendisinden onceki kadar biiyiik
oldugu dizilerdir.

TANIM Azalmayan Diziler
Her n igin a, = a,+; Ozelligini tasiyan bir {a,} dizisine azalmayan dizi
denir.

ORNEK 12 Azalmayan Diziler

(a) Dogal sayilardan olusan 1, 2, 3, ..., n, ... dizisi.
123 n

(b) 234 n+1

() Sabit {3} dizisi l

, ... dizisi
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y
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u y
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SEKIL11.4  Azalmayan bir dizinin
terimlerinin bir M {ist sinir1 varsa, limitleri
L = M olur.

Iki tiir azalmayan dizi vardir—terimleri herhangi sonlu bir sinir1 agan diziler ve asmayan-
lar.

TANIMLAR  Sinirly, Ust Sinir, En Kiiciik Ust Simir

Her 7 i¢in a,, = M olacak sekilde bir M sayis1 varsa {a,} dizisi tistten smirlidir.
M sayist {a,} icin bir Gst sinirdir. M sayist {a,} “nin bir tst siurt ise ve M’den
daha kii¢iik bir say1 {a, } i¢in bir iist sinir olamiyorsa M say1si {a, } nin en kiigiik
tist sinirdir.

ORNEK 13 Simirlilik Tanimini Uygulamak
(a) 1,2,3,...,n, ... dizisinin bir {ist sinir1 yoktur.

123 n

(b) E)g)z)"')n_’_l’"
I'den daha kiiciik bir say1 dizinin bir {ist sinir1 olamaz, dolayisiyla 1 en kiigiik iist
sinirdir (Alistirma 113). [

. dizisi ustten M = 1 ile sirhdir.

Ustten sinirl azalmayan bir dizinin her zaman bir en kiigiik alt simir1 vardir. Bu reel
sayilarin, Ek 4’te incelenen, tamlik &zelliginin bir sonucudur. L en kiiglik iist sinirsa,
dizinin L’ye yakisadigini ispatlayacagiz.

(1, ay), 2, @), ..., (n, a,), ... noktalarini xy-diizleminde isaretledigimizi varsayin. M
dizinin bir st sinir1 ise biitlin bu noktalar y = M dogrusu iistiinde veya asagisinda bulu-
nacaklardir (Sekil 11.4). y = L dogrusu bu tip dogrularin en altta bulunanidir. (n, a,)) nok-
talarinin higbiri y = L’nin lizerinde bulunmaz, fakat bazilari, € pozitif bir say1 olmak
iizere, daha alttaki bir y = L — € dogrusunun yukarisinda bulunurlar. Dizi L’ye yakinsar,
¢linkii

(a) n»’nin biitiin degerleri i¢in a, = L’dir ve
(b) e>0ise, ay > L — € olacak sekilde en azindan bir N tamsayis1 vardir.
{a,} nin azalmayan bir dizi olmas1 bize ayrica

hern = N igin a,=Zay>L—¢€

oldugunu soyler. Yani, N inci sayidan biiylik biitiin a, sayilart L’nin € civarinda bulunurlar.
Bu da L’nin {a,} dizisinin limiti olma kosuludur.

Azalmayan dizilerin 6zellikleri asagidaki teoremde Ozetlenmistir. Artmayan diziler
i¢in de benzer bir sonug gecerlidir (Alistirma 107).

TEOREM 6 Azalmayan Dizi Teoremi

Reel sayilardan olusan azalmayan bir dizi, ancak ve yalniz iistten smirli ise
yakinsar. Azalmayan bir dizi yakinsiyorsa, en kii¢iik iist sinirina yakinsar.

Teorem 6, iistten sinirlt azalmayan bir dizinin yakinsak olmasini gerektirir. Dizi iistten
sinirli degilse sonsuza 1raksar.



ALISTIRMALAR 11.1

Bir Dizinin Terimlerini Bulmak

11.1  Diziler

757

1-6 alistirmalarinin her birinde bir {a,} dizisinin z. terimi @, nin for-

miilii verilmektedir. a;, a,, a3 ve a4’iin degerlerini bulun.

1 —n
1. a, =
n nz
(_1)n+1
BT =1
2}’!
5. ay = ontl

4. a, =2+ (-1)

_2"—1

2n

7-12 alistirmalarinin her birinde dizinin ilk terimi veya ilk iki terimi
ile birlikte bir tekrarlama formiilii verilmektedir. Dizinin ilk on terimi-

ni yazin.
7. a1 =1, ay+1 = a, + (1/2")
8. a1 =1, ayr1 = ay/(n+1)

9. a1 = 2, p+1 = (_1)n+1an/2

10. a = =2, a4 = na,/(n + 1)
a=a=1, agw=aata
12. a) = 2, ay = —1,

Bir Dizinin Formiiliinii Bulmak

ap+2 = an+1/an

13-22 alistirmalarindaki dizilerin ». teriminin formiiliinii bulun.

13. 1,-1,1,-1, 1, ... dizisi

14. —1,1,-1, 1,1, ... dizisi

15. 1,4,9,-16, 25, ... dizisi

16. L=y 0" 1625

17. 0, 3,8, 15, 24, ... dizisi

18. -3,-2,-1,0, 1, ... dizisi
19. 1,5,9,13, 17, ... dizisi

20. 2,6, 10, 14, 18, ... dizisi
21. 1,0,1,0,1, ... dizisi

22. 0,1,1,2,2,3,3,4, ... dizisi

Limit Bulmak

Degisen isaretli 1’ler
Degisen isaretli 1’ler
Pozitif tamsayilarin
kareleri, isaretleri
degisiyor.

Pozitif tamsay1larin
karelerinin tersleri,
isaretleri degisiyor.
Pozitif tamsayilarin
karelerinden 1 g¢ikartilmig
—3’ten baslayan
tamsayilar

Her ikinci tek tamsay1
Her ikinci ¢ift tamsay1

Sirayla degisen!’ler ve
0’lar

Her tamsayimin
tekrarlanmasi

23-81 alistirmalarindaki {a,} dizilerinden hangileri yakinsar, hangi-
leri iraksar? Her yakinsak dizinin limitini bulun.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35s.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

55.

57.

59.

an

an

a, =

ay

an

ay

ay

ay

ay

ay

ay

ay

ay

ay

ay

ay

ay

ay

ay

+ (=1)"
=2+ (0.1) 24, g, ="V
1 —2n 2n + 1
= 26. a, = —— =
[+ 20 L~ 3Va

_ g 4
_1475n3 28. anz%

n" + 8n n-+51+6

2 _ _ .3

_n 2n + 1 30.an=1 n2

n—1 70 — 4n

n n 1
=1+ (=1 32.a,= (=1 (1 -5
_(nt1 _1 _(,_ L 1
- ( : )(1 ) 34 q, <2 2”)(3 n zn)
_ =y (1Y
S -1 36. @ =73
_ 2n 1
=\t 38. a, = 0.9y
= sin(% + %) 40. a, = ni cos (nm)
__sinn 42 _ sin’n
~ n .y = on
_n _3
= 44. a, B
In(n + 1

_ (n ) 46. a, = Inn

\/,; In2n
=g/ 48. a, = (0.03)'/"

7\" 1y

:(l‘i‘ﬁ) 50.an=<1—ﬁ>
= V10n 52. a, = Vn?

3 I/ 1/(n+4
=(ﬁ> 54. a, = (n + 4)!/0+4
:lnln 56. a, =Inn —In(n + 1)

nlin

58. a, = /31

W
= V4"

| .
= % (Ipucu: 1/n ile karsilagtirin.)
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60.
62.
64.
66.
68.
70.

72.

74.

76.

78.
80.

82.

83.
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—4)" !
a, = (=4) 6l. a, = n.
n! 10671
3 ! 3 1 1/(Inn)
a, = 2.3 63. a, = (n)

-~ 1\ _(3n+ 1Y)
a,,—ln(l-l—n) 65. a, = (3;171)

n n 1/n
_ n _ X
"”_(n+1) 67'“"‘(2n+1) » x>0

_ _ L n _ 3”'6”
a, = (1 n2) 69. a, Y
(10/11)"
y=-—————— 71. a, = tanh
@ =910y + (11/12)" @ = tamin
= sinh (Inn) 73 = n’ sinl
a, n e n
a, = n(l — cos %) 75. a, = tan ' n
1 (1) 1
a, = ——=tan 'n 77. a, = |5 | +
Vn 3 Vo
1n 1)2%0
ay = Vn*+n 79.a,,=( n)
(Inn)’
a, = 8l.a,=n—Vn:—n
Vn
an = 1

Vi —1-Vn*+n

1 /"1 "
a,,:ﬁ[ ;dx 84. an:[xfpdx, p>1

Teori ve Ornekler

85s.

86.

Bir dizinin ilk terimi x; = 1°dir. Birbirini izleyen her terim kendin-
den 6nce gelen terimlerin toplamidir:

Xpt1 = X1 +xp + 0 X,

Dizi ilk terimlerinden yeteri kadarmi yazarak, x, igin n = 2
degerlerinde gegerli olacak genel bir formiil yazin.

Bir rasyonel say1 dizisi asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

1 a a+ 2b

,T,...,E, at+ b

(VRN

s

N W

1
1

>

Burada paylar bir dizi, paydalar ikinci bir dizi ve bunlarin oranlar
ictincil bir dizi olusturur. x,, ve y, sirastyla n. kesir r, = xn/ ¥, nin
pay ve paydast olsun.

a. x> — 2y12 = —1,x° — 2)/22 = +1 ve daha genel olarak,
a® —2b* =1 veya +1 ise sirasiyla

(a + 2b)* — 2(a + b)> = +1 veya —1,

oldugunu dogrulayin.

88.

89.

. Newton yontemi

b. r, = x,,/ v, kesirleri n arttikga bir limite yaklasir. Bu limit
nedir? (Jpucu: 2 — 2 = +(1/y,)* oldugunu ve y,’nin n'den
kiiciik olmadigimi gostermek igin () sikkini kullanin.

Asagidaki diziler Newton yonteminin

f(xn)

Xp+1 = Xp — f’(x )
n

tekrarlamali formiiliinden gelirler. Diziler yakinsar m1? Yakinsar-
larsa, hangi degere yakinsarlar? Her durumda, ise diziyi iireten f
fonksiyonunu tanimlayarak baslaym.

x,,2—2:x,, 1

a. xo =1, x =x, — — + =
0 5 n+1 n ZX,, 2 Xy,
tanx, — 1
b. xo =1, Xy41 =%, — -5
sec” x,
c. xo=1, xp41=x, — 1

a. f(x)’in [0, 1] araligindaki her x igin tiiretilebildigini ve
f(0) = 0 oldugunu varsaym. a, = nf(1/n) kuraliyla {a,}
dizisini tanimlaym. lim,_,., @, = f'(0) oldugunu gosterin.

(a) sikkindaki sonucu kullanarak asagidaki {a,} dizilerinin limit-
lerini bulun.

% c. a, = n(e/" = 1)

nln(l + %)

Pisagor iicliilleri a”+ b*=¢? ise, a, b ve c¢’den olusan bir pozitif
tamsayilar tigliistine Pisagor iicliisii denir. a bir tek tamsay1 ve

lg] w o[

strastyla @*/2’nin tamsayi taban ve tavanlari olsun.

b. a, = ntan”!

d. a,

2

a. a*+b*=c? oldugunu gosterin (Ipucu: a=2n+ 1 alin ve b ile
¢’yi n cinsinden ifade edin.)



b. Dogrudan hasaplayarak, veya sekle bakarak, asagidaki limiti

bulun
a
2
lim :
a—>00 a2
<]
90. n!in n. kokii

a. lim, oo (2n7)/®" = 1 ve buradan Stirling yaklagimini kul-
lanarak (Boliim 8, Ek Aligtirma 50a)

n’nin biiyiik degerleri igin V! ~ % oldugunu gosterin.

b. (a) sikkindaki yaklagimi n = 40, 50, 60, ..., hesap makineni-
zin izin verdigi kadar ilerleyerek hesaplayin.
91. a. ¢ herhangi bir pozitif sabit olmak tizere, lim,—o(1/n) = 0
oldugunu varsayarak

. Inn
lim —— =0
n—o0 N

oldugunu gdsterin.

b. ¢ pozitif bir sabit ise, lim,—oo(1/n°) = 0 oldugunu ispat-
layin. (Ipucu: € = 0.001 ve ¢ = 0.04 ise, n > N iken
[1/n€— 0| < € olmasim saglamak igin N' ne kadar biiyiik ol-
malidir?)

92. Fermuar teoremi Dizileri i¢in “fermuar” teoremini ispat-
laymn: {a,} ve {b,} ’nin ikisi de L’ye yakinsiyorsa:
ai, b, a2, by, by,

dizisi de L’ye yakinsar.
93. limnaoo% = 1 oldugunu ispatlayin.
94, lim,—oox'/" = 1, (x > 0) oldugunu ispatlayin.

95. Teorem 2’yi ispatlayin. 96. Teorem 3’ii ispatlayin.

97-100 alistirmalarinda, dizinin azalmayan olup olmadigin1 ve listten
sinirlt olup olmadigini belirleyin.

3n+1 _ (2n + 3)!
97'a”_n+1 98'an_(n+l)'
23" 2 1
99. a, = = 100. 0, =2 = 5 = 55

101-106 alistirmalarindaki dizilerden hangileri yakisaktir, hangileri
raksaktir? Yanitlarinizi agiklaym.

101.an=1*% 102.an=n*%

o o
10,0, = 2 104. 0, = 2
105. a, = ((~1)" + 1)(" - 1)

11.1 Diziler 759

106. Bir dizinin ilk terimi x; = cos(1)’dir. Bunu izleyen terimler,
X, = x| veya cos(2), hangisi daha biiyiikse, ve x3 = x, veya cos(3),
hangisi daha biiyiikse, (saga dogru bu sekilde devam eder) dir.
Genel olarak,

X,+1 = max {x,, cos (n + 1)}
ile verilir.

107. Artmayan diziler Her n i¢in a, = a,,, olan bir {a,} say1 dizisi-
ne artmayan dizi denir. Her n i¢in M = a, olacak sekilde bir M
sayist bulunabiliyorsa, {a,} dizisi alttan simirhdir. Béyle bir M
say1sina dizinin alt simir1 denir. Teorem 6°dan alttan smirh artma-
yan bir dizinin yakinsadigini ve alttan sinirli olmayan artmayan
bir dizinin rraksadigini ¢ikarimn.

(Ahstirma 107 'nin devami) Alistirma 107 nin sonucunu  kullanarak,
108-112 alistirmalarindaki dizilerin hangilerinin yakinsadigini, han-
gilerinin raksadigini belirleyin.

n+ 1 1+ Von

108. a, = —; 109. a, = o,
1— 4 4+ 3
10. a, = ——; UL a, = 57—

112. a1 = 1, a4+ = 2a, — 3

113. {n/(n + 1)} dizisinin en Kiisiik iist stnir1 1’dir. M 1°den kiigiik bir
saytysa, {n/(n + 1)}’in terimlerinin eninde sonunda M’yi asacagi-
m gdsterin. Yani, M < 1 ise, herhangi birn > Niginn/(n + 1) > M
olacak sekilde bir N tamsayisi vardir. Her n igin, n/(n + 1) < 1 ol-
dugundan, bu 1’in {n/(n + 1)} igin en kiigiik alt sinir oldugunu is-
patlar.

114. En Kkiigiik iist simirlarin tekligi M, ve M, {a,} dizisinin en ki-
¢iik Gist sinirlart ise, M, = M, oldugunu gésterin. Yani, bir dizinin
iki farkli en kiigiik {ist sinirt olamaz.

115. Pozitif sayilardan olusan bir {a,} dizisinin, iistten sinirliysa, ya-
kinsayacag1 dogru mudur? Yanitinizi agiklayin.

116. {a,} yakinsak bir diziyse, her pozitif € sayisina karsilik,
m>N ve n>N = |amfa,,|<e

gerektirmesi saglanacak sekilde bir N tamsayis1 bulunabilecegini
gosterin.

117. Limitlerin tekligi Dizilerin limitlerinin tek oldugunu ispatla-
yin. Yani, L ve L,, a, — L, ve a, — L, olacak sekilde iki say1 ise
L, = L, oldugunu gosterin.

118. Limitler ve alt diziler Bir dizinin terimleri verilen siralariyla
baska bir dizinin iginde yer aliyorlarsa, ilk diziye ikinci dizi-
nin alt dizisi deriz. Bir {a,} dizisinin iki alt dizisinin farkli
Ly # L, limitleri varsa, {a,} nin raksadigini ispatlayn.

119. Bir {a,} dizisi igin, ¢ift indisli terimler a,;, tek indisli terimler
aye ile gosterilmektedir. ay, — L ve ay — Lise, a, > L
oldugunu ispatlayin.

120. Bir {a,} dizisi i¢in ancak ve yalniz {|a, |} mutlak degerler dizisi
0’a yakinsarsa, dizinin 0’a yakinsayacagini gosterin.
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Limitlerin Hesap Makinesiyle Arastirilmasi

121-124 alistirmalarinda, esitsizligin her » > N igin gegerli olmasini
saglayacak bir N degeri bulmak i¢in hesap makinesiyle deneyler
yapin. Esitsizligin limitin formel tanimiin bir ifadesi oldugunu varsa-
yarsaniz, her durumda hangi dizi ele alinmaktadir ve limiti nedir?

121. | V05— 1| <1073 122. |V — 1] < 1073

123. (0.9)" < 1073 124. 2"/n! < 1077

125. Newton yontemiyle iiretilen diziler Tiiretilebilen bir f(x)
fonksiyonuna uygulanan Newton yontemi bir x, baglangi¢ dege-

riyle baslar ve bundan uygun kosullarda f’nin bir sifirina yakin-
sayan bir {x,} dizisi Giretir. Dizinin tekrarlama formiilii s6yledir:

- f(xn)
JAENA

Xp+1 = Xp

a. fx) = x> — a, a > 0 igin tekrarlama formiiliiniin
X,i1 = (x, + a/x,)/2 olarak yazilabilecegini gdsterin.

b. xo =1 ve a =3 ile baslayarak, sayilar tekrar etmeye baslayin-
caya kadar dizinin birbirini izleyen terimlerini hesaplayimn.
Hangi saytya yaklasilmaktadir. Aciklayn.

126. (Ahstirma 125°in devami.) Alistirma 125°in (b) sikkint @ = 3
yerine a = 2 alarak tekrarlayn.

127. ar/2’nin tekrarlamah bir tanimi x; = 1 ile baslar ve {x,} nin
birbirini izleyen terimlerini x,, = x,,_; + cos x,,_; kural ile tanim-
larsaniz, hizla 77 /2’ye yakinsayan bir dizi iiretirsiniz. a. Deneyin.
b. Asagidaki sekli kullanarak yakinsamanin neden bu kadar hizli
oldugunu agiklaym.

y
COS X

1 n—1

n—1

\Xn -1

128. The Wall Street Journal’mn 15 Aralik 1992 tarihli say1sinin kapak
makalesine gore, Ford Motor Sirketi, ortalama bir aracin kalipla-
rint hazirlamak igin, 1980°deki tahmini 15 saatten diisiik olarak
7 % ig saati harcamaktadir. Japonlar ise 3 % saatte bunu yapmakta-
dirlar.

Ford’un 1980°den beri gosterdigi ilerleme yilda ortalama
%6’l1ik bir azalma gosterir. Bu oran siirekli olursa, » yil sonra
Ford ortalama bir aracin kaliplari i¢in yaklasik

S, = 7.25(0.94)"

saat harcayacaktir. Japonlarin arag bagina 3% saat harcamaya de-
vam ettiklerini varsayarsak, Ford’un onlara yetismesi kag y1l stirer?
Bunu iki yolla bulun:

a. {S,} dizisinin 3.5’tan kii¢iik veya ona esit ilk terimini bulun.

b. f(x) = 7.25(0.94)"in grafigini ¢izin ve Trace kullanarak
grafigin y = 3.5 dogrusunu nerede kestigini bulun.

BILGISAYAR ARASTIRMALARI

129-140 alistirmalarindaki dizilere asagidaki adimlart uygularken bir
BCS kullanin.

a. Dizinin ilk yirmibes terimini hesaplayin ve isaretleyin. Dizinin alt-
tan veya istten bir sinir1 var gibi goziikkmekte midir? Size yakinsar
gibi mi, yoksa 1raksar gibi mi goriinmektedir? Yakinstyorsa, L limi-
ti nedir?

b. Dizi yakinsiyorsa, n = N igin |a, — L| = 0.01 olacak sekilde bir
N tamsayisi bulun. Hangi adimdan sonra terimlerle L arasindaki
uzaklik 0.0001den kiigiik kalir?

130. 4, = (1 + 075>

¢

129. a, =

131. a1 =1, a1 =a, + -

132. a1 = 1, ay4 = a, + (2)

133. a, = sinn 134. a, = n sin%
sin n Inn
135. a, = —— 136. a, = =~
137. a, = (0.9999)" 138. a, = 123456'/"
_ 8771 _ n4l
139. 4, = 140. a, =

141. Bilesik faizler, yatirma ve ¢cekmeler A, miktarinda paray1 yilda
m kere birlestirilen belirli bir yillik » faiziyle yatirirsaniz ve her
birlestirme periyodunun sonunda hesaba sabit bir » miktar1 ek-
lenirse (veya b < 0 ise gekilirse), n + 1 katma periyodundan
sonra elinize gececek para

Apsr = (1 + %)An +b (1)
olacaktir.

a. Ay = 1000, » = 0.02015, m = 12 ve b = 50 ise, ilk 100 (n, 4,)
noktasint hesaplaymn ve ¢izin. 5 yil sonra hesabinizda ne
kadar para olur? {4, } yakinsar mi1? {4,} smirli midir?

b. (a) sikkin1 4, = 5000, » = 0.0589, m = 12 ve b = 50 ile
tekrarlayimn.

c. Dort ayda bir birlestirilen ve yillik %4.5 veren bir mevduat
hesabmma (MH) 5000 dolar yatirir ve MH’ye daha fazla
katkida bulunmazsaniz, 20.000 dolarmmiz olana kadar
yaklasik kag yil geger? Ya, MH yilda %6.25 veriyorsa?

d. Herhangi bir £ = 0 icin, (1) denklemiyle tekrarlanarak
tanimlanan dizinin

k
Ak=(1+%) (A0+m7b)—’”7b @



bagmntisini sagladigi gosterilebilir. 4y,  m ve b sabitlerinin
(a) sikkinda verilen degerleri i¢in, iki dizinin de ilk 50 terimi-
nin degerlerini kargilagtirarak bunun dogrulugunu gosterin.
Sonra, dogrudan yerine koyarak, (2) denklemindeki terimle-
rin, tekrarlama formiilii (1)’ sagladigini gosterin.

142. Lojistik fark denklemi

n+1 = ran(l - an)

tekrarlama bagmntisina lojistik fark denklemi denir ve baslangig

degeri ay verildiginde, denklem {a,} lojistik dizisini tanimlar.

Bu alistirmada ay’1 0 < gy < 1 araliginda, mesela a, = 0.3, sege-

cegiz.

a. r = 3/4 alm. Dizideki ilk 100 terim i¢in (n, a,) noktalarini
hesaplayip isaretleyin. Dizi yakinsiyor gibi midir? Sizce limit
nedir? Limit g, se¢iminize bagli midir?

b. 1 < r < 3 araliginda birkag  degeri secerek, (a) sikkindaki
islemleri tekrarlayin. Araligin ug noktalarina yakin bazi nok-
talar segtiginizden emin olun. Cizimlerinizde gozlediginiz di-
zilerin davranigini tanimlayin.

c. Simdi 7’nin 3 < r < 3.45 araliginmn ug noktalarma yakin
degerlerinde dizinin hareketini inceleyin. » = 3 degerine
catallanma degeri denir ve dizinin araliktaki davranisina
¢ekici 2’li-dongii ad1 verilir. Bunun davranisi neden mantikl
olarak tanimladigini agiklayin.
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. Sonra r’nin 3.45 < r < 3.54 ve 3.54 < r < 3.55 araliklarinin

her birinde ug noktalara yakin degerleri i¢in davranisi arasti-
rin. Dizinin ilk 200 terimini isaretleyin. Kendi kelimeleriniz-
le, c¢izimlerinizde her aralik i¢in gézlediginiz davranisi ta-
nimlayn. Dizi her aralikta kag deger arasinda salinmaktadir?
r=3.45 ve r =3.54 (2 ondalik basamaga yuvarlanmis) deger-
lerine de g¢atallanma degerleri denir, ¢linkdi » bu degerleri
asarken dizinin davranisi degisir.

. Durum daha da ilginglesir. Gergekte, bir 3 < 3.45 < 3.54

<o <c¢,<cu4+1 - catallanma degerleri dizisi bulunur, dy-
lekic, <r<ec,+ icin {a,} lojistik dizisi ¢ekici 2"-dongiisii
adi verilen 2" degerleri arasinda saliir. Dahasi, {c,} catal-
lanma dizisi yukaridan 3.57 ile sinirlidir (yani yakinsar). Bir
r < 3.57 degeri segerseniz, bir gesit 2"-dongiisii gozlersiniz.
r=3.5695 se¢in ve 300 nokta isaretleyin.

. r>3.57 oldugunda neler olacagina bakalim. » = 3.65 se¢in ve

{a,} nin ilk 300 terimini hesaplayip, isaretleyin. Terimlerin
nasil tahmin edilemez, kaotik bir sekilde dolastigina dikkat
edin. a,,; ;’in degerini @, nin degerinden bulamazsiniz.

. r=3.65 icin, birbirine yakin iki a, baslangi¢ degeri secin, or-

negin ay = 0.3 ve ag = 0.301. Her baslangi¢ degeriyle belirle-
nen dizilerin ilk 300 terimini hesaplay1p isaretleyin. Cizimle-
rinizde gdzlediginiz davraniglart karsilastirin. Iki dizide de
ayn1 indisli terimlerin birbirinden uzaklagmasi igin kag terim
ileri gitmeniz gerekir? Arastirmay1 » = 3.75 igin tekrarlayim.
Cizimlerinizin g, se¢iminize gore nasil farklilik gosterdikle-
rini gorebiliyor musunuz? Lojistik dizi baslangi¢ kosulu a,’a
duyarhdir deriz.

Bir sonsuz seri

agta t+a+--t+a, -

gibi bir sonsuz say1 dizisinin toplamidir. Bu bdliimiin amaci boyle bir sonsuz toplamin an-
lamini kavramak ve bunu hesaplama yontemleri gelistirmektir. Bir sonsuz seride toplan-
masi gereken sonsuz tane terim bulundugundan ne elde edildigini gérmek igin sadece top-
lamay1 siirdiirmekle kalamayiz. Bunun yerine, dizinin ilk » terimini toplamak ve orada
durmakla ne elde ettigimize bakariz. [lk  terimin toplami

Sp =ay tay +az+ -+ oa,
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siradan sonlu bir toplamdir ve normal toplama ile hesaplanabilir. Buna n. kismi toplam
denir. Boliim 11.1 de agiklanan, bir dizinin terimlerinin bir limite yaklagmas1 gibi, » biiyii-
diikge kismi toplamlarin giderek bir limit degere yaklagmasini bekleriz.
Ornegin,
1, 1,1 1
1+§+Z+§+R+”.

gibi bir ifadeye bir anlam yiiklemek i¢in baslangictan itibaren her defasinda bir terim
toplar ve bu kismi toplamlarin nasil biiytidiiklerine iliskin bir kalip arariz.

Kismi toplam
icin onerilen

Kismi toplam ifade Deger
Birinci: sp =1 2-1 1
e - 1 _1 3
Ikinci: s> =1+ 5 2 > 5
S 11 1 7
Uglincii: s3 =1+ 2 + Z 2 n 7
_ L 1 _ 1 2" — 1
n sp =1+ 5 + 4 + + 1 2 1 1

Gergekten de bir kalip vardir. Kismi toplamlar 7. terimi

olan bir dizi olustururlar. Bu dizi 2’ye yakinsar, ¢iinkii lim,,_,..(1/2") = 0’dir.

1 1
I+—+—+---+
2 4 2!

+--- sonsuz serisinin toplami1 2’dir

deriz. Bu serinin i¢indeki herhangi bir sonlu toplam 2’ye esit midir? Hayir. Sonsuz sayida
terimi gergekten bir bir toplayabilir miyiz? Hayir. Ama yine de toplamlarini1 n — o0 iken
kismi toplamlar dizisinin limiti olarak tanimlayabiliriz, bu durumda 2 (Sekil 11.5). Diziler
ve limitler hakkindaki bilgilerimiz sonlu toplamlar gergevesinden disartya ¢ikmamizi
saglar.

1 1/4
——

: f——————+—o

0 1 12 /8 2

SEKIL11.5 1, 1/2, 1/4, l/g, ... uzunluklar1 bir bir toplanirken, toplam 2’ye yaklagir.
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TANIMLAR Sonsuz Seriler, n.inci Terim, Kismi Toplam, Yakinsar, Toplam
Bir {a,} say1 dizisi verilmis olsun.

ay +a +ay+---+a, +---
seklindeki bir ifadeye bir sonsuz seri denir. a, sayist serinin n. terimidir.

S1 = ay

kY] a; + ap

n
sn=a1+a2+~--+an=2ak
k=1

ile tanimlanan {s,} dizisine serinin kismi toplamlar dizisi denir. s, sayisi n.
kismi toplam dir. Kismi toplamlar dizisi bir L limitine yakinsiyorsa, seri
yakinsaktir der ve toplamimin L oldugunu soyleriz. Bu durumda, ayrica

)
Gt a o ta o= Sa =L
n=1

yazariz. Serinin kismi toplamlar dizisi yakinsamiyorsa, seri iraksaktir deriz.

Verilen bir a; + a, + -+ + a, + - serisini incelerken, yakinsadigini veya iraksadigim
bilmeyebiliriz. Her iki durumda da serileri

1’den c©’a kadar

0 00
E Ay, 2 ay veya E a, toplam
n=1

= anlasildiginda
yararl bir kisaltma

seklinde yazmak igin sigma gosterimini kullanmak uygundur.

Geometrik Seriler

Geometrik seriler a ve r sabit reel sayilar ve a # 0 olmak iizere,
o0
a+tartar’+-+a" M+ = E:ai’”_1
n=1

seklindeki serilerdir. » oran,

n—1
1 1 1
1+2+4+-~-+<2> + e

serisindeki gibi pozitif, veya

n—1
.1 _ .. 1
1 3+9 +< 3> +

serisindeki gibi negatif olabilir.
r=11ise, (1) denklemindeki serinin #. kismi toplami

sp=a+a(l) +a(1?+ -+ a(1)""' = na,
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olur ve seri 1raksar, ¢iinkii, a’nin isaretine bagl olarak, lim,_,., s, = =eo olur. » = —1 ise,
seri 1raksar, ¢iinkii ». kismi toplamlar a ile 0 arasinda degisip dururlar. |r| # 1 ise, serinin
yakinsakligini veya iraksakligini asagidaki gibi inceleyebiliriz:

s, =a+ar+ar?+ -+ ar!
rs, = ar + ar2 4o arnfl + ar” s,’yi rile ¢arpin.
s,’den rs,’yi ¢ikarm. Sagdaki

_ — _ n K . R,
Sn 7Sy a ar terimlerin gogu birbirini gotiirir.
Sn(l — r) = a(l — r") Carpanlarina ayirin.
a(l —r") T
Sy = ﬁ’ (l" - 1) r# 1 ise, s,’yi ¢ozebiliriz.

|7| < 1ise, n — o iken 7" — 0 (Boliim 11.1°deki gibi) ve s, — a/(1 — r) bulunur. |r| > 1
ise [7”'| — oo olur ve seri iraksar.

|r| < lise,a+ar+ar*+ - +ar" '+ geometrik serisi a/(1 — r)’ye yakinsar.

[o¢]
Elar”_l =15 <
“

|r| = 1 ise, seri iraksar.

Bir geometrik serinin ne zaman yakinsadigini veya iraksadigini ve nereye yakinsadi-
gin1 belirledik. Bundan sonraki birkag bolimde gérecegimiz gibi ¢ogunlukla bir serinin
nereye yakinsadigini bilmeksizin yakinsak oldugunu belirleyebiliriz. Bir geometrik serinin
toplamini veren a/(1 — r) formiilii sadece 230:1 ar" ! ifadesindeki toplama indisi 7 =1
(veya seriyi 220:0 ar” seklinde yazarsak n = 0) ile bagladiginda uygulanabilir.

ORNEK1  n=1ile Baslayan indis

a=1/9 ve r=1/3 ile olusturulan geometrik seri

T s S

oo‘_
\
No)

+ L
T 27

\O\»—*

seklindedir.
ORNEK2  n=0ile Baslayan indis

i(—l)”S_ 5.5 _5
= 4 4716 o4

serisi, a = 5 ve r = —1/4 ile bir geometrik seridir. Bu seri

a 5

[ R Ty7y =

degerine yakinsar.

ORNEK 3  Ziplayan Bir Top

Bir topu a metre yiiksekten diiz bir yiizeye birakiyorsunuz. Top bir £ yiiksekliginden diis-
tiikten sonra her yiizeye garptiginda, bir rh yiiksekligine zipliyor. Burada r pozitif, fakat
1'den kiiciiktiir. Topun yukar1 ve agagi aldigi toplam yolu bulun (Sekil 11.6).
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Coziim Toplam mesafe
s=a+2ar +2ar* +2a+ - =a+ 2ar L+r

l—r:al—r‘

Bu toplam 2ar/(1 —r).

olarak bulunur. Ornegin, a = 6 m ve » = 2/3 ise, toplam mesafe

L) (53
s—61_(2/3)—6<1/3)—30m.
olur.

ORNEK 4 Tekrarlanan Ondalik Basamaklar

Tekrarlanan 5.232323... ondalik basamaklari iki tamsayinin orani olarak ifade edin.
(a)
Coziim
23 23 23
5.232323... =5+~
100 (100)* ~ (100)°
5 5 a=1,
E 23 1 1 r=1/100
5 — el 1 1
° St 00\ T 100 * \T00) *
o
- 1/(1 — 0.01)
° _ 23 1 _ 23 _ 518
N =3%7001099) =7 T 99 7 99 "
o A
© © Ne yazik ki, yakinsak bir geometrik serininki gibi formiiller ¢ok nadirdir ve gogunlukla bir
© © © S . .. . .
© e serinin toplamimin bir tahminiyle yetinmek zorunda kaliriz (bu konu daha sonra ince-
® o ® .@“\O lenecek). Ancak, agagidaki 6rnek toplami kesin olarak bulabildigimiz baska bir durumdur.
o @ ® : ®
® o’ % &7 ORNEK 5  Geometrik Olmayan Fakat Teleskopik Olan Seriler
OO @ 0: 0
_® ® b ’;1 m serisinin toplamini bulun.
) Coziim Kismi toplamlar dizisinde, s, igin bir formiil verecek bir kalip arariz. Anahtar,
_t _1__1
FIGURE11.6  (a) Ornek 3, her ziplamanin n(n + 1) n n+1
yliksekligi bir 7 arpant ile azaltyorsa, kismi kesirler ayrisimindadir. Buradan,
ziplayan bir topun aldig1 toplam yolu % i
hesaplamak igin bir geometrik serinin nasil 1 — (1 _ 1 )
kullanilacagini gostermektedir. (b) Sinm+ 1) A\ o ntl
Ziplayan bir topun stroboskobik bir ve
fotografi.
_(1_1 11 L1y (L1
Sk‘(1 2)+<2 3)+<3 4)+ +<k k+1)
elde edilir. Parantezleri kaldirip, zit isaretli terimleri sadelestirirsek,
1
A

buluruz.
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| Dikkat
Teorem 7, a, — 0 ise S~ a,’nin

yakinsayacagini séylemez. a,, — 0 iken
bir serinin rraksamast miimkiindiir.

Artik, k — oo iken, s, — 1 oldugunu goriiyoruz. Seri yakinsar ve toplami 1°dir. :

(o]

1 _
211(714-1)_1 "

n=1

Iraksak Seriler

Bir serinin yakinsak olmamasinin bir nedeni terimlerinin giderek kiigiilmeyisidir.

ORNEK 6 Her Sayiyr Asan Kismi Toplamlar
(@)

n=1+44+9+ - +n 4+

Mg

1

n

serisi 1raksar, ¢linkii kismi toplamlar her L sayisindan daha biiyiiktiir. » = 1°den sonra,
s,=1+4+9+ - +n? kismi toplam1 n*’den biiyiik olur.

(b)
n+tl_ 2.3 4 n+ 1
n}::l i e BRI e s
serisi 1raksar, ¢linkii kismi toplamlar 6nceden belirlenen her sayiyr asar. Her terim
1’den biiytiktiir, dolayistyla, » terimin toplami n’den biiyiik olur. [

IraksakUk icin n. Terim Testi

2;0:1 a, serisi yakinsaksa, lim,_,., @,’nin sifira esit olmasi1 gerektigine dikkat edin. Ne-
denini anlamak igin, S serinin toplamini temsil etsin ve s, = a; + a, + - + a, de n. kismi
toplam olsun. n biiyiikken, hem s, hem de s, _; S’ye yakindir, dolayistyla farklari, a,, sifira
yakindir. Daha diizgiin olarak,

Diziler igin
An="5n—"Sn-1 - 8§-5=0 Fark Kurali
yazilabilir.

Bunlar asagidaki teoremi getirir.

TEOREM 7

[o¢]
2 a, yakinstyorsa, a, — 0 olur.

n=1

Teorem 7, Ornek 6 da ortaya ¢ikan rraksaklik cesidini belirlemek igin bir teste yol agar.

Iraksaklik icin n. Terim Testi
o0

lim a, yoksa veya sifirdan farkliysa, 2 a, raksar.
n—>00 n=1
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ORNEK7 . terim testini uyqulayarak asagidakileri bulabiliriz:

o0
(a) E n? 1raksar, ¢iinkii n> — oo
n=1

(b) 21 L : I raksar, ¢iinkii L Z 1 —1

(€) > (—1)"*"iraksar, ciinkii lim,—oo(—1)"*" yoktur
n=1
S~ - 1

@ > o _T_l 5 wraksar, ¢linkii lim,—oco o _T_l =570 dir. n
n=1

ORNEK8  a, — 0, Fakat Seri Iraksar.

Terimlerin toplamlar1 1 olan kiimelere gruplandigindan, dolayisiyla kismi toplamlar sinir-
siz olarak biiytidiigiinden

1 1 1 1 1 1 1 1 1
l+2+2+4+4+4+4+-~-+2n+2n+~-~+2n+'~-
2 terim 4 terim 2" terim

serisi 1raksar. Halbuki serinin terimleri sifira yakinsayan bir dizi olustururlar. Bélim
11.3’teki Ornek 1, harmonik serinin de ayni bigimde davrandigini gésterir. [

Serileri Birlestirmek

Elimizde iki yakinsak seri bulunuyorsa, bu serileri terim terim toplayabilir, terim terim
¢ikarabilir veya bunlar1 sabitlerle ¢arparak yakinsak yeni seriler elde edebiliriz.

TEOREM 8
>a, = Ave Xb, = B yakinsak serilerse, asagidaki kurallar gegerlidir.
1. Toplam Kurali: 2(ay + by) = 2a, + 2b, =4+ B
2. Fark Kurali: >(a, — b,) = Xa, — 2b, =4 — B
3. Sabitle Carpim Kurali: >Ska, = kXa, = kA  (Herhangi bir k)
l

ispat  Seriler icin bu ti¢ kural, diziler i¢in verilen Boliim 11.1, Teorem 1°deki benzer kural-
lardan ¢ikar. Serilerin Toplam Kurali’n1 ispatlamak igin,

Ady=ay+a+---+a,, B,=b +b+--+b,
olsun. Bu durumda, X (a, + b,) nin kismi toplamlar1
sp= (a1 + b)) + (@ + by) + -+ (a, + by,)
=(ag+-+a,) + b+ +by)
=4, + B,

olur.
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A, — A ve B, — B oldugundan, dizilerin Toplam Kuralindan s, — 4 + B elde ederiz. Fark
Kurali’nin ispat1 da benzerdir.

Serilerin Sabitle Carpim Kuralini ispatlamak igin, X ka,’nin kismi toplamlarinin,
dizilerin Sabitle Carpim Kuralindan k4’ya yakinsayan

sp = kay + kay + -+ ka, = k(a; + ap +--- + a,) = k4,,

serisini olusturduklarina dikkat edin. [ |
Teorem 8’in sonuglar1 olarak sunlar1 buluruz:

1. Iraksak bir serinin sifirdan farkli sabit bir kat1 iraksar.
2. Xa, yakinsiyor ve X b, iraksiyorsa, hem X (a, + b,) hem de X (a, — b,) iraksar.

Ispatlar1 atliyoruz.

DIKKAT Sa, ve b, serilerinin ikiside iraksak iken 3 (a, + b,) serisinin yakinsayabildi-
gini hatirlayin. Ornegin, Ya, =1+ 14+ 1+ - ve 2b, = (1) + (1) + (-1) + -
iraksarlar oysa 2 (@, + b,) =0+ 0+ 0 + -+ gfira yakinsar.

ORNEK9  Asagidaki serilerin toplamlarimi bulun.

A B

(a) 2 6n 1 = 2
n=1 =

>

o0
| 2 1 Fark Kurali

= — 1 a=1ver=1/2,1/6ile geometrik seriler
1—(1/2)  1-(1/6)
—,_0
5

00
(b) E Sabitle Carpim Kurali

; a=1ver=1/2ile bir geometrik seri
1 - (1/2)

=8 |

Mz
SIS
Il

S
I
(=)
I\J‘._.

Il
N

Terim eklemek veya cikarmak

Bir seriye her zaman, serinin yakinsakligini veya raksakligini degistirmeden, sonlu sayida
terim ekleyebilir veya sonlu saylda terim ¢ikartabiliriz, ancak yakinsaklik durumunda bu
genellikle toplami1 degistirir. E —1 a, yakinsiyorsa, herhangi bir £ > 1 igin, E —xa, de
yakinsar ve

o0 o0
Ean=a1+a2+'~+ak_1+2an
n=1

yazilabilir. Tersten soylersek, Eflozk a, herhangi bir £ > 1 igin yakinstyorsa, E:ozl a, de
yakinsar. Yani,
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11.2  Sonsuz Seriler

<l _1.1 . 1 <1
P e R VN
Y]
m1:<”1)_1_1_1
,124 5 ,; )5 25 125
olur.

Yeniden indisleme

Terimlerinin sirasin1 korudukga, herhangi bir seriyi, yakinsakligin1 degistirmeden yeniden
indisleyebiliriz. indisin baslangig degerini 4 birim yiikseltmek igin, @, nin formiiliinde n
yerine n — h yazin:

ay—p — a; +a2+a3 + .-

n=1+h

Indisin baslangi¢ degerinin 4 birim azaltmak iginse, a, nin formiiliinde n yerine n + h
yazin:

Quyp = a1 T ap + a3 + -

Bu yatay bir kayma gibi ¢alisgir. Bunu, bir geometrik seride » = 1 indisi yerine » = 0 indisi
ile baslamakta gordiik, fakat herhangi baska bir baglangi¢ indisi de kullanabiliriz. Genel-
likle basit ifadeler veren indislemeleri tercih ederiz.

ORNEK 10 Bir Geometrik Seriyi Yeniden indislemek
SIS S|
;2n71—1+2+4+
geometrik serisini
< 1 < 1 < 1
r;]?, };5 s veya hatta n;4 nd

seklinde yazabiliriz. Hangi indislemeyi segersek segelim kismi toplamlar ayn1 kalir.

. 1 1 1 1
n. Kismi Toplamlar Bulmak Stz tas Tt i ey T
1-6 alistirmalarinda, her serinin n.inci kismi toplami igin bir formiil 5 5 5 5
i ini igi et b b
bulun ve bunu, seri yakinsaksa, serinin toplamini bulmak i¢in kullanin. 6 2t2.373.7 nn + 1)
2 2 2 2
L2+5+5+ 5+ +—=—+- e e
39 27 3! Geometrik Terimli Seriler
2 9 9 9 et 9 4. 7-14 alistirmalarinda, her serinin ilk birkag terimini yazarak serilerin
T 100 1002 1003 100" nasil basladigini gosterin. Serinin toplamini bulun.
D D S S S R > (CU S
Bl-g+ gt (D zn—l+ 7.n:0 7 8.;::24”

4.1 -2+4—-8+--+ (=Dt 4.
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9. 3 10. 20(—1)"%

~ 4

3G+ 3) 235 3)
B30 w3 ()
Teleskopik Seriler

15-22 alistirmalarindaki her serinin toplamini kismi kesirler kulla-
narak bulun..

B

11.

16. 2 (2n — 1)(2n +1)

(o]

15. E ( (an — 3)(4n )

- 40n
17.
2 2n — 1D)*2n + 1)

2n + 1
18. ErpE—
S + 1)

19. i(\/ \/nl+71) 20. Z ( Un 1/(1n+1))
21. 2 (1n(n1+ 2) ]n(n1+ 1)>

tan"'(n + 1))

22. E(tanfl(n) —
n=1
YakinsakUlk veya Iraksaklik

23-40 alistirmalarindaki serilerin hangileri yakinsak hangileri 1rak-
saktir? Yanitinizt agiklayin. Yakisak serilerin toplamini bulun.

23. 2 (\1@) 24, 2(\5)

25. (—1)"“% 26. > (—1)""'n
n=1 n=1

27. > cos nmr 28, > SN
n=0 n=0 5

29. > e 30. Eln%
n=0 n=1

3 S 2 2.5 L s
n=1 10" n=0 xn:

33.223;1 34.2(1—%)
n=0 n=1

35.

36.

i
3|
S
=
Mg
EAE

3
I

i n ad n
37.;11n n+1) 38.;1n<2n+1)
» 5 () w3

n=0 n:07T

Geometrik Seriler

41-44 alhistirmalarindaki serilerin her birinde, a ve r’yi bulmak igin
serinin ilk birkag¢ terimini yazin ve serinin toplamini bulun. Sonra

|r] < 1 esitsizligini x cinsinden ifade ederek esitsizligin saglandig1 ve
serinin yakinsak oldugu x degerlerini bulun.

41. i(—l)"x" 42. E( 1)"x2"

n=0 =

<[ x 1Y - (=1 1 "
43 ,;)3( ) Z (3 + sinx)

45-50 aligtirmalarinda, verilen geometrik serinin yakinsak oldugu x

degerlerini bulun. Ayrica, x’in bu degerlerinde serilerin toplamini
(x’in bir fonksiyonu olarak) bulun.

45. > 2"x" 46. D (—1yx >
n=0 n=0

47. D (=1)"(x + 1) 48. > (—%) (x = 3)"
n=0 n=0

50. > (Inx)"
n=0

49, i sin” x
n=0
Tekrarlanan Ondalik Basamaklar

51-58 alistirmalarindaki sayilarin herbirini iki tamsayinin orani olarak
ifade edin.

51. 0.23 = 0.232323...

52. 0.234 = 0.234 234234 ...

53. 0.7 = 0.7777 ...

54. 0.d=0.dddd ... d bir basamaklidir.
55. 0.06 = 0.06666 . ..

56. 1.414 = 1.414414 414 ...

57. 1.24123 = 1.24 123 123 123 ...
58. 3.142857 = 3.142857 142857 ...

Teori ve Ornekler
59. Ornek 5°teki seri
< 1 < 1
2 e+ Zuynea
olarak da yazilabilir. Bu seriyi (a) n =-2, (b) n=0, (¢) n =15 ile
baslayan birer seri olarak yazn.
60. Ornek 6°daki seri

(o) [ee]

5 5

Zunin Y ZarDnr
olarak da yazilabilir. Bu seriyi (a) n =—1, (b) n =3, (¢) n =20 ile
baslayan birer seri olarak yazin.

61. Sifirdan fakli terimlerden olusan ve toplamlart
a. 1 b. -3 c. 0
olan sonsuz seriler kurun.

62. (Alstrma 61’in devami) Istediginiz sayiya yakinsayan sifirdan
farkli terimli sonsuz bir seri kurabilir misiniz? Ag¢iklayin.

63. Ornekle, Xa, ve Xb, yakinsak olsa ve higbir b, sifir olmasa
bile, > (a,/b,) ’nin raksayabilecegini gosterin.



64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

>a,b, nin AB’ye esit olmadan yakinsayabileceZini gosterecek
yakinsak 4 = Xa, ve B = Xb, geometrik serisi bulun.

Ornekle, A = Ja,, B = 3b, # 0 olsa ve hicbir b, sifir olmasa
bile, X(a,/b,)nin A/B’den farkli bir sayiya yakinsayabilecegini
gosterin.

Ya, yakmstyorsa ve her 7 igin a, > 0 ise, (1/a,) hakkinda bir
sey sOylenebilir mi? Yanitinizi agiklayin.

Iraksak bir seriye sonlu sayida terim eklerseniz veya iraksak bir
seriden sonlu sayida terim c¢ikarirsaniz ne olur? Yanitinizi
aciklaym.

>a, yakinsak ve X b, iraksaksa, terim-terim toplamlar1 >(a, + b,))
hakkinda bir sey soylenebilir mi? Yanitiniz1 agiklaym.

Asagidaki kosullarda, 5 sayisma yakinsayan bir Sar”!
geometrik serisi kurun.
a. a=2 b. a = 13/2.
l+el+e? +e¥+---=9
olmasini saglayacak b degerini bulun.

Hangi  degerlerinde

L+2r+ 72+ 20+ + 277 0+

sonsuz serisi yakinsar? Yakinsak serinin toplamini bulun.

Yakinsak bir seri yerine s, kismi toplamlarindan birini yazmanin
verecegi (L — s,,) hatasinin ar’" /(1 — ) oldugunu gdsterin.

Bir top 4 m yiikseklikten birakilmaktadir. 2 metrelik yiikseklikten
kaldirima her carptiginda 0.754 yiiksekligine sigramaktadir. Topun
asag1 ve yukari aldig1 toplam mesafeyi bulun.

(Alistirma 73 ’iin devami) Alistirma 73’teki topun hareket ettigi
toplam _siireyi saniye olarak bulun. (Jpucu: s = 4.9/ formiilii
t= Vs/4.9 verir)

Asagidaki sekil bir kareler dizisinin ilk besini gostermektedir. En
distaki karenin alant 4 m?dir. Diger her kare kendinden 6nceki
karelerin kenarlarinin orta noktalari birlestirilerek olusturulmus-
tur. Tiim karelerin alanlarinin toplamini bulun.

Asagidaki sekil yarim ¢ember siralarindan olusan bir dizinin ilk
ii¢ sirasint ve dordiincii sirasinin bir boliimiinii géstermektedir. 7.
sirada yarigaplari 1,2" olan 2" yarim gember vardir. Tiim yarim
¢emberlerin alanlarinin toplamini bulun.
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77. Helga von Koch’un Kkar tanesi egrisi Helga von Koch’un kar

tanesi egrisi sonlu bir alan1 sinirlayan sonsuz uzunluklu bir egri-

dir. Bunun neden boyle oldugunu anlamak igin, egrinin kenarlar

1 uzunlugunda olan bir eskenar tiggenle baslatildigini varsayin.

a. n. egri C,’nin uzunlugu L,’yi bulun ve lim,,_,., L, = ©0
oldugunu gosterin.

b. C,’nin cevreledigi 4, alanimni bulun ve lim,_,., 4,’yi
hesaplayn.

1. Egri
2. Egri

3. Egri 4. Egri

78. Asagidaki sekil 220:1 (1/n?) *nin 2’den kiigiik oldugunun formel
olmayan bir ispatint verir. Ne oldugunu agiklaym. (Kaynak:
“Convergence with Pictures ”, PJ: Rippon, American Mathemati-
cal Monthly, Vol. 93, No. 6, 1986, s. 476-478.)
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11.3

integral Testi

TARIHSEL BiYOGRAFI

Nicole Oresme
(1320-1382)

Elimizde bir 2a,, serisi varsa, iki soru sorariz:
1. Seri yakinsar mi1?
2. Yakinsarsa, toplami nedir?

Bu boliimiin geri kalaninin ¢ogu ilk soruya ayrilmistir ve bu béliimde, floo f(x) dx ge-
nellestirilmis integralinin yakinsakligina bir baglant1 kurarak, bu soruyu cevapliyoruz. Fa-
kat pratik bakimdan, ikinci soru da ayn1 derecede 6nemlidir ve buna daha sonra donecegiz.

Bu ve bundan sonraki iki alt boliimde, negatif terimler icermeyen serileri inceleyece-
giz. Bu kisitlamanin nedeni, bu serilerin kismi toplamlarinin azalmayan diziler olugturma-
st ve lstten sinirlt azalmayan dizilerin daima yakinsamasidir. (Boliim 11.1, Teorem 6). Te-
rimleri negatif olmayan bir serinin yakmsadigini gostermek igin, sadece kismi
toplamlarinin iistten sinirli olduklarint géstermemiz gerekir.

Bu yaklasimin s6z konusu serinin toplamini bulmadan yakinsakligini belirlemesi, ilk
bakista bir ¢ekingenlik yaratabilir. Elbette, serilerin toplamlarini dogrudan kismi toplam-
larin formiillerinden hesaplamak daha iyidir. Fakat birgok durumda, bu tip formiiller bulu-
namaz ve bunlarin yoklugunda, 6nce yakinsakligi dogrulamak, sonra da toplama yaklagim
yapmaktan olusan iki adimli isleme dénmek zorunda kaliriz.

Azalmayan Kismi Toplamlar

Ezozl a,’nin, her n igin a,, = 0 olacak sekilde bir sonsuz seri oldugunu varsayin. Bu durumda,

her kismi toplam kendinden 6ncekine esit veya ondan biiytiktiir, ¢iinkii s,,.; = s, + a,, dir:
SI=89=S853= =8, S =

Kismi toplamlar azalmayan bir dizi olusturduklarindan dolayi, Azalmayan Dizi Teoremi

(Bolim 11.1, Teorem 6) serinin ancak ve yalniz kismi toplamlart iistten sinirliysa yakinsa-
yacagint soyler.

Teorem 6'nin Sonucu

Negatif terimler igermeyen bir 2211 a, serisi ancak ve yalniz kismi toplamlari
iistten sinirliysa yakinsar.

ORNEK 1 Harmonik Seri

o0
1 _ 1,1 1
n;ﬁ_ IL+g+g+tgt
serisine harmonik seri denir. Harmonik seri iraksar, fakat ». Terim Testinden dolay1
degildir. n.inci terim, 1/n, sifira gider fakat seri yine de rraksaktir. Iraksamanin nedeni
kismi toplamlarinin bir st sinirinin olmamasidir. Nedenini anlamak igin, serideki terim-
leri asagidaki sekilde gruplandirin:

L, (1,1 r,r, 1.1 SN SEPURTINS H R
1+2+(3+4>+(5+6+7+8)+<9+10+ +16>+




y
- (1, (1)
flx) = ;lz'nin grafigi
1 .
v (2,£2))
L 1
37 (3,3) =
/ L oufy
4 /
0 1 2 3 4 'nfln... *

SEKIL11.7  f(x) = 1/x%nin grafigi
altindaki dikdortgenlerin alanlarinin
toplami grafigin altindaki alandan
kiigiiktiir (Ornek 2).

| Dikkat
Yakinsaklik durumunda serinin ve

integralin degerlerinin ayn1 olmasi
gerekmez. Ornek 2°de gordiigiimiiz gibi,
Saei(1/n?) = 72/6 iken

flm(l/xz) dx =1 dir.
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[lk iki terimin toplami 1.5’tir. Sonraki iki terimin toplamu ise, 1/4 + 1/4 = 1/2’den biiyiik
olan 1/3 + 1/4’tiir. Bundan sonraki dért terimin toplami ise, 1/5 + 1/6 +1/7 + 1/ 8dir ki,
bu da 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 = 1/2den biiyiiktiir. Sonraki sekiz terimin toplami
1/9+1/10 + 1/11 + 1/12 + 1/13 + 1/14 + 1/15 + 1/16'dir ki, bu da 8/16 = 1/2'den
biiyiiktiir. Daha sonraki 16 terimin toplam1 16/32 = 1/2°den biiyiiktiir ve toplam bdyle de-
vam eder. Genel olarak, 1/2"* ! ile biten 2" terimin toplam, 2"/2" *! = 1 /2’den biiyiiktiir.
Kismi toplamlar dizisi iistten simrh degildir: n = 2¥ ise, s, kismi toplami k/2’den biiyiiktiir.
Harmonik seri 1raksar. [

integral Testi

Integral Testini harmonik seriyle iliskili, fakat n. terimi 1/n yerine 1/n*> olan bir seriyle
tanitacagiz.

ORNEK2  Asagidaki seri yakinsar mi?
< | 1,1, 1 1
S=ld it gttt
,;,,2 4797 16 )

Cizim  X,— (1 /n*)’nin yakinsakligini, floo(l /x?) dx ile karsilastirarak belirleriz. Karsi-
lagtirmay1 yiiriitmek igin, serinin terimlerini f(x) = 1/x*> fonksiyonunun degerleri olarak
diisiiniir ve bu degerleri y = 1 /x* egrisinin altindaki dikdértgenlerin alanlari olarak yorum-
lariz.
Sekil 11.7°den goriildiigi gibi,
1 1 1 1
SHZF'F;'F?'F'“'F;
fQ) + f(2) + f3) + -+ f(n)

<f(1)+/12dx
1 X
1

<1+/ 72611)(?
1 X

<l+1=2.

Boliim 8.8, Ornek 3’te oldugu
geel
gibi, [, (1/x%) dx = 1 dir.

bulunur. Yani, 220211 /n*nin kismi toplamlart {istten sirhdir (2 ile) ve seri yakinsar.
Serinin toplami1 72 /6 =~ 1.64493"tiir (Boliim 11.11 de Alistirma 16’ya bakin). [

TEOREM9  integral Testi

{a,} pozitif terimli bir dizi olsun f, herx = N (N pozitif bir tamsay1) i¢in x’in
stirekli, pozitif ve azalan bir fonksiyonu olmak iizere, a, = f(n) oldugunu
varsaym. Bu durumda, -y a, serisi ve /, AC;O f(x) dx integralinin ikisi de ya
yakinsar, ya da 1raksar.

ispat Testi N =1 igin kullanacagiz. Genel N degerleri igin ispat benzerdir.
f’nin, her » igin f(n) = a, olmak iizere, azalan bir fonksiyon oldugu varsayimiyla ise
baslariz. Bu bizi, Sekil 11.8(a)da, alanlar1 ay, a, ..., a, olan dikdortgenlerin, birlikte,



174 Biiliim 11: Sonsuz Diziler ve Seriler

y x = l'den x = n + 1’e kadar y = f(x) egrisinin altinda kalan alandan daha fazla alan
kapladiklarii gézlemeye gotiiriir. Yani,
n+l
/ f)dx =a; +a + -+ a,.
1
Sekil 11.8(b)de, dikdortgenler saga dogru degil, sola dogru yerlestirilmislerdir. Bir @ i¢in
0 x ilk dikdortgeni géz ardi edersek,
n
y a2+a3+--'+an5/f(x)dx
1
RN oldugunu goriiriiz. a,’1 de eklersek,
ay y=fo a1+a2+---+an5al+/f(x)dx
@ ay 1
| an | x  buluruz. Bu iki sonucu birlestirmek
0 1 2 3 n—1n .
(b) / f(x)dx5a1+a2+-~~+an£a1+/f(x)dx
1 1

SEKIL11.8  Integral Testinin kosullarina verir. Bu esitsizlikler her # igin gegerlidir ve n — 00 iken de gegerli kalirlar.

(o] . .
uygun olarak, > ,—;a, serisi ve
Jif(x) dx integralinin ikisi de ya

yakisar, ya da rraksar /100 f(x) dx sonlu ise sag taraftaki esitsizlik Xa,’nin sonlu oldugunu gosterir.

floo f(x) dx sonsuz ise sol taraftaki esitsizlik > a,’nin sonsuz oldugunu gosterir.
Dolayisiyla, seri ve integralin ikisi de ya sonludur, ya da sonsuzdur. [

ORNEK3  p-Serisi

p-serisinin (p reel bir sabit) p > 1 ise yakinsayacagini, p = 1 ise iraksayacagini gosterin.

Cizim  p > lise, f(x) = 1/x”, x’in pozitif azalan bir fonksiyonu olur.

OOl [e'e] x_p+1 b
= P = lim |-+——
[ = [ a2

L gim (=1
1 = pp—soo \pP~!

L(O —1) = 1 p—1> 0 oldugundan
-p

-1 b—ooiken B! > o

oldugundan, integral Testine gore seri yakinsaktir. p-Serisinin toplammin 1/(p — 1) ol-
madigini vurguluyoruz. Seri yakinsaktir fakat hangi degere yakinsadigini bilmiyoruz.
p<lise,1—p>0ve

1 1
[ xfpdxz I _pbli)rréo(blfp— 1) = o0,

olur. Integral Testi’ne gore seri raksaktir.
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p = 1l ise, (1raksak) harmonik seriyi buluruz:

LS SIS S
Lty g+ o+t
p > 1i¢in yakinsaklik vardir, fakat bagka her p degeri icin 1raksaklik bulunur. ]

p = 1 ile p-serisi harmonik seridir (Ornek 1). p-Serisi Testi harmonik serinin ancak
zorbela 1raksadigini gosterir; p’yi 6rnegin 1.000000001 e yiikseltirsek seri yakinsak olur!
Harmonik serinin kismi toplamlarinin sonsuza gitmesinin yavashg: etkileyicidir.
Ornegin, harmonik serinin kismi toplamlarinin 20’yi asmasi igin yaklasik 178,482,301
terim gerekir. Hesap makinenizle bu kadar ¢ok terimi toplamak birka¢ hafta siirerdi.

(Ayrica, Alistirma 33b’ye bakin)
ORNEK 4 Yakinsak Bir Seri

1
1n2+1

serisi, Integral Testine gore yakinsar. f(x) = 1/(x* + 1) fonksiyonu x = 1 igin pozitif,
siirekli ve azalandir, ve

o
/ dx = lim [arctan x]ll7
1

Mg

X
Il

x2+1 b—0o0

lim [arctan b — arctan 1]
b—00

w m w

2 4 4

tiir. Yine serinin toplaminin 7 /4 olmadigini vurguluyoruz. Seri yakinsaktir, fakat toplami-

nin degerini bilmiyoruz. ]

Ornek 4’teki serinin yakimsakligi, =1/n® serisiyle karsilastirma ile de gergek-
lenebilirdi. Karsilastirma testleri bundan sonraki boliimde incelenmektedir.

ALISTIRMALAR 11.3

YakinsakUlk veya Iraksaklig Belirlemek 10. > Ann s % 23 4"5i }
1-30 alistirmalarindaki serilerin hangileri yakinsar, hangileri raksar? ";2 \/’; ”;‘ ”;'
Yanitlariizi agiklaym. (Bir yanit1 kontrol ederken, bir serinin yakin- 13. E —2 14. 2 1 15. 2 2"
sakligmi veya iraksakligini belirlemenin birden fazla yolu oldugunu ont 1 =t12n—1 aintl
hatirlayin) o0 o0 00 n
- . . 16. > ! 3V 18. S (1 +%>
1 n n n=1 \/l;(\/;l + 1) n=2 Inn n=1
L. ; 2. De 3>
n=1 10 n=1 a=1n + 1 < 1 0 1
00 ) ) 19. m 20. "
4.3 5 5. 3 6. > -2 nzl (In2) ,;1 (In3)
e = Vn iV sy WM s
SIS S =8 < Inn TS ) Vindn — 1 " & n(1 + Inn)
(AP 8 2} p 9. 22 B

B
Il
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23.

25.

27.

29.
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Mz
S
s
=

I|—

24,

Mz
S
w1
=}
NI

3
[l
£
I

26.

Mg
+ |
o
IS4
[\7E
+ o
o
B

3
Il

Mg
oo =
S

M

NE

3 28.
=1 1+n a=1n°+ 1
o0 [e0)
2 sech n 30. 2 sech’ n
n=1 n=1

Teori ve Ornekler

31 ve 32 alistirmalarindaki seriler, yakinsiyorlarsa, hangi a deger-
leri i¢in yakinsarlar?

31.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

< a 1 < 1 2a
,;(n—FQ n+4) 32';()1—1 n+1)

a. Sekil 11.7 ve 11.8deki gibi sekiller gizerek, harmonik serinin
kismi toplamlarinin asagidaki esitsizlikleri sagladigimi gosterin.

NI

rl+11 1
ln(n+1)=/ ydx =1+ 4+

Sl+/%dx=l+lnn.
1

b. TIraksadigini bildigimiz halde, harmonik serinin raksakliginin
gozlemsel bir delili yoktur. Sadece kismi toplamlar g¢ok yavas
biiytirler. Ne demek istedigimizi anlamak igin, 13 milyar yil
once, evrenin yaratildig giin s, = 1 ile basladigimizi ve her sa-
niye yeni bir terim eklediginizi varsayin. Bir yilin 365-giin ol-
dugunu kabul edersek, bugiin s, kismi toplami1 ne kadar olur?

E;O:l(l /(nx))’in yakinsak oldugu bir x degeri var midir? Yaniti-
niz1 agiklayin.

E:O:I a, pozitif sayilardan olusan 1raksak bir seriyse, her » icin,
b, < a, olacak sekilde bir 2211 b, pozitif say1 serisinin bulu-
nacagl dogru mudur? Pozitif sayilarin bir “en kiiclik” iraksak
serisi var midir? Yanitiniz1 agiklayin.

(Alistirma 35°in devami) Pozitif sayilarin bir “en bilyiik” yakinsak
serisi var midir? Yanitiniz1 agiklayin.

Cauchy siklagtirma testi. Cauchy siklastirma testi sunu soyler:
{a,} 0’a yakinsayan, pozitif terimli ve artmayan (her n igin
a, = ay+1 ) bir dizi olsun. Bu durumda, ancak ve yalniz >2"ap»
yakinsiyorsa, >a, yakinsar. Mesela, > (1/n) 1raksar, ¢iinki
>2"-(1/2") = X1 1raksar. Testin neden ise yaradigim agikla-
yin.

Aligtirma 37°deki Cauchy siklastirma testini kullanarak asagida-

kileri gosterin.
[o 0]

a. raksar;

S nlnn

1 . .
e P > 1 ise yakinsar ve p = 1 ise raksar.

Mg

n=1

39. Logaritmik p-serisi

a. Ancak ve yalniz p >1 ise

< dx
5 x(Inx)?
integralinin yakinsak oldugunu gosterin.
b. (a) sikkindaki sonug

(p pozitif bir sabit)

3

1
% n(lnn)?

serisinin yakinsaklig1 hakkinda ne sdyler? Yanitiniz1 agiklayin.

40. (Alstirma 39 un devami.) Alistirma 39’un sonucunu kullanarak

asagidaki serilerden hangilerinin yakisak oldugunu ve hangile-
rinin 1raksadik oldugunu belirleyin. Her durumda yanitinizi des-
tekleyin.

a >

= n(Inn) =R
1 <
C. —_— d.
=5 nln (n?) nzz n(lnn)?

41. Euler sabiti Sekil 11.8°deki gibi grafikler n artarken

S|~

toplamu ile

Inn = / %dx
1

integrali arasindaki farkta fazla bir degisiklik olmayacagini belir-
tir. Bunu arastirmak icin, asagidaki adimlart izleyin.

a. Teorem 9’un ispatinda f(x) = 1/x alarak

In(n +1) =1 T Y
2 n
veya
1 1
0<In(n+1)—lnn=1 +§+~~-+ﬁ—lnnsl
oldugunu gosterin. Yani,

an=l+%+-~-+%—lnn

dizisi alttan ve tstten sinurlidir.

1 n-H1
n+l<l ydx=In(n+ 1) — Inn

oldugunu gosterin ve bu sonucu kullanarak (a) sikkindaki
{a,} dizisinin azaldigin1 gosterin.
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Alttan smirli azalan bir seri yakinsak oldugundan (Bolim 11.1, diger 6zel sayilarin aksine, vy igin daha basit formiilasyon kuralli
Alistirma 107), (a)'da tanimlanan a,, sayilart yakinsar: bir ifade bulunamamastir.

1
1+§+-~-+ﬁ—lnn—>y.

42. Integral testini kullanarak

_ 2
Degeri 0.5772..., olan vy sayisina Euler sabiti denir. 7 ve e gibi Ee "

11.4

serisinin yakinsadigini gosterin.

Karsilastirma Testleri

TARIHSEL BiYOGRAFI

Albert of Saxony
(ca. 1316-1390)

Geometrik serinin, p-serisinin ve birkag¢ bagka serinin yakinsakliklarinin nasil belirlenece-
gini gordiik. Daha birgok serinin yakinsakligini, terimlerini yakinsakligi bilinen bir seri-
nin terimleri ile karsilagtirarak test edebiliriz.

TEOREM 10 Karsilastirma Testi

> a, negatif terim igermeyen bir seri olsun.

(a) N herhangi bir tamsay1 olmak tizere her n > N igin, a, = ¢, olacak sekilde
yakinsak bir X ¢, serisi varsa X a, serisi yakinsaktir.

(b) N herhangi bir tamsay1 olmak tizere her n > N i¢in a, = d, olacak sekilde
negatif terim igermeyen 1raksak bir X d, serisi varsa, > a, serisi iraksaktir.

ispat  (a) sikkinda, 3 a,’nin kismi toplamlari iistten
o0
M=a1+a2+~-+aN+ EC,,
n=N+1

ile siirlidir. Dolayisiyla, bir L = M limitiyle azalmayan bir dizi olustururlar.
(b) sikkinda, Xa,’nin kismi toplamlari tistten sinirh degildir. Smirli olsalardi,
> d,’nin kismi toplamlar1

M=di+dy+ - +dy+ D a,

n=N+1

ile smurli olurlardi ve X d, iraksamak yerine yakinsardi. [

ORNEK1  Karsilagtirma Testini Uygulamak

()

serisi raksaktir. Ciinkii; 7. terimi

5 _ 1
5n — 1

raksak olan harmonik serinin n.inci teriminden biiyiiktiir.
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(b)

(©)

< | 1 1 1
2 i e T T TR
serisi yakinsaktir. Clinkii; biitiin terimleri pozitiftir ve

1+2%=1+1+%+§+---

serisinin karsi gelen terimlerinden kiigiik veya esittir. Sol taraftaki geometrik seri
yakinsaktir ve

°°1_ 1 -
P b R py; Rk

tiir. 3°iin, ,—( (1/n!) serisinin kismi toplamlari igin bir iist simr olmasi serinin 3’e
yakinsamasi anlamina gelmez. Boltim 11.9'da gorecegimiz gibi seri e’ye yakinsar.

s+24dpg e ! I !

n n b
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serisi yakinsaktir. Bunu gérmek i¢in ilk ti¢ terimi ihmal ederiz ve kalan terimleri,

yakinsak olan 220:0(1 /2") geometrik serisinin terimleri ile karsilastiririz. Budanmisg
serinin  1/(2" + \/1;) terimi, geometrik serinin kars1 gelen 1/2" teriminden kiigiiktiir.
Terim terime
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2+V1 4+V2 8+\V3

karsilastirmasini goriiriz. Dolayistyla, Karsilagtirma Testinin bir uygulamasina gore
budanmis seri ve orijinal seri yakinsaktir. |

1
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Limit Kargilastirma Testi

Simdi, 6zellikle a, genel terimi »’nin rasyonel fonksiyonu seklinde olan seriler igin kul-
lanigh bir kargilagtirma testi tanitacagiz.

TEOREM 11 Limit Karsilastirma Testi
Her n = N (N bir tamsay1) i¢in a, > 0 ve b, > 0 oldugunu varsayin.

An

1. lim bf = ¢ > 0 ise, Xa, ve 2 b, nin ikisi birden yakinsak veya iraksaktir.
n—>00

2. lim % = 0 ise ve X2 b, yakinsak ise, > a,’de yakinsaktir.
n—>0o0

3. lim D _ o ise ve >, b, raksak ise, > a, de 1raksaktir.

oo by
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ispat (1) sikkini ispatlayacagiz. (2) ve (3) siklar1 Alistirma 37(a) ve (b)’ye birakilmustur.
¢/2 > 0 oldugundan, her 7 igin

e=c/2,L =cve a,yerine

a,/b, alinmig olarak limit

C
n>N = =
2 tanimi

-

saglanacak sekilde bir N tamsayis vardir. Dolayisiyla n > N igin,

c ay c
25, T2
c ay 3¢
2%, =2

c 3¢
()<< ()

bulunur. >, yakinsak ise, >(3¢/2)b, de yakinsaktir ve Dogrudan Karsilastirma Testine
gore Xa, de yakinsakti. Xb, waksak ise, X(c/2)b, de iraksaktir ve Dogrudan
Kargilagtirma Testine gore > a, de iraksak olur. L]

ORNEK2  Limit Karsilastirma Testini Kullanmak

Asagidaki serilerin hangisi yakinsar, hangisi iraksar?

3.5 7 9 - 2n + 1 - 2n+1
@ 3*+9% 16" 25 ,;l(n+1)2 ,,21112—}—2}14-1

IS S S DR < B
) [ H3+g g5t = 2o

1+2In2 1+3In3  1+4In4 =1 +nlnn
© 9 tg T +"'_n§2 2+ 5
Coziim

(@) a,= (2n+ 1)/(n* + 2n + 1) olsun. Biiyiik »n degerleri icin, a,’nin 2n/n* = 2/n gibi
davranmasini bekleriz, dolayistyla b, = 1/n aliriz.

o0 001
};bn: >

n=1
raksak oldugundan ve

. ay . 21’12 +n
lim — = lim —~ =
n—o00 0y, n—ocop” + 2p + 1

oldugundan, Limit Karsilastirma Testinin 1. kismina gére X a, wraksaktir. b, = 2/n’yi
de olabilirdik, fakat 1/n daha basittir.
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(b) a,=1/(2"— 1) olsun. Biiyiik n degerleri igin, @, ’nin 1/2" gibi davranmasimi bekleriz,

dolayisiyla b, = 1/2" aliriz.

yakinsak oldugundan ve

lim —
n—>0o0 bn

Shi= 3
n=1 n=1

n

Jim

lim — L
oo 1 — (1/27)
1

oldugundan, Limit Karsilagtirma Testinin 1. kismina gére > a, yakinsaktir.

(©

a, = (1+ n In n)/(n* + 5) olsun. Biiyiik n degerleri igin, a,’nin (n In n)/n* = (In n)/n

gibi davranmasimi bekleriz, ki bu n = 3 igin 1/n’den biiyiiktiir, dolayistyla b, = 1/n

aliriz.

n

raksak oldugundan ve

. ay
lim —
o b,

oldugundan, Limit Kargilastirma Testinin 3. kismina gore X a, iraksaktir.

< Inn
ET/Z

n=1n

ORNEK 3

yakinsar mi1?

Coziim

Mg

2

b

- 1
=3

n=2

n+ n’lan

lim
n?+5

n—>00

(0.¢]

In n herhangi bir pozitif ¢ sabiti i¢in n“den daha yavas biyidiigii i¢in (Bolim

11.1, Alistirma 91), yeterince biiyiik » degerleri igin

Inn
032

n'/4 1

w32

n5/4

olmasini bekleriz. Gergekten de, a, = (In n)/n*? ve b, = 1/n°/* alarak

. an
lim —
n—so0 by,

I’Hopital Teorisi

buluruz. b, = 2(1/n%*) (p > 1 ile bir p-serisi) yakinsak oldugundan, Limit Karsilas-
tirma Testinin 2. kismina gore, > a, yakinsak olur.
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Yakinsaklik veya Iraksakligi Belirlemek

1-36 alistirmalarindaki serilerden hangileri yakinsar, hangileri irak-

sar? Yanitlarinizi agiklayin.
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Teori ve Ornekler

37. Limit Karsilastirma Testinin (a) 2. kismin1 ve (b) 3. kismini ispat-

laym.

11.5

‘1+2+3+-+n

n*(n — 2)(n* + 5)

Kok ve Oran Testleri

38. 2:11 a, negatif olmayan sayilardan olusan yakinsak bir seri ise,
35 -1 (a, / n) i¢in ne sdylenebilir ? Agiklayim.

39. n = N (N bir tamsay1) i¢in, a,, > 0 ve b, > 0 oldugunu varsayin.
lim,,_,., (a,,/ b,) = ® ve Xa, yakinsak ise, > b, hakkinda bir sey
sOylenebilir mi? Yanitinizi agiklayin.

40. Xa, negatif olmayan sayilardan olusan yakinsak bir seri ise,
>a,nin de yakinsak oldugunu ispatlayin.

BILGISAYAR ARASTIRMALARI

41.

i 1

=i ndsin’n
serisi 1raksak mi1 veya yakisak mi hala bilinmemektedir. Bir BCS
kullanarak, asagidaki adimlari izleyip serinin davranigini arastirm.

a.

1
S =
‘ ,,21 n’ sin® n
kismi toplamlar dizisini tanimlayin. £ — o iken s, nin limitini
bulmaya kalkarsaniz ne olur? BCS’niz bu limit i¢in kapali bir
ifade verir mi?

b. Kismi toplamlar dizisinin ilk 100 (%, s;) noktasin isaretleyin.
Noktalar yakinstyor gibi mi? Limitin ne olmasini beklersiniz?

c. Sonra ilk 200 (k, s;) noktasini isaretleyin. Davranisi kendi
kelimelerinizle tartigin.

d. 1k 400 (k, s;) noktasmi isaretleyin. k = 355 iken ne olur?
355 / 113 sayisini hesaplaym. Hesabinizdan k£ = 355°de ne ol-
dugunu agiklaym. £’nin hangi degerleri i¢in bu davranisin tek-
rarlanmasini beklersiniz?

Mazes for the Mind by Clifford A. Pickover, St. Martin’s Press,
Inc., New York, 1992°de bu seri hakkinda ilging bir tartisma bula-
caksiniz.

Oran Testi, a, , 1/a, oramni inceleyerek, bir serinin biiyiime (veya azalma ) oranim olger.
Bir Sar" geometrik serisi igin, bu oran bir sabittir ((a” " ')/(ar") = r), ve seri ancak ve yal-
niz oran1 mutlak degerce 1'den kiigiikse yakinsaktir. Oran Testi bu sonucu genisleten kuv-
vetli bir kuraldir. Bunu bir sonraki sayfada Karsilagtirma Testini kullanarak ispat edecegiz.
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TEOREM 12 Oran Testi
> a, pozitif terimli bir seri olsun ve
lim 2t =
n—00 Ay p-

oldugunu varsayin. Bu durumda,

(a) p < lise, seri yakinsar.
(b) p > 1 veya p sonsuz ise, seri waksar.

(¢) p=1ise, test sonugsuzdur.

ispat
(@) p<1.r pilel arasinda bir say1 olsun. Bu durumda € = r — p sayis1 pozitiftir.
Ap+1 N
a, p

oldugundan, 7 yeterince biiyiikken, mesela her n = N igin, a, . |/a, oran1 p’nun €
civarinda bulunmalidir. Ozel olarak

Ap+1
ay

<p+e=r, n=Nign

olur. Yani,
an+1 < ray,
2
ay+2 < ray+1 < r-ay,

3
ay+3 < ray+z < r-ay,

ay+m < ray+m-1 < r"ay.

Bu esitsizlikler serimizin terimlerinin, N. terimden sonra » < 1 orani ile bir geometrik
serinin terimlerinden daha hizli sifira yaklastigini gosterir. Daha kesin olarak,
n=1,2,...,N iginc,=a, ve cys| =ray, Cy+y=rdy ..., Cx+m ="ay, ... olacak
sekilde bir X ¢, serisini diigiiniin. Her 7 igin, a, = ¢, dir ve

00
>
n=1

(23] +a2+~~+aN_1 +aN+raN+r2aN+---
=a+a+--+ayg +ay(l+r+ri+--)

olur. 1 + 7+ r* + - geometrik serisi yakinsaktr, ¢iinkii | » | < 1'dir, dolayisiyla ¢,
yakinsak olur. a, = ¢, oldugundan, X a, de yakinsak olur.

(b) 1 < p = oo, Bir M indisinden sonra,

Ap+1
ay

> 1 ve ay < ay+1 < Ay < -

olur. Serinin terimleri n sonsuz olurken sifira yaklasmazlar ve seri n. Terim Testin-
den dolay1 iraksar.
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© p=1

- 1 - 1
nzlﬁ ve 272

liqm nt1 _ 1/(n + 1) =" 5
A0 e T T T
=0 an Y1 .V
E—zlcm: = = —1° =1
n=1nNn n 1/1’[2 n+1

iki durumda da, p = 1°dir, ama yine de birinci seri rraksarken ikincisi yakinsar. ]

Oran Testi genellikle bir serinin terimleri #’yi igeren ifadelerin faktoriyellerini veya n.

kuvveti alinmis ifadeleri igerdigi zaman etkilidir.

ORNEK1  Oran Testini Uygulamak
Asagidaki serilerin yakisakligini arastirin.

- 2" + - (2n)! < 4"nln!
@ 2= ) 20 © 2

Coziim
(@) oo (2" + 5)/3" serisi igin,

@V 491 2tes 1 (2450 122
1+5-27") 731 3

Ap+1

a T @ 453 3 2+5 3
Seri yakinsar, ¢iinkii p = 2/3, 1'den kiigiiktiir. Bu serinin toplaminin 2/3 oldugu an-

lamina gelmez. Gergekten de,

L S (2) < 5 1 5 21
,ZO 3" 25 3 ,;)3” 1-(2/3)  1-(1/3) 2
bulunur.

olur ve

(b) a, = (2n)! ise, 0 zaman a,+; = (21 + 2)
T "L+ Di(n + 1))

ap+1 _ nln!(2n + 2)(2n + 1)(2n)!

n (n+ D!(n+ 1)!(2n)!
_ @2n+2)2n + 1) _4n+2_)4
T+ Dr+1)  ntl

buluruz. Seri raksar, ¢linkii p =4, 1°den biiyiiktiir.

(©) a,=4"n'n!(2n)! ise,
a1 A+ DIn+ 1D (2n)!

an " (2n + 2)2n + 1)(2n)! 4'nn!

A+ D(n + 1) _Z(n-l-l)_)l
C2n+2)2n+ 1) 2n+1

olur.
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Limit p = 1 oldugu igin, Oran Testinden serinin yakinsak olup olmadigini anlaya-
mayiz. Ancak, a, . |/a, = (2n +2)/(2n + 1) oldugunu fark ettigimizde, a, . ,’in her za-
man a,’den biiyiik oldugu sonucunu ¢ikaririz, ¢iinkii (27 + 2)/(2n + 1) her zaman
1'den biiytktir. Dolayistyla biitiin terimler a; = 2’ye esit veya ondan biiyiiktiir ve
n — o0 iken, n. terim sifira gitmez. Seri raksar. ]

Kok Testi

>a, i¢in simdiye kadar gordiigiimiiz yakinsama testleri a,,’nin formiilii oldukga basitken
ige yarar. Fakat agagidaki durumu diisintin.
n/2",  ntek

127, nift olsun. Y a, yakinsar mi?

ORNEK2  a, = {

Coziim Serinin birkag terimini yazariz.

< 1,1 .3 1.5 1.7
=+ S5+ S5+t St
,;1 2t 22 22 2t 2 20 2T
. r 3 1.5 b7
"2t it s T et T ts T
Bu, kesin olarak bir geometrik seri degildir. » — o0 iken, n. terim sifira yaklasir,
dolayisiyla serinin iraksayip iraksamadigimi bilmiyoruz. Integral Testi pek umut verici
goriinmemektedir. Oran Testi

tek
ap+1 _ 2n e
a,
L ; I , ncift
verir. n — 00 iken, oran biiylik ile kii¢lik degerler arasinda degisir ve bir limiti yoktur. So-
ruya yanit verecek (seri yakinsar) bir test Kok Testidir. [
TEOREM 13 Kok Testi

>a, ,n = Nigin, a, = 0 olacak sekilde bir seri olsun ve

lim \Va, = p

n—00
oldugunu varsaym. Bu durumda,

(a) p < 1ise, seri yakinsar.

(b) p > 1 veya p sonsuz ise, seri waksar.

(¢) p=1ise, test sonugsuzdur.

ispat

(@) p < 1. p+e<1olacak kadar kiigiik bir € > 0 segin. \'Vai,, — p, oldugundan, \"/a:
terimleri eninde sonunda p’ya €'dan daha yakin olurlar. Diger bir deyisle,

n=Miken Va,<p+e

olacak sekilde bir M = N indisi bulunur.
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n=Mic¢in a,<(p+e)

oldugu da dogrudur. Simdi, 3,—,, (p + €)" oram (p + €) < 1 olan bir geometrik
seri, yakinsar. Kargilagtirmayla, E:O: m a, de yakinsar ve

00 00
Ean=a1+~~-+aM_1+ Ean
n=1 n=M

yakinsar.

(b) 1 < p = oo. Bir M indisinden biiyiik olan biitliin terimler igin, \"/aj > 1 buluruz,
dolayistyla n > M igin a, > 1 olur. Serinin terimleri sifira yakinsamaz. n. Terim Tes-
tine gore seri 1raksar.

(© p=1.3,21(1/n)ve 3,2 (1/n%) serileri, p =1 iken, testin sonugsuz oldugunu gos-
terir. i1k seri 1raksar ve ikinci seri yakinsar, fakat iki durumda da \"/a: —1 dir m

ORNEK3 Kok Testini Uygulamak

Asagidaki serilerin hangisi yakinsar, hangisi iraksar?

@3S” 32 @ i( 1 >
n=1 2" n=1 }12 n=1 I +n

Coziim
IR ST— e Xt (VP
a 2 yakmnsar, ginki /55 o 5 5 .

o0
2" Y 2 2
b = 1rak k = = = > 1.
(b) ; 2 wraksar ¢linkii 2 (%>2 — i

o0 n n
1 W 1o 1 _ 1
(¢) ';1 <1 T n) yakinsar, ¢linkii <1 n n) “T+n_ 0<1. [

ORNEK2  Devami

{n/2”, n tek
a, =

1/2n n Qlft olsun. Ean yakmsar mi?

Cozim Kok Testini uygulayarak

\n/a*n: {%/2, n tek

1/2, ngift

buluruz. Dolayisiyla,

olur. \/n— 1 oldugundan (Bolim 11.1, Teorem 5), Sandvi¢ Teoreminden
limnﬁoo\'yain = 1/2 buluruz. Limit 1'den kiigiiktiir, dolayisiyla Kok Testine gore, seri
yakinsar. [
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ALISTIRMALAR 11.5

YakinsakUlk veya Iraksakligi Belirlemek 32. 4= 5 a. - %an
1-26 alistirmalarindaki serilerin hangileri yakinsar, hangileri iraksar? L +1
Yanitlarinizi agiklaym. (Yanitlarinizi kontrol ederken, bir serinin ya- 3B.a0=1, ayr = %an
kinsaklik veya iraksakligini belirlemek igin birden fazla yol olabilece-
50t hatir] 34 _1 _ntlnn
gini hatirlayim.) ST Gl T 0 O
00 n\ﬁ 5S) , 1
1. - 2. Dnle™ 35. 0=, a1 = Va,
n=1 2 n=1 3
> s n! 36 — l — ( )n+1
[P . aj ,  Ay+1 ay
3. ;n e 4. r; 107 2
o) 00 2"n!n!
10 A _snn
5. > T 6. > (” n 2) 3@ =)
n=1 n=1
(3n)!
< 2+ (=1) - (—2) 38. a, =
AD> %5) 8 > ( 3,,) 7 (e + D)l(n + 2)!
. n=1

B
Il

o0 3\" o0 1) 39-44 alistirmalarindaki serilerin hangileri yakinsar, hangileri irak-
9 21 (1 - ) 10. 21 1= %) sar? Yanitlarinizi agiklayin.
[o0] [o9) n ')n < (n!)n
Inn (In n) 3. 3 40.
11. 273 12. E 7 E n)2 ; n(,,Z)
n=1 N =1 N 0
S (11 (1 1Y n S 42. "
13. ,,2::1 n ;) 14. ,,2::1 7 ;) nZl 2(n) nzl (2")2
0 s 0 13«---+2n—1
Inn nlnn 43. (2n )
15. > 16. X~ = 42"
n=1 n=1
00 0 °° 1.3.....(2,,,1)
(n+ D +2) - 44.
P 18. 2 O T Y
- (n +3) - 12"(n + 1)! L
LA TR 20 3 Teori ve Ornekler
0 al > 45. p-serilerinde ne Oran ne de Kok Testleri yararli olur. Bu testleri
21. 27(% Y 22. };? E |
23. i " 24, i —r il
i= (Inn)" =2 (In n)®/?
serisinde deneyin ve iki testin de yakinsaklik hakkinda bilgi ver-
00 o ay y y g
5. S % 26. > izn medigini gosterin.
= a=in

46. Ne Oran Testinin ne de Kok Testinin asagidaki serinin yakinsakli-

27-38 alistirmalarindaki formiillerle verilen E;,“;la,, serilerinin g1 hakkinda bilgi vermedigini gésterin.

hangileri yakinsar, hangileri iraksar? Yanitlariniz1 aciklayin.

<« 1
2 > (p sabit)
1 + sinn =5 (Inn)
27. a1 =2, a1 = n
_ on n asal bir say1 ise
1 + tan”! _ w2 ‘
28. a1 =1, ay4; = #an 47. a, {1/2,,’ diger olsun.
1 3n — 1
29. a; = 3 Gl =5 s > a, yakinsar m1? Yanitinizi agiklayn.
n
30. a; = 3, au+; =
31. ay = 2 ap+1 = ﬁa,,
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Alterne Seriler, Mutlak ve Kosullu Yakinsaklik

Terimleri sirayla pozitif ve negatif olan serilere alterne seriler denir.
Asagida bunlara ti¢ 6rnek vardir:

_1n+l
1—%+%—%+%—---+%+--- (1)
1,1 1 (ZL"4
24 l—s+ g—gt ot 2
1 =243 —-4+5-6+-+(=1)"n+-- 3)

Alterne harmonik seri denilen (1) serisi, birazdan gérecegimiz gibi, yakinsaktir. r =—1/2
orantyla bir geometrik seri olan (2) serisi —2/[1 + (1/2)] =—4/3’e yakinsar. (3) serisi 1raksaktir
¢linkii; #. terim sifira yaklagmaz.

Alterne harmonik serilerin yakinsakligini1 Alterne Seri Testini uygulayarak gdsterecegiz.

TEOREM 14 Alterne Seriler Testi (Leibniz Teoremi)

o]

E(_l)nJrlun =u —up+u3 — Uy + -

n=1
serisi asagidaki ii¢ kosulu da saglanirsa yakinsar:
1. u,’lerin hepsi pozitiftir.
2. Hern = Nigin u, = u,, 'dir. (N bir tamsay1).
3. u,—0.

Ispat 1 bir cift tamsay ise, mesela n = 2m, ilk n terimin toplam1

Som = (uy —up) + (uz — ug) + -+ (Uam—1 — tam)

up — (uy — uz) — (ug — us) — - — (Uam—2 — Uz—1) — Uop.

olur. i1k esitlik s,,,’nin negatif olmayan terimlerin toplami oldugunu gosterir, ¢iinkii paran-
tez igindeki her terim pozitif veya sifirdir. Dolayisiyla, 55, + » = s, dir ve {s2,} dizisi
azalmayandir. [kinci esitlik s,,, = u; oldugunu gosterir. {s,,} azalmayan ve iistten sinirli
oldugundan, bir limiti vardir, mesela
lim Som = L [4]
m—>00
n bir tek tamsay1 ise, 6rnegin n = 2m + 1, ilk n terimin toplami s,,, + | = 2, + U + 1
olur. u,, — 0 oldugundan,
lim Um+1 — 0
m—>00

olur ve m — o0 iken,
Som+1=Som T lhgy+1 > L+0=L (5)

bulunur. (4) ve (5)’in sonuglarini birlegtirmek lim s, = L verir (B6lim 11.1,
—00
Aligtirma 119). ! [
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ORNEK1  Alterne harmonik seri

o _1\nt1 l — _ l l — l e
;( g =1-5+3-4+
N =1 ile Teorem 14’iin ii¢ kosulunu saglar; dolayisiyla yakinsar. [ |

Kismi toplamlarin geometrik bir yorumu (Sekil 11.9), N =1 ile Teorem 14’iin {ig
kosulu saglandiginda bir alterne serinin L limitine nasil yakinsadigini gostermektedir.
(Alistirma 63 sizden N > 1 durumunu resmetmenizi isteyecektir.) x-ekseninin orijininden
baslayarak, s; = u; pozitif mesafesini belirtiriz. s, = u; — u,’e karsilik gelen noktay1 bul-
Uy mak igin, u,’ye esit bir mesafe geri gideriz. u, = u; oldugundan, orijinden daha geriye
gidemeyiz. Serideki isaretlere gore ileri veya geri giderek bu testere sekline devam ederiz.
Fakat n = N igin, her ileri veya geriye adim bir 6nceki adimdan daha kisadir (veya en fazla

—U,

+uy

Py
0 s, s4 L 53 5 * ayni boydadir), ¢linkii u,, ; ; = u,,’dir. Ve n. terim n arttik¢a sifira yaklastigi icin, ileri veya
geri dogru attigimiz adimlar giderek kiigiiliir. L limitinin ¢evresinde saliniriz ve salinimin
SEKIL11.9  N=1 icin Teorem 14’iin genligi sifira yaklasir. L limiti herhangi iki ardisik s, ile s, ; | toplam1 arasinda bulunur ve
hipotezlerini saglayan bir alterne serinin dolaystyla s,’den farkiu, . 'den daha kiiciik olur.
kismi toplamlar1 bastan itibaren limite iki n = Nigin | L-s, | <u,.

taraftan yaklasir.

oldugundan, yakinsak alterne serilerin toplamlar1 hakkinda yararli tahminler yapabiliriz.

TEOREM 15 Alterne Seriler Tahmin Teoremi
E,O,ozl (—1)"*lu,, alterne serisi Teorem 14’{in ii¢ kosulunu sagliyorsa,
n = N igin

Sp=up —uy + -+ (—1)" Ny,

kismi toplami L’ye, mutlak degeri u,.,;den, ilk kullanilmayan terimin
degerinden daha kiiciik bir hatayla yaklasimda bulunur. Dahasi, L — s, kalaninin
isareti, kullanilmayan ilk teriminkiyle aynidir.

Kalanin isaretinin dogrulanmasini Alistirma 53’e birakiyoruz.
ORNEK2  Teorem 15°i toplamim bildigimiz bir seride deneyelim:

o0
P30 SR GUN S NI SR SRS SR S R S
D e I TN R Rl T R

Teoreme gore, seriyi sekizinci terimde kesersek, pozitif ve 1/256°dan kiigiik olan bir mik-
tar1 atmig oluruz. 1k sekiz terimin toplami 0.6640625’tir. Serinin toplam1

1 1 2

- (-1/2) 32 3

olarak bulunur. Fark, (2/3) — 0.6640625 = 0.0026041666... pozitiftir ve
(1/256) = 0.00390625’ten daha kiigiiktiir. [
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Mutlak ve Kosullu Yakinsaklik

TANIM Mutlak Yakinsaklik

>|a,| mutlak degerler serisi yakinsak ise > a, serisi mutlak olarak
yakinsar (veya mutlak yakinsaktir).

r . 1r_ 1. ..
l—5+7-3g+

geometrik serisi mutlak olarak yakinsar, ¢iinkii kendisine karsilik gelen

mutlak degerler serisi yakinsaktir. Alterne harmonik seri mutlak yakinsak degildir. Kendi-
sine kars1 gelen mutlak degerler serisi (iraksak) harmonik seridir.

TANIM Kosullu Yakinsaklik
Yakinsak olan, fakat mutlak yakinsak olmayan bir seri kosullu yakinsaktir.

Alterne harmonik seri kosullu yakinsaktir.

Mutlak yakisaklik iki nedenden dolay1 énemlidir. 1k olarak, pozitif terimli serilerin

yakinsaklig1 igin iyi testlerimiz vardir. Ikincisi, bir seri mutlak olarak yakinsak ise, yakin-
saktir. Bu agagidaki teoremin temelidir.

TEOREM 16 Mutak Yakinsaklik Testi

o0

2 |a, | yakinsak ise, Ean de yakinsaktir.
n=1

n=1

ispat Her 7 icin,
—|a,| = a, = |a,|dir. Dolayisiyla 0 < a, + |a,| =< 2|a,|

olur. 3,2 |a,|yakimsak ise, 3,1 2| a,| de yakinsaktir ve Dogrudan Karsilastirma Testine
gore, negatif olmayan 3~ (a, + |a,|) serisi de yakinsak olur. Artik a, = (a, + |a,|) — |a,|.
esitligi >,= a, serisini iki yakinsak serinin farki olarak ifade etmemize izin verir:

00 ] [e] 00
2 an= 2 + || = la]) = X (an +an]) = X Jaul.
n=1 n=1 n=1 n=1

Dolayisiyla, 220:1 a, yakinsaktir. [
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DIKKAT Teorem 16°y1 her mutlak yakinsak serinin yakinsadigim sdyleyecek sekilde
yeniden ifade edebiliriz. Ancak, bu ifadenin tersi dogru degildir: Cogu yakinsak seri mut-
lak olarak yakinsamaz (Ornek 1°deki alterne harmonik seride oldugu gibi).

ORNEK3  Mutlak Yakinsaklk Testini Uygulamak

(a) E(_l)wrl % =1- % + % - % + .-+ ’e karsilik gelen mutlak degerler serisi
n=1 n
sOyledir:
S RIS B B B
;n2—1+4+9+16+

Asil seri yakinsaktir, ¢linkii mutlak degerler serisi yakinsaktir.

2 sin n sin 1 sin 2 sin 3

(b) > -1 T4 T T serisine karsilik gelen
n=1 N 0 2 i
S sinn| _ [sinl] [sin2] 4o
n=1 712 1 4 ’

mutlak degerler serisi, 2;,";1 (1/n?) ile karsilastinldiginda, yakinsar, ¢iinkii her 7 igin
[sinn| = 1dir. Asil seri mutlak yakinsaktir; dolayisiyla yakinsaktir. ]

ORNEK 4  Alterne p-serileri
Pozitif bir p-sabiti i¢in {1/n”} dizisi, limiti sifir olan azalan bir dizidir. Dolayisiyla

< (=D 1,1
S Tl wt

n=1

alterne p-serisi yakinsaktir.
p > 1 ise, seri mutlak yakinsaktir. 0 < p = 1 ise, seri kosullu yakinsak olur.

1 1 1
Kosullu yakinsaklik: l-——+——-—+ -
V2 V3 Va4
. 1 1 1
Mutlak yakinsaklik: 1 - W W — E + . -

Serileri Yeniden Diizenlemek

TEOREM 17 Mutlak Yakinsak Seriler icin Yeniden Diizenleme
Teoremi

220:1 a, mutlak yakimnsak ise ve by, by, ..., b,, ... {a,} dizisinin herhangi bir
diizenlenisi ise, > b, de mutlak yakinsaktir ve

o0 o0
by = a
n=1 n=1

dir.

(Ispatm bir taslag1 igin Alistirma 60°a bakin.)
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ORNEK5  VYeniden Diizenleme Teoremini Uygulamak
Ornek 3’te gordiigiimiiz gibi

1 1
7+...+(_1)”172+...
n

1
1=4%9 16

_1
4

serisi mutlak yakisaktir. Serinin terimlerinin olasi bir yeniden diizenlenisi pozitif bir te-

rimle baslayabilir, sonra ilk negatif terim gelebilir, daha sonra ii¢ pozitif terim, sonra dort

negatif terim, vs: Ayni isaretli k terimden sonra, zit isaretli £ + 1 terim alin. Boyle bir seri-

nin ilk on terimi sdyledir:

1 1 1 1 1

1
25749 736 64 100 144 7T

1 1 1
I T
Yeniden Diizenleme Teoremi iki serinin de ayni degere yakinsadigini sdyler. Bu drnekte,
baslangigta elimizde ikinci seri olsaydi, ve yapabilecegimizi bilseydik, muhtemelen onu
birinciyle degistirmekten mutluluk duyardik. Daha iyisini de yapabiliriz: ki serinin her
birinin toplami1 ayn1 zamanda

,;1 (2n — 1)? 21 (2n)?
farkina esittir. (Alistirma 61°e bakin.) [

Kosullu yakinsak bir serinin sonsuz sayida terimini yeniden diizenlersek, orijinal
serininkinden ¢ok farkli sonuglar elde edebiliriz. Bir 6rnek asagidadir.

ORNEK 6 Alterne Harmonik Seriyi Yeniden Diizenlemek

us

+ 11

1 1 1 1 1 1
1° TeT7T8To 0 I

NI
W |—

1
t3

N —

Alterne harmonik serisi 1raksayacak veya daha onceden belirlenmis bir toplam verecek
sekilde yeniden diizenlenebilir.

(@) .21 (=1)""Yn’yi waksayacak sekilde yeniden diizenlemek. 2[1/(2n = 1)] serisi
+o0’a, 2(—1/2n) serisi ise —o0’a 1raksar. Tek sayili terimler dizisinin neresinden
baglarsak baslayalim, her zaman keyfi derecede biiyiik bir toplam elde edecek kadar
cok pozitif terim toplayabiliriz. Benzer sekilde, negatif terimlerle de, nereden
baslarsak baglayalim, her zaman mutlak degeri keyfi derecede biiyiik bir negatif
toplam elde edecek kadar birbirini izleyen ¢ift sayili terim toplayabiliriz. Eger is-
tersek, Ornegin +3’ten daha biiylik bir toplam elde edene kadar tek sayili terimler
toplayabilir ve yeni toplami1 — 4’ten kiiglik yapacak sekilde yeterli sayida birbirini
izleyen negatif terimlerle devam edebiliriz. Sonra yeni toplami1 +5’ten daha biiyiik ya-
pacak sayida pozitif terim toplar ve birbirini izleyen kullanilmamis negatif terimler
ekleyerek toplami —6’dan kiigiik yapabiliriz, vs. Bu sekilde, uzamalari iki tarafta da
keyfi derecede biiyiik yapabiliriz.

M) .21 (=1)""Yn i I'e yakinsayacak sekilde yeniden diizenlemek. Baska bir olasilik
da belirli bir limitte odaklanmaktir.1’e yakinsayan toplamlar elde etmeye ¢alistigimizi
varsayin. Birinci terim, 1/1’le baslar ve bundan 1/2 ¢ikaririz. Sonra 1/3 ve 1/5 ekle-
riz, ki bunlarin toplami 1 veya 1°den biiyiik yapar. Sonra toplam 1°den az olana kadar
birbirini izleyen negatif terimler ekleriz. Bu sekilde isleme devam ederiz: Toplam
1'den kiiciik ise, toplam 1 veya daha biiytlik olana kadar pozitif terimler ekleyin; sonra
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toplam yeniden 1°den kiiglik olana kadar terim ¢ikarin (negatif terimler ekleyin). Bu
islem sonsuz olarak siirdiiriilebilir. » — o iken, asil serinin hem tek say1l1 hem de ¢ift
say1lt terimleri sifira yaklastig1 igin, kismi toplamlarimizin 1’1 astig1 veya 1’in altina
diistiigii miktar sifira yakinsar. Yeniden diizenlenmis seri su sekilde baslar:

r r, 1,1 1. 1.1 1, L L_l+L+L_L

I 2 3t s st te T st T 3 T8 T T 1T T 10
1 L_L B SR S S .
Tt T2 3t s 1At 16 =

Ornek 6°da gosterilen davranis sekli herhangi bir kosullu yakisak seride olabilecek-
lerin bir 6rnegidir. Bu nedenle, kosullu yakinsak bir serinin terimlerini daima verilen sira-

da toplamaliyiz.
Su ana kadar serilerin yakinsaklig1 ve 1raksaklig1 igin birkag test gelistirdik. Ozet ola-

rak:

n. Terim Testi: a, — 0 olmadikga seri 1raksar.
Geometrik seri: X ar” serisi, | 7| < 1 igin yakinsak; aksi halde 1raksaktir.
p-serisi: > 1/n” serisi p > 1 i¢cin yakinsak; aksi halde raksaktir.

Bw =

Terimleri negatif olmayan seriler: Integral Testini, Oran Testini veya Kok

Testini deneyin. Karsilagtirma Testine gore, bilinen bir seri ile karsilastirma-

y1 deneyin.

5. Baz terimleri negatif olan seriler: X |a,|yakinsak midir? Evet ise mutlak
yakinsaklik yakinsakligi gerektirdiginden > a, de yakinsaktir.

6. Alterne seriler: Alterne Seriler Testinin kogullarini saglarsa > a, yakinsak-

tir.
- . iad ad (0.1)"
Yakinsaklik veya Iraksakligi Belirlemek 13 (=1 12, S-Sy
1-10 alistirmalarindaki serilerin hangileri yakinsak, hangileri irak- ”;01 "o’ol ,
saktir? Yanitlarinizi agiklayin. 13. E (_1),,L 14, 2 (-1
= | i | \/ 1+ Va
n+1 n+l
1. 21(—1) 3 2. 21(_1) S 2( aon i !
= = 15. )" 16. =)
i sy i +1 10" ) n’+ 1 "21( : 2’
3. (=1 <*) 4. (=1 = 0
n=l 10 n=1 n't 17. E(—l)”n 3 18. > (—1y St
o0 1 e Inn n=1 n=1
5. > (-1t 6. > (—1)1==2 o0 ®
& Inn = g 19. S (—1y2En 20. (1
< Inn s 1 = St n=2 In (n3)
7. 2(_1)'”17 8. El(_l)”ln(l + ﬁ) io:( ) 1+ n i (_2)n+l
n= 21. -1 — 22.
2 n
. \/ £ & 3Va 1 =t n =t mES
9. E( 1) 10. > (-1t ———— o0 o )
A=l Vi +1 23. S (—1)m*(2/3)" 24. > (-1 (V10)
n=1 n=1
Mutlak Yakinsaklk 0 tan~" n 0 !
. . . 25. (-1 26. D> (=1 ——
11-44 alistirmalarindaki serilerden hangileri mutlak yakinsak, hangi- = n?+1 = nlnn

leri iraksaktir? Yanitlarinizi agiklayin.



27.

- n N . Inn
E(_l) n+1 28. E( b n—Inn

100)"
29. # 30. E(—s)*"
n=1 n: n=1
- (=t - <lnn )"
31. —_— 32. -1)"
Zn + 2n + 1 ,,22( ) In n?
33, 2 COoS nr 34 2 CoSs nr

n\/l; n=1 "
0 (_1)n+l(n!)2

3
Il

(=1)"(n + 1)

Mze

B AT 2y 36- ;2 (2n)!
5 () IR
37. ,;( D 2"nln 38. 21( D (2n + 1)

39.

21(—1)"(\/n + 1= Vn)40.
S (-1 (Vi + Vi = Va)

42. S ( Ly

AN+ Va1
2(*1)”cschn
n=1

2(—1)”(\/}12 +n— n)
n=1

41.
43. i(—l)" sechn
n=1

44.

Hata Tahmini

45-48 alistirmalarinda, biitiin serinin toplamina yaklasimda bulunmak
i¢in serinin ilk dort terimini kullanmanin verecegi hatanin biiytikligii-
ni bulun.

ivm“%
E(
2(m+
= n}:%(—l)"t”,

Toplamin In 2 oldugu gosterilebilir.

45.

46. )n+1

10"

1 (0. 01) Boliim 11.7°de géreceginiz gibi,

47. toplan In(1.01)dir.

0<r<l1

48. 1+t

T 49 ve 50 Alistirmalarindaki toplamlara biiyiikligi 5 X 107%dan

daha kiigiik bir hatayla yaklasim yapin.

49. E(—l)"

Boliim 11.9°da goreceginiz gibi, toplam

~ (2n)! cosl, yani 1 radyanin kosiniisiidiir.
50. y;)(—l)” . ??I(Lilll;'l 11.9°da goreceginiz gibi toplam
Teori ve Ornekler
51. a.

serisi Teorem 14’iin kosullarindan birini saglamaz. Hangisini?

b. (a) sikkindaki serinin toplamini bulun.

52.

53.

54.

55.
56.

57.

. Hem
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Teorem 14’iin kosullarini saglayan bir alterne serinin limiti, L, ar-
disik iki kismi toplam arasinda bulunur. Bu, L’yi tahmin etmek
igin,

Sn +Sn+1 _ l _q\nt2
5 =t

Ap+1

ortalamasimi kullanmayi oOnerir. Alterne harmonik serilerin

toplamina bir yaklasim olarak

1 1
ST

Udir.

Teorem 14’iin kosullarim1 saglayan bir alterne serinin
kalaninin isareti Teorem 15°te, Teorem 14’in kosullarini
saglayan bir alterne seriye kismi toplamlarmm biriyle yaklagim
yapildiginda, kalanin (kullanilmamis terimlerin toplami) isare-
tinin ilk kullanilmayan teriminkiyle ayni oldugunu sdyleyen
ifadeyi ispatlaymn. (Ipucu: Kalanin terimlerini birbirini izleyen
ciftler halinde gruplayin.)

degerini hesaplayin. Kesin toplam In 2 = 0.6931..

1 1 1 1 1 1 1 1 1
I=y 2 3% 3 4 4 55 6"
serisinin ilk 27 teriminin toplaminin
1 1 1 1 1
12 23734735 56"

serisinin ilk » teriminin toplamiyla ayn: oldugunu gésterin. Bu
seriler yakinsar mi? Ilk serinin ilk 27 + 1 teriminin toplam1 nedir?
Seriler yakinsiyorlarsa, toplamlari nedir?

0 . 0 . - .. .
> =1 ay raksak ise, >, = |a,|'nin de raksak oldugunu gosterin.

E:ozl a, mutlak yakinsak ise,

00
>
n=1

[ee)
= 2|an|
n=1

oldugunu gosterin.

Hem 3,~ a, hem de 3=, b, mutlak yakinsak ise, asagidaki-
lerin de mutlak yakinsak olduklarini gosterin.

§%+b) b, S, — b)
n= n=1
e 2k

a, (kherhangi bir say1)

S ia, hem de S,—, b, yakinsak olsalar bile,
> @b, nin raksak olabilecegini 6rnekle gosterin.

. Ornek 6da, terimleri yeniden diizenleyerek —1 / 2’ye yakinsayan

yeni bir seri elde etmek istedigimizi varsayim. Yeni diizenlemeye
ilk negatif terim, —1 / 2, ile baslaym. Elinizde ne zaman —1 / 2’ye
esit veya bundan daha kiigiik bir toplam varsa, yeni toplam
-1 / 2’den biiyilik oluncaya kadar birbirini izleyen pozitif terimler
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eklemeye baslaym. Sonra yeni toplam —1 / 2’den kiigiik veya ona
esit oluncaya kadar negatif terimler ekleyin. Isleme kismi toplam-
lariniz hedefin en az li¢ kez {izerine ¢ikana kadar devam edin ve
islemi hedefte veya hedefin altinda bitirin. s, yeni serinizin ilk n
teriminin toplamiysa, (7, s,) noktalarini isaretleyerek toplamlarin
nasil davrandiklarmi gosterin.

60. Yeniden Diizenleme Teoreminin (Teorem 17) ispatinin taslag:
a. epozitifbirsay;, L = 3,2 a, ves; = Eﬁzl a, olsun. Bir
N, indisi ve bir bagka N, = N, indisi igin,

[o0)
n;v]|a,,| < % ve sy, —L| < %
oldugunu gosterin. Biitiin a;, a,, ...
sinin bir yerlerinde ortaya ¢iktiklart igin, n = N3 ise
(Ezzl bk> — sy, nin en fazla m = N kosuluna uygun a,, te-
rimlerinin toplam1 olacak sekilde bir N3 = N, indisi vardir.
Dolayisiyla, n = Njs ise,

n n
Dby = L’ = | 20k = sw,
=1 =1

, ay, terimleri {b,}, dizi-

+ |SN2 - L|

I

o0
E|ak| + |sy, — L] < €.
=N

olur.

b. (a) sikkinda sdylenenler, E;O:I a, mutlak yakinsak ise
So2 by nin de  yakinsak  ve Soli by = S0l a,
oldugunu séyler. 3,~; |a,| yakinsak oldugundan, 3, |b,|
‘nin 3,~; |a,| ’ye yakinsayacagim gosterin.

61. Mutlak yakinsak serileri ayirmak

[o9) .
a. >,-1|a,|yakinsak ise ve
an’
n={
n 0,

E:ozl b,’nin yakinsak oldugunu gosterin.

a, = 0ise

a, <0ise

b. (a) sikkindaki sonucu kullanarak, benzer sekilde, 3,-; |an|
yakinsak ise ve

05
Cy =
Qn,s

.2 ¢,’nin yakinsak oldugunu gosterin.

Kuvvet Serileri

a, = 0ise

a, <0ise

Bagka bir deyisle, bir seri mutlak yakinsak ise pozitif
terimleri, ve benzer sekilde negatif terimleri, yakinsak bir seri
olusturur. Dahasi,

[e0) [e9) o0
Ean = Ebn + Ecn
n=1 n=1 n=1

olur, giinkii b, = (a,+ |a,])/2 ve ¢,=(a,~|a,|) /2dir.

62. Burada yanlis olan nedir?

+

+

— - 1
S=1 +5

N | —
W | —
A=
N —

1,1

* 011

1
P + ...

=
o0 [ —
O |—
—_

alterne harmonik serisinin iki tarafini da 2 ile ¢arparak

28=2—-1+
~—7
T /\
2 1 2 1 2 1,2 1 2 1
37275737774 9T st T T
\—/y

elde edin. Oklarin gosterdigi gibi, paydalar1 ayni olan terimleri bir
araya toplayarak

S S
25 =1 +3

N[ —
NI
W |—
AN —

serisini elde edin.

Bu denklemin sag tarafindaki seri basladigimiz seridir. Yani ,
28 = S olur ve 2 ile bdlersek, 2 = 1 buluruz. (Kaynak: “Riemann’s
Rearrangement Theorem,” Stewart Galanor, Mathematics Teacher,
Vol.80, No.8, 1987, s. 675-681.)

63. N > 1 iken, Teorem 14’teki serinin yakinsakligint géstermek igin
Sekil 11.9°dakine benzer bir sekil gizin.

Sonsuz serilerin yakisakligini test edebildigimize gore, bu boliimiin basinda s6z edilen
sonsuz polinomlari inceleyebiliriz. Bu polinomlara kuvvet serileri deriz, ¢iinki bir degis-
kenin, bizim durumumuzda x, kuvvetlerinin sonsuz serileri olarak tanimlanabilirler. Poli-
nomlar gibi, kuvvet serileri de toplanip, ¢ikarilip, ¢arpilip, tiirevleri alinip, integre edilip
yeni kuvvet serileri elde edilebilir.
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Kuvvet Serileri ve Yakinsaklik

Formel tanimla ige bagliyoruz.

TANIMLAR Kuvvet Serileri, Merkez, Katsayilar
x = 0 civarinda bir kuvvet serisi

o0
Ecnx”=c0+c1x+czx2+--~+cnx”+-~-. (1)
n=0

seklinde bir seridir.
X = a civarinda bir kuvvet serisi

[ee]

Delx—a)=co+eclx—a) +ax—al+ - +elk—a)+- (2
n=0

seklinde bir seridir. Burada merkez a ve katsayilar ¢, ¢y, ¢y, ..., ¢, sabitler-
dir.

(1) denklemi (2) denkleminde @ = 0 alinarak elde edilen 6zel bir durumdur.

ORNEK 1 Bir Geometrik Seri

(1) denklemindeki biitiin katsayilar1 1 almak

o0
Ex"Z l+x+x>+-+x"+--
n=0
geometrik kuvvet serisini verir. Bu, ilk terimi 1 ve orani x olan geometrik seridir. | x | < 1
igin 1/(1 —x)’e yakinsar. Bunu

ﬁ:1+x+x2+---+x"+-~-, -1 <x<1. B
[

yazarak ifade ederiz.

Simdiye kadar (3) denklemini sag taraftaki serinin toplaminin bir formiilii olarak yazdik.
Simdi odagimizi degistiriyoruz: Sag taraftaki serinin kismi toplamlarini soldaki fonksiyo-
na yaklagimda bulunan P,(x) polinomlari olarak disiiniiyoruz. Sifir civarindaki x degerle-
rinde, iyi yaklagim i¢in serinin sadece birkag terimini almamiz yeterlidir. x = 1 veya
—1’e dogru ilerlerken, daha fazla terim almamiz gerekir. Sekil 11.10 f(x) = 1/(1 — x)
fonksiyonunun ve n =0, 1, 2 ve 8 igin y, = P,(x) yaklagim polinomlarinin grafiklerini gos-
termektedir. f(x) = 1/(1 —x) fonksiyonu, dikey asimptotunun bulundugu x = 1’i igeren
araliklarda siirekli degildir. Bu nedenle yaklagimlar x = 1 i¢in uygulanamaz.

ORNEK2  Bir Geometrik Seri
l—l(x—2)+1(x—2)2+-~+(—1>n(x—2)"+--- )
2 4 2

kuvvet serisi,a=2,¢cy=1,¢c;,=-1/2,c,=1/4, ..., c,= (-1/2)" ile (2) denklemine uyar.
x—2

Bu, ilk terimi 1 ve orani r = — 5

olan bir geometrik seridir. Bu seri
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y
1
or YE1 5
8_
7_
y8=1+x+x2+x3+x4+x5+x6+x7+x8
5_
4_
y2=1+x+x2
3_
2+ n=1+x
1
/ Yo=1
I

X

-1 0 1

SEKIL11.10 f(x) = 1/(1 — x) ve polinom yaklasimlarindan
dordiiniin grafikleri (Ornek 1).

x ; 2 ‘ < 1 veya 0 < x < 4 igin yakinsar. Toplami1
1 _ 1 _2
I —r x—2 X
. 1+ 3
olarak bulunur, dolayisiyla
x—2 x — 2)? "
%=1—( > )+( 4)—~~+<—;>(x—2)”+'~, 0<x<4
2 nm3-¥ey . | |
o ) olur. (4) serisi 2 civarindaki x degerleri igin f(x) = 2/x’e kullanish polinom yaklagimlart iiretir:
L > Y=x
! Yo=1 /ylzxf%A Py(x) =1
| | | / X P ( _ _ l _ _ _ X
0 1 2 3 1 x) =1 2 (x 2) =2 2
. 1 1 3x | X
SEKIL1.1T  f(x)=2/x Ve"ilk ii¢ polinom Py(x) =1 — E(X —2) + Z(x -2 =3- 2 + 4
yaklagiminin grafikleri (Ornek 2).
gibi (Sekil 11.11). ]

ORNEK3  Oran Testini Kullanarak Yakinsakligi Test Etmek

Asagidaki kuvvet serileri hangi x degerleri i¢in yakinsar?

0 n 2 3
_qy—1 X X X

0 2n—1 3 5
11X — _ X L_
b) ()" =y T
ooxn—1+ T S
© 2=l Fx+ortg+o

(d) alx” =1+ x + 2Ix% + 3% + -+

Mg

3
Il
=
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Coziim u,, sdz konusu serinin 7. terimi olmak iizere =|u,| serisine Oran Testini uygu-
layin.

Up+1
Uy

_ n
= x| =,

(a)

Seri, | x | < 1 igin mutlak yakmnsaktir. | x | > 1 ise rraksaktir, ¢iinkii 7. terim sifira ya-
kinsamaz. x = 1°de, yakinsak olan alterne harmonik seriyi, 1 —1/2+1/3 - 1/4+ ...,

elde ederiz. x = —1'de, harmonik serinin negatifini, -1 — 1/2—1/3 - 1/4 — ..., buluruz,
ki bu seri 1raksar. (a) serisi —1 < x = 1 i¢in yakinsaktir, bagka yerlerde ise 1raksak
olur.
— 4 1 4 X
-1 0 1
Up+1| 2n — 1 2 2
(O T e T
Seri, x> < 1 i¢in mutlak yakinsaktir. x> > 1 igin wraksaktir ¢iinkii . terim sifira

yakinsamaz. x = 1’de, Alterne Seri Teoremine gore yakisak olan 1 — 1/3 + 1/5 —
1/7 + - serisini elde ederiz. Seri x = —1°de de yakinsar, giinkii yakinsaklik kosullarin
saglayan bir alterne seri verir. x = —1’deki deger, x = 1°deki degerin negatifidir. (b)
serisi —1 = x = 1 i¢in yakinsak, baska yerlerde iraksaktir.

4 | &

X

-1 0 1
Up+1 x" O nl |x| .
© |, | = o+ Dl 2 = F 1—>O her x igin.

Seri, her x i¢in mutlak yakimsaktir.

I
0

X

(n + ix"H!

n

Up+1
Uy

)

0 = (n + 1)|]x| =00 x=0degilse.

Seri, x = 0 harig her x degeri i¢in 1raksaktir.
X |

(=Y

Ornek 3 genelde kuvvet serilerinin yakinsakligimi nasil test ettigimizi ve olas1 sonug-
lar1 gostermektedir.

TEOREM 18 Kuvvet Serileri icin Yakinsaklk Teoremi

o0
Eanx" =qy+ ajx + ax® + -
n=0

x = ¢ # 0 igin yakinsak ise, her | x | < | ¢ | igin mutlak yakisaktir. Seri, x = d

igin raksak ise her |x|>|d|igin rraksaktir.
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ispat E;OIO a,c” serisinin yakinsadigini varsayin. Bu durumda, lim,_,., @,c" = 0 olur.
Dolayisiyla, her n = N igin, |a,c”| < 1 olmasimi saglayacak bir N tamsayisi vardir. Yani,

1
le|

n=Nigin  |a,| < —F (5)

olur. Simdi |x| < |c|olacak sekilde bir x alin ve

lao| + |arx| + -+ + |av—i x| + |avx] + |ays XV 4+ -

toplamini diisiiniin. |ayx"|’den énce sonlu sayida terim vardir ve toplamlari da sonludur.
|ayx™| ve bundan sonraki terimlerin toplami, (5)’ten dolay1,

N
+

N+1 N+2

X
c

o=

+

al=

(6)

toplamindan kiigiiktiir. Fakat (6) serisi, | x | < | ¢ | oldugundan, = |x/c| oran1 1’den kiigiik
olan bir geometrik seridir. Bu yiizden, (6) serisi yakinsaktir ve dolayisiyla asil seri mutlak
yakinsaktir. Bu teoremin ilk yarisini ispatlar.

Teoremin ikinci yarisinin ispati birinci yarinin ispatindan ¢ikar. Seri, x = d’de 1raksak
ise ve | xy | > | d| olacak sekilde bir x, degerinde yakinsak ise teoremin ilk kisminda ¢ = x,
alabilir ve serinin x = d’de mutlak yakinsak oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz. Fakat seri ayni
anda hem mutlak yakinsak, hem de iraksak olamaz. Dolayisiyla, d’de wraksak ise, her
| x| > | d| igin raksaktir. [

Notasyonu basitlestirmek igin, Teorem 18’de 2a,x" formundaki serilerin yakinsaklik-
larmni géz oniine aldik. Xa,(x — a)" formundaki seriler i¢in x — @’y1 x' ile degistirip so-
nuglar1 2a,(x')" serisine uygulayabiliriz.

Bir Kuvvet Serisinin YakinsakUk Yaricapi

Ispatladigimiz teorem ve inceledigimiz 6rnekler, bir >c,(x — a)" kuvvet serisinin asag1-
daki {i¢ sekilden birine uygun davrandigi sonucunu verir. Seri sadece x = a igin yakinsak
veya her yerde yakinsak olabilir ya da x = a merkezli R yarigapli bir aralik iizerinde ya-
kinsak olabilir. Bunu, Teorem 18’in bir sonucu olarak ispat ediyoruz.

TEOREM 18'iN SONUCU
>cu(x — a)” serisinin yakimsaklig1 asagidaki ti¢ durumdan biri ile agiklanr.
1. Serinin | x —a | > R kosulunu saglayan x’ler igin 1raksak, fakat | x —a | < R
kosulunu saglayan x’ler ig¢in mutlak yakinsak oldugu pozitif bir R sayis1 var-

dir. Seri,x =a— R ve x =a + R ug noktalarinin her birinde yakinsak olabi-
lir veya olmayabilir.

Seri her x igin mutlak yakinsaktir (R = 00).

Seri x = a’da yakinsak ve baska her yerde 1raksaktir (R = 0).
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ispat  Once, a = 0 ve dolayisiyla kuvvet serisinin merkezinin 0 oldugunu kabul ede-
lim. Seri her yerde yakinsak ise Durum 2 s6z konusudur. Seri sadece x = 0 da yakinsak
ise Durum 3 s6z konusudur. Bunlar disinda, Xc,d” serisinin 1raksak oldugu, sifirdan
farkli bir d sayis1 vardir. Xc,x” serisinin yakinsak oldugu x degerlerinin kiimesi, S,
bos kiime degildir. Ciinkii 0’1 ve bir p pozitif sayisini igerir. Teorem 18’e gore seri
[x| > |d|, kosulunu saglayan her x i¢gin iraksaktir ve bu nedenle her x P S i¢in
|x| = |d| dir ve dolayistyla S sinirli bir kiimedir. Reel sayilarin Tamlik Ozelligine gore
(Ek 4’e bakin) bos olmayan sinirli bir kiimenin bir en kii¢iik iist sinir1, R, vardir. (En
kiigiik iist sinir, x P S elemanlari igin x = R esitsizliginin saglandigi en kiigiik sayi-
dir.) |x| > R = p, ise x¢S dir ve dolayisiyla >c,x" serisi raksaktir. | x | < R ise
| x| S kiimesi igin bir iist sinir degildir (giinkii en kiigiik iist sinirdan kiigiiktiir) bu ne-
denle b > | x | olacak sekilde bir b P S sayisi vardir. b P S oldugundan Xc,b" serisi
yakinsaktir ve bundan dolay1 Teorem 18’e gore, >c,|x|" serisi yakinsaktir. Bununla,
a = 0 merkezli kuvvet serileri i¢in Sonug ispatlanmis olur.

a # 0 merkezli bir kuvvet serisi i¢in x’ = (x — a) yazariz ve yukaridakileri x”ile
tekrar ederiz. x = a igin x” = 0 oldugundan, x” = 0 merkezli Xc,(x')" serisinin R
yarigapl bir yakinsaklik araligi ile x = a merkezli X c,(x — a)” serisinin R yarigapl
yakinsaklik aralig1 aynidir. Bu, genel durum igin Sonucu ispatlar. ]

R’ye kuvvet serisinin yakinsakhik yaricapi, x = a merkezli ve R yarigapl araliga ya-
kinsakhk arali@i denir. Yakinsaklik aralig1 seriye bagl olarak agik, kapali veya yar1 agik
olabilir. |x —a | < R kosulunu saglayan x’ler igin seri mutlak yakinsaktir. Seri her x dege-
11 igin yakinsak ise yakinsaklik yaricap1 sonsuzdur deriz. Seri sadece x = a’da yakinsak ise
yakinsaklik yarigap1 sifirdir deriz.

Bir Kuvvet Serisinin Yakinsakligini Test Etmek

1. Serinin mutlak yakinsak oldugu araligi bulmak igin Oran testini (veya n. Kok
Testini) kullanin. Dogal olarak bu bir acik araliktir,

|x—a|<R veya a-R<x<a+R

2. Mutlak yakinsakhik araligi sonlu ise her bir u¢ noktada yakinsakligi veya
waksakligi test edin , (Ornek 3a ve b'deki gibi). Bir Karsilagtirma Testi, In-
tegral Testi veya Alterne Seri Testi kullanin.

3. Mutlak yakinsaklik arahigt a—R < x <a + Rise|x—a|> R icin seri irak-
saktir (kosullu yakinsak bile degildir), ¢linkii x’in bu degerleri i¢in n.terim
sifira yakinsamaz.

Terim-Terime Tiiretme

fleri analizin bir teoremi bir kuvvet serisinin yakmsaklik araligmin her ig¢ noktasinda
terim-terime tiiretilebilecegini soyler.
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TEOREM 19 Terim-Terime Tiiretme Teoremi
Ycp(x — a)” serisi bir R > 0igin, a — R < x < a + R aralifinda yakinsak ise
bir f fonksiyonu tanimlar:

flx) = Ecn(x—a)” a—R<x<a+R.

Boyle bir f fonksiyonunun yakinsaklik araligi iginde her mertebeden tiirevi
vardir. Tirevleri, esas seriyi terim-terime tiireterek elde edebiliriz:

flx) = ;ncn(x —a)"!

fx) = Z,zn(n — Dealx — a)"™?

vs. Tiirev alarak elde edilmis her seri, esas serinin yakinsaklik araligmin her
i¢ noktasinda yakinsaktir.

ORNEK 4 Terim-Terime Tiiretmeyi Uygulamak

f(x)—ﬁZI+x+x2+x3+x4+---+x"+~-

=S¥, —1<x<I
n=0
ise f'(x) ve f"(x) serilerini bulun.
Coziim
f'(x) = (1 7 =1+ +3x>+43 4+ +mx"
E -1 <x<1
116 = ﬁ 2 G4 12 ek — D
- X

= En(n — x"2, -1<x<1 [
n=2

DIKKAT = Terim-terime tiirev alma baska tiir seriler igin ise yaramayabilir. Ornegin,
trigonometrik

i sin (n'x)

serisi her x i¢in yakinsar. Fakat terim-terime tiirev alirsak, her x i¢in raksak olan

=\ nlcos (nlx)

n=1 nz
serisini buluruz. Bu, x’in pozitif kuvvetlerinin bir toplami olmadigindan, bir kuvvet serisi
degildir.



11.7  Kuwvet Serileri

Terim-Terime integrasyon

801

ileri analizin bagka bir teoremi bir kuvvet serisinin yakinsaklik aralig1 iginde terim-terime

integre edilebilecegini sdyler.

TEOREM 20 Terim-Terime integrasyon Teoremi

fx) = gocn(x —a)

fonksiyonunun @ — R < x < a + R (R > 0) araliginda yakinsak oldugunu
varsayimn. Bu durumda

00 ()C _ a)n+l

EC” n+1

de a— R <x < a+ Raraliginda yakinsak olurvea— R <x <a + R igin

[e9) _ n+1
f(x)dx = 20,, (xn +a)1 + C

olur.

ORNEK5 tan™'x, —1 < x < 1 icin birseri

3 5
fo=x-S+E - —l=x=1

fonksiyonunu tanimlayin.

Coziim Orijinal seriyi terim-terime tiireterek
ffx)=1-x*+x*—x+-- -1<x<1
buluruz. Bu, birinci terimi 1 ve oram1 —x* olan bir geometrik seridir, o yiizden

1
1 —(—x%) 1+x2
olur. Artik f'(x) = 1/(1 + x?)’yi integre ederek

/f’(x) dx =

bulabiliriz. x = 0 iken, f(x) serisi sifirdir, bu yiizden C = 0 olur. Boylece

f'x) =

=tan lx + C

3 5 7
— e X XX ] _
flx) =x 3 + 5 7 + tan " x, 1<x<1

elde ederiz. Boliim 11.10°da, serinin x = + 1’de de tan ' x’e yakinsadigin1 gosterecegiz.

(7)
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Suna dikkat edin Ornek 5°teki orijinal seri yakinsaklik araliginin her iki ug noktasinda
da yakinsaktir, fakat Teorem 20 tiirevi alinmis serinin sadece araligin i¢ noktalarindaki ya-
kinsakligini garanti eder.

ORNEK6 Ln (1 + x), =1 < x = 1 icin bir seri

1

=1 —¢t+ 22— +...
1+ 1 t t t

serisi —1 <t <1 agik araliginda yakinsaktir. Dolayisiyla,

x 2 3 4 x o
ln(l-l-x):/ Ldt:t_tf_}_%_%_‘__“ Teorem 20
0

xz X X

YT t3 g

w
I

-+, —1<x<1

bulunur. Ayrica serinin x = 1'de In 2 sayisina yakinsadigi da gosterilebilir, fakat teorem
bunu garantilemez. [

TEKNOLOJi KULLANMAK  Serilerin incelenmesi

Seriler bir ¢ok yonden integrallere benzer. Elemanter fonksiyonlar cinsinden agik ters tii-
revleri var olan fonksiyonlarin sayisinin, integre edilebilir fonksiyonlarin sayisina oranla
kiiglik olmas1 gibi, x-araliklarinda agik elemanter fonksiyonlarla uyusan x’in kuvvet seri-
lerinin sayis1 da bir x-araliginda yakinsak olan kuvvet serilerinin sayisinin yaninda kiigiik-
tiir. Grafik ¢izme araglar1 boyle serilerin incelenmesinde, sayisal integrasyonun belirli in-
tegrallerin incelenmesinde yardimer oldugu gibi, yardimer olabilir. x’in belirli
degerlerinde kuvvet serilerini inceleme becerisi gogu Bilgisayarli Cebir Sistemi’nin igine
yerlestirilmistir.

Bir seri yeterince hizli yakinsiyorsa, BCS arastirmasi bize toplam hakkinda bir fikir
verebilir. Ornegin, >4—; [1/(2%~")] serisinin ilk kismi toplamlarini hesaplarken (Boliim
11.4, Ornek 2b), Maple, 31 = n = 200 icin S, = 1.606695152 verir. Bu, serinin
toplaminin 10 ondalik basamak hassaslikla 1.606695152 oldugunu belirtir. Gergekten
de,

- 1 < 1 - 1 1
> = > <D o= < 125 X 107
028 — 1 kS22 - (128 ) S 2kt 2!

bulunur. 200 terimden sonraki kalan ihmal edilebilir.

Ancak, BCS ve hesap makinesi arastirmalari, seriler cok yavas yakinstyor veya irak-
styor ise, bizim i¢in fazla bir sey yapamazlar ve gercekte fazlasiyla yaniltici olabilirler.
Ornegin, 34— [1/(10'%)] serisinin kismi toplamlarini hesaplamay deneyin. Terimler
bizim genellikle ¢alistigimiz sayilara nazaran ¢ok kiigiliktiir ve kismi toplamlar, yiizlerce
terimden olussalar bile, ¢cok kiigliktiirler. Serinin yakinsadigini diisiinmek hatasina bile
diigebiliriz. Aslinda, seriyi (1/10'%)3.2, (1/k) seklinde yazarak gorebilecegimiz gibi,
seri raksaktir.

Boliim 11.9'da hata tahminlerini 6grendikten sonra, sayisal sonuglart nasil yorum-
layacagimizi daha iyi anlayacagiz.
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Kuvvet Serilerinin Carpimi

Yine ileri analizin baska bir teoremi mutlak yakinsak kuvvet serilerinin polinomlari
carptigimiz gibi garpilabilecegini sdyler.

TEOREM 21 Kuvvet Serileri icin Seri Carpim Teoremi
Ax) = 3,20 anx" ve B(x) = 3o byx" serileri | x | < R igin mutlak yakinsak
ise ve

n
Cy — agb,, + alb,,fl + azbnfz + -+ anflbl + anbo = Eakbnfk,
k=0

Solocax” serisi| x| < R igin mutlak yakinsaktir ve A(x)B(x)’e yakinsar:

(Eanx") . (Ebnx”) = Ecnx”
n=0 n=0 n=0

ORNEK 7

o0
St =1+ x a4t a4 = — x| <1igin
“~t I —x

geometrik serisini kendisiyle garparak, | x | < 1 igin, 1/(1 —x)*'nin kuvvet serisini bulun.

Coziim
o]
Ax) = Dax"=1T+x+ x>+ +x"+--=1/(1 —x)
n=0
o9
Bx) = Xbx"=1+x+x2+--+x"+-=1/(1 —x)
n=0
ve

¢, = aob, + a1b,—1 + -+ ayb,—p + - + a,bg

n+ 1 terim

T+1+-+1=n+1

n + 1 tane bir

olsun. Bu durumda, Serilerin Carpimi Teoremine gore,

(o) o0
Ecnx" = E(n + 1)x"
n=0 n=0

=1l4+2+3x*+4>++ 4+ D"+

A(x) * B(x)

1/(1 - x)*nin serisidir. Seri | x | < 1 igin mutlak yakinsaktir.

Ornek 4°iin,
d( 1 \_ 1 .
dx \1 —x (1 —x)?

oldugu igin, ayn1 sonucu verdigine dikkat edin.
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ALISTIRMALAR 11.7

Yakinsaklik Araliklari

1-32 alistirmalarinda (a) serilerin yakinsaklik yarigaplarint ve aralik-
larmni bulun. Seriler hangi x degerlerinde (b) mutlak ve (c) kosullu ya-

kinsaktirlar?

3 2(—1)”(4)(4- 1y 4 2(3x+2)

S. < 1—0n2)" 6. i(zx)n
n=0 P

T g‘()nnjﬁnz 8. :l(_l)n(nﬂ
o, RO

8 n=1 n\;123” 10. };%

t g(_fﬁw 12. 23,::

3. E)xz:l 14. 2(2":7'3)“1
N S (=)

15 % };H 16. %ﬁ

19. 2 @xn 20. }2%(2)( sy

21. 2 (1 T %)x 2. Zﬂnn)x”

23.

Mg
==
k:

3
Il

Mg

25. o

3
Il

X

27.

Mg

3
Il
!
S
—~
—
= =]
S
N2
©

Mg

3
I
o
N}
—_—
=
N

28.

29, 2_7

31 > ———

—1)"x +2)

24. Dnl(x — 4)
n=0

E 1/(n(In n)?) hakkinda gerek duydugunuz
biitlin bilgiyi Béliim 11.3, Alistirma 39°dan

elde edebilirsiniz.

2 1/(n In n) hakkinda gerek duydugunuz
biitlin bilgiyi Bolim 11.3, Alistirma 38°den

elde edebilirsiniz.

(3x + 1)"*!
2n + 2

302

26. i(—Z)"(n + D) — 1)
n=0

(x _ \[2)2n+1

33-38 aligtirmalarinda serilerin yakinsaklik araliklarini ve bu aralikta,
serinin toplamini x’in bir fonksiyonu olarak bulun.

33.

0 _ 2n 2n
E (x 1) 14, E (x + 1)
(— — 1)n 36. > (Inx)"

n=0

\Mg HM

_(

Teori ve Ornekler

39.

40.

41.

42.

Hangi x degerlerinde

I 1o _ sy
1 2(x 3)+4(x 3)° +

) 38.
n=0

(Y

serisi yakinsaktir? Toplami nedir? Verilen serinin terim-terime tii-
revini alirsaniz hangi seriyi bulursunuz? Yeni seri hangi x degerle-

rinde yakinsaktir? Toplami nedir?

Alistirma 39°daki seriyi terim-terime integre ederseniz hangi seri-
yi elde edersiniz? Yeni seri x’in hangi degerleri i¢in yakinsaktir ve

toplaminin bir bagka adi nedir?

¥ xS X

sinx:x—§+§—%

serisi her x i¢in sin x’e yakinsar.

)C9 xll

9! 11!

a. cos x i¢in, bir serinin ilk alt1 terimini bulun. Bu seri x’in hangi

degerleri i¢in yakinsak olmalidir?

b. sin x serisinde x yerine 2x alarak, her x igin sin 2x’e yakinsa-

yan bir seri bulun.

c. (a) stkkindaki sonucu ve seri ¢arpimini kullanarak, 2 sin x
cos x icin, bir serisinin ilk alt1 terimini bulun. Yanitiniz1 (b)

sikkindaki yanitla karsilagtirin.

2

5

NC—
e* _1+x+7+7+7+7+.“

20 3!

serisi her x i¢in e*’e yakinsar.

41

a. (d/ dx)e* iin bir seri bulun. ¢* serisini buluyor musunuz?

Yanitinizi agiklaym.

b. f €" dx igin bir seri bulun. ¢* serisini buluyor musunuz?

Yanitinizi agiklayin.

c. ¢ serisinde x yerine —x alarak her x igin e ’e yakinsayan bir
seri bulun. Sonra ¢* ile e ™ serilerini ¢arparak e ™ - ¢*.



43.

44.

62x°
2835

17x7
T35

3 5
_ X' 2x
tanx—er3—|-15

serisi —7/2 < x < /2 igin tan x’e yakinsar.

a.

b.

In |sec x | serisinin ilk bes terimini bulun. Bu seri x’in hangi
degerleri i¢in yakinsak olmalidir?

sec’ x serisinin ilk bes terimini bulun. Bu seri x’in hangi de-

gerleri i¢in yakinsak olmalidir?

. (b)’deki yanitinizi sec x’in Alistirma 44°te verilen serisinin ka-

resini alarak kontrol edin.

2
_ x5
secx—1+2+24x

6l 6

277
720

4
+ 8064~

+ ...

serisi —7/2 < x < /2 igin sec x’e yakinsar.

a.

11.8

In |sec x + tan x| fonksiyonunun kuvvet serisinin ilk bes terimi-
ni bulun. Bu seri x’in hangi degerleri igin yakinsak olmalidir?

sec x tan x i¢in, bir serinin ilk dort terimini bulun. Bu seri han-
gi x degerleri igin yakinsak olmalidir?

Taylor ve Maclaurin Serileri

C.

805

11.8  Taylor ve Maclaurin Serileri

(b) sikkindaki sonucunuzu sec x serisini Alistirma 43’ te tan x
icin verilen seriyle ¢arparak kontrol edin.

45. Yakinsak kuvvet serilerinin tekligi

a.

b.

S0 anx" ve Sovo byx” kuvvet serileri yakinsak iseler ve bir
(¢, ¢) agik araligindaki her x degeri icin esit iseler, her » igin
a, = b, oldugunu gosterin. ({pucu:

f(x) = Soloanx” = Do bux" olsun. Terim-terime tiiretin,
a,, ve b, nin ikisinin de f"(0)/(n!)’e esit oldugunu gosterin.)
Bir (¢, ¢) agik araligindaki her x i¢in 3,—( a,x" = 0 ise, her
n igin a,, = 0 oldugunu gosterin.

46. Ei’,io (nz/ 2") serisinin toplam  Serinin toplamini bulmak igin,
1/(1 — x)’i geometrik seri olarak ifade edin, ortaya ¢ikan denkle-
min iki tarafinin da x’e gore tiirevini alin, sonucun iki tarafini da x
ile garpin, yeniden tiirev alin ve tekrar x ile ¢arpin, x yerine 1/2
yazin. Ne buluyorsunuz? (Kaynak: David E. Dobbs’un editdre
mektubu, /llinois Mathematics Teacher, Vol. 33, Say1 4, 1982,
sayfa 27.)

Ug noktalarda yakinsakhik  Bir kuvvet serisinin yakinsaklik
araliginin u¢ noktalarindaki yakinsakliginin kosullu veya mutlak
olabilecegini 6rneklerle gosterin.

47.

48. Yakinsaklik araligi asagida gibi olan bir kuvvet serisi kurun.

a.

(-3,3) b. (—2,0) c. (1,5).

Bu boéliim, sonsuz defa tiiretilebilen fonksiyonlarin, Taylor serisi denilen kuvvet serilerini
nasil olusturduklarini géstermektedir. Cogu durumda, bu seriler iiretici fonksiyonlarin kul-
lanislt polinom yaklasimlarini saglayabilir.

Seri Temsili

Teorem 19°dan, yakinsaklik aralig1 i¢inde bir kuvvet serisinin toplaminin her mertebeden
tiirevi var olan siirekli bir fonksiyon oldugunu biliyoruz. Fakat ya tersi? Bir f(x) fonksiyo-
nunun bir I araliginda her mertebeden tiirevi varsa, I’da bir kuvvet serisi olarak ifade edi-
lebilir mi? Ve edilebilirse, katsayilari ne olacaktir?

f(x)’in, yakinsaklik yarigap1 pozitif olan bir

fx)

i a(x — a)'
n=0

=ay+ailx —a) + ax —a}+-+alx—a)+--

kuvvet serisinin toplami oldugunu varsayarsak, son soruya hemen cevap verebiliriz. / ya-
kinsaklik araliginda art arda terim-terime tiirev alarak,

f'(x) = ay + 2a(x — a) + 3az(x — a)2 + -+ nay(x — a)n—l + ...
f'(x) = 1-2a; + 2+3a3(x — a) + 3-4as(x — a)® + -
fm(X) =1-2-3a3 + 2'3'4a4(x — a) + 3'4'5a5(x _ a)2 + e

elde ederiz.
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TARIHSEL BiYOGRAFI

Brook Taylor
(1685-1731)

Colin Maclaurin
(1698—1746)

Burada, . tiirev, her # igin

f(x) = nla, + (x — a) arpanini igeren terimlerin bir toplami

ile verilir.
Bu denklemlerin hepsi x = a’da saglandigindan,

f'(a) = aip,
f"(a) = 1-2a,
f"(a) = 1-2+3a3

ve genel olarak
f"(a) = nla,

elde ederiz. Bu formiiller, f’nin / araligindaki degerlerine yakinsayan (“f’yi /'da temsil
eden” deriz) herhangi bir E:o:o a,(x — a)" kuvvet serisinin katsayilarinda harika bir
kalip ortaya ¢ikarir. Boyle bir seri varsa (bu hala agik bir sorudur), sadece bir tane vardir
ve n. katsayisi

f"(a)

n!

a, =

dir. f’nin bir seri temsili varsa, bu

1) = f@) + F@ - @) + 52 (- ap

f"(a)
n!

+ ot

(x _ d)" [1]

olmalidir. Fakat, merkezi x = a’da bulunan bir / araliginda sonsuz defa tiiretilebilen keyfi
bir f fonksiyonuyla ise baslarsak ve bunu (1) denklemindeki seriyi iiretmekte kullanirsak,
seri 'nin igindeki her x igin f(x)’e yakinsar m1? Yanit belkidir—baz1 fonksiyonlar igin
yakinsayacak, fakat gorecegimiz gibi, bazilar1 i¢in yakinsamayacaktir.

Taylor ve Maclaurin Serileri

TANIMLAR Taylor Serileri, Maclaurin Serileri

f, a’y1 bir i¢ nokta olarak igeren bir aralikta her mertebeden tiirevi olan bir
fonksiyon olsun. f tarafindan x = a’da iiretilen Taylor serisi

(k) "
Ef D (- @ = 1@ + @ - )+ Lo — o

(g4
+~--+fn$ )(x—a)"+
olarak tanimlanir. f tarafindan iiretilen Maclaurin serisi ise
f(")( 0) f”( ) f(”)(O)
E = f0) + f1(0)x + T+ S x

ile verilir, yani f’nin x = 0°da tirettigi Taylor serisidir.

f tarafindan iiretilen Maclaurin serisine genelde sadece f’nin Taylor serisi denir.
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ORNEK1  Bir Taylor Serisi Bulmak

f(x) = 1/x fonksiyonunun a = 2’de iirettigi Taylor serisini bulun. Eger yakinsak ise seri
nerede 1/x’e yakinsar?

Cozim  f(2), f'(2), f'(2), ... katsayilarin1 bulmamiz gerekir. Tiirev alarak,

fo) =x7, f@=2"=7,
I = =, ro=-z
f1x) = 20, == >
frx) = =37 fgﬂz‘i’

Q) (-1

FO0) = (—1) ),

n!  ogntl”
elde ederiz. Taylor serisi
1/2 (")2
f(2) +f'(2)(x—2)+f2(!)(x—2)2+-~+fn(! )(x—z)”+m
-2 —2)? —2)"
N

seklindedir. Bu sabit terimi 1/2 ve oram1 » = —(x — 2)/2 olan bir geometrik seridir.
| x—2| < 2 i¢in mutlak yakinsaktir ve toplami
1/2 1 1

I+ (x-2)/2 2+@x-2) <

olarak bulunur. Bu drnekte, f(x) = 1/x’in a = 2'de iirettigi Taylor serisi, | x — 2| < 2 veya
0 < x < 4igin 1/x’e yakinsar. [

Taylor Polinomlari

Tiirevlenebilir bir f fonksiyonunun a noktasindaki lineerizasyonu
Pi(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

ile verilen polinomdur. Boliim 3.8°de, a’ya yakin x degerlerinde f(x)’e yaklagmak i¢in bu
lineerizasyonu kullandik. f’nin a’da daha yiiksek mertebeden tiirevleri varsa, elde edilebi-
len her tiirev igin, f’nin daha yiiksek mertebeden polinom yaklagimlari da bulunur. Bu po-
linomlara f’nin Taylor polinomlar1 denir.
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TANIM n. Mertebe Taylor Polinomu

f, a’y1ic nokta olarak igeren bir aralikta k. mertebeden, k=1, 2, ..., N, tiirevleri
var olan bir fonksiyon olsun. 0°’dan N’ye kadar olan herhangi bir » tam sayis1 igin
f’nin x = a’da iirettigi n. mertebe Taylor polinomu

P = @) + f@x - )+ I -
(k) (n)
+ fkga) (x—a)lf+-+ fn(!a) (x —a)

ile verilir.

Bir Taylor polinomundan bahsederken, n. dereceden yerine, n. mertebeden diyoruz,
¢linkii f"(a) sifir olabilir. Ornegin, f(x) = cos x’in x = 0’daki ilk iki Taylor polinomu
Py(x) =1 ve Py(x) = 1'dir. Birinci mertebe polinomun derecesi | degil, sifirdir.

f’nin x = ag’daki lineerizasyonunun, ¢’ nin bir komsulugunda f’nin en iyi lineerizasyo-
nunu vermesi gibi, yiikesek mertebe Taylor polinomlar1 da kendi derecelerine gore en iyi
polinom yaklagimlarini verirler. (Alistirma 32’ye bakin.)

ORNEK 2 e” icin Taylor polinomlar Bulmak

y f(x) = €”in x = 0’da iirettigi Tayor serisini ve Taylor polinomlarini bulun.

Coziim
f=e, =€, ., %) =e
oldugundan
O =e"=1  fO=1 ... f0)=1
buluruz. f’nin x = 0°da tirettigi Taylor serisi

HON 0

f(0) + f(0)x + T | X"+
2 n
= 1 +x+L+...+L+...
2 n!
0.5 o
3
!
| | | ¥ k=0 k!
0.5 0 0.5 1.0 . .. . e e , ..
olarak elde edilir. Bu ayn1 zamanda ¢*’in Maclaurin serisidir. B6liim 11.9° da, serinin her x
. ) icin €"’e yakinsadigini gorecegiz.
SEKIL11.12 f(x) = ¢* fonksiyonunun ve (v Aal :
. A x = 0’daki n. mertebe Taylor polinomu
Taylor polinomlarinin grafikleri. )
n
P =T+x Px) =1 +x+% +- 425
Py(x)=1+x+ (x*/2) n:
Py(x)=1+x+ (220 + (x*/3) ile verilir. Sekil 11.12’ye bakin. u
Merkez, x =0 civarindaki yakin uyuma
dikkat edin (Ornek 2). ORNEK3  cos x icin Taylor polinomlan Bulmak

f(x) = cos x’in x = 0’da iirettigi Taylor serisi ve polinomlarini bulun.
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Coziim Kosiniis ve tiirevleri soyledir:
flx) = Cos X, fl(x) = —sinx,

f(x) = —Cos X, f(3)(x) = sin x,
[0 = (=) cosx,  f@V) = (=1)"" ginx.
x = 0’da, kosiniisler 1 ve siniisler 0, dolayisiyla

fo0) = (=1, foN0) = 0

olur. f’nin x = 0’da trettigi Taylor serisi

"0 "0 (n)O
f(O)+f’(0)x+%x2+f37(!)x3+~-+fn(! )x"—l—--'
2 4 2n
_ e X 3 X 1y X
=1+0-x 2!+Ox+4!—i- +(1)(2n)!+
B o) (_l)kXZk
= (26!

olarak bulunur. Bu ayni zamanda cos x’in Maclaurin serisidir. B6lim 11.9” da, serinin her
X i¢in cos x’e yakinsayacagini gérecegiz.
@1(0) = 0 oldugundan mertebeleri 212 ve 2n + 1 olan Taylor polinomlart aynidur:

x2n

(2n)!

2 4
P2n(X) = P2n+1(x) =1 — % + % e (_1)n

x = 0 civarinda polinomlarin f(x) = cos x’e ne kadar yaklastiklar1 Sekil 11.13’te gortil-
mektedir. Grafiklerin sadece sag taraflar1 verilmistir, ¢linkii grafikler y-eksenine gore si-
metriktir. [

2+

SEKIL11.13  n — oo iken

n (_])kx2k

P(x) =
2n(x) k}:;) (24!
polinomlari cos x’e yakinsar. cos x’in keyfi derecede uzaktaki
davranislarini kosiniisiin ve tiirevlerinin x = 0” daki degerlerini
bilerek gikarabiliriz (Ornek 3).
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ALISTIRMALAR 11.8

ORNEK 4 Taylor serisi her xicin yakinsayan, fakat sadece x = 0'da f(x)'e yakinsayan bir f fonksiyonu.

0, x=0
60 = {e_l/xz, x#0

fonksiyonunun (Sekil 11.14) x = 0°da her mertebeden tiirevinin var oldugu ve (kolay ol-
masa da) her n igin f*)(0) = 0 oldugu gosterilebilir. Bu, f’nin x = 0da iirettigi Taylor
serisinin

f"(0)

"’ (n)
£(0) + o + 1] 70 oy

X+t
n!

=0+0x+0-x>+-+0-x"+-
=0+ 0+-+0+--.

oldugunu gosterir. Seri her x igin yakinsaktir (toplami 0°dir), fakat sadece x = 0'da f(x)’e

yakinsar. ]
1 0 x=0
- 7T eI x#0
| | | | | | | | x
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

SEKIL11.14 y = e~ nin sirekli genislemesinin grafigi
orijinde o kadar diizdiir ki oradaki biitiin tiirevleri sifirdir
(Ornek 4).
Hala iki soru vardir:
1. Bir Taylor serisinin hangi x degerleri igin tiretici fonksiyonuna yakinsamasini bekle-
yebiliriz?
2. Bir fonksiyonun Taylor polinomlar1 verilen bir aralikta fonksiyona ne gibi bir kesin-
likle yaklasimda bulunurlar?

Yanitlar bir sonraki boliimde Taylor’un bir teoremiyle verilmektedir.

Taylor Polinomlari Bulmak

1-8 alistirmalarinda, f’nin a’da trettigi 0, 1, 2 ve 3.lincli mertebeden

Taylor polinomlarini bulun.

x=0da Taylor Polinomlari Bulmak
(Maclaurin Serileri)

9-20 alistirmalarindaki fonksiyonlarin Maclaurin serilerini bulun.

1. f(x) =Inx, a=1 2. fx) =In(1+x), a=0 9, o 10. &2
3. fx) =1/x, a=2 4. fx) =1/(x +2), a= 1 !
5. f(x) = sinx, a = /4 6. f(x) =cosx, a=m/4 S 12. 77—

7.f(x)=\/);, a=4

8 fx) =Vx+4 a=0

14. sin>

13. sin 3x >



15. 7 cos (—x) 16. 5cos 7x

% 18. Sinhx:%
19. x* — 23 —5x + 4 20. (x + 1)?

17. coshx =

Taylor Serilerini Bulmak

21-28 alistirmalarinda f’nin x = a’da iirettigi Taylor serisini bulun.
21, f(x) =x>—2x+ 4, a=2

22. fx) =2 + x>+ 3x— 8, a=1

23, fx) =x*+ x>+ 1, a=-2

24, fx) =3x" —x*+ 23+ x> -2, a= -1

25, f(x) = 1/x% a=1

26. f(x) =x/(1 —x), a=0

27. f(x) =€, a=2

28. f(x) =25 a=1

Teori ve Alistirmalar

29. (x _ a)z
ex=ea1+(x—a)+72, + -
oldugunu gostermek igin. e"’in x = g’da Urettigi Taylor serisini
kullanim.

30. (Alistirma 29 'un devamu.) €”’in x = 1’de irettigi Taylor serisini bu-
lun. Yanitinizt Aligtirma 29°daki formiille karsilastirm.

31. f(x)’inx = a’da n mertebesine kadar tiirevleri var olsun. zn. merte-
be Taylor polinomunun ve ilk n tiirevinin x = a’daki degerlerinin,
f’nin ve ilk » tiirevinin x = a’daki degerlerine esit oldugunu gos-
terin.

11.9
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32. Mertebesi = n olan biitiin polinomlar arasinda, n. mertebe
Taylor polinomu en iyi yaklasimi verir. f(x)’in x = a’da merkez-
lenmis bir aralikta tiiretilebildigini ve g(x) =by+ b;(x —a) + --- +
b,(x —a)”in, by,..., b, sabit katsayilar olmak {izere n. mertebeden
bir polinom oldugunu varsayin. £(x) = f(x) — g(x) olsun. g lizerine
a. E(a) =0

E(x) Hata (x — a)" ile karsilastirildiginda

b. lim x—a) 0 ihmal edilebilir.

x = a’daki yaklagim hatasi sifir.

kosullarmt koyarsak,

o) = f@) + [ — @)+ S =

/"a)

n!

+ (x —a)

oldugunu gosterin. Yani, P,(x) Taylor polinomu, x = a’da hem
hatas sifir olan, hem de (x — a)" ile karsilastirildiginda ihmal
edilebilen ve derecesi n’ye esit veya n’den kiigiik olan tek poli-
nomdur.

Kuadratik Yaklasimlar

x = a’da iki kere tiiretilebilen bir f(x) fonksiyonu tarafindan retilen
ve mertebesi 2 olan Taylor polinomuna f’nin x = @’daki kuadratik
yaklagimi denir. 33-38 alistirmalarinda, f’nin x = 0’daki (a) lineeri-
zasyonunu (mertebesi 1 olan Taylor polinomu) ve (b) kuadratik yakla-
simini bulun.

33. f(x) = In(cosx)
35. f(x) = 1/V1 — x?

37. f(x) = sinx

34. f(x) = eSin¥
36. f(x) = coshx
38. f(x) = tanx

Taylor Serisinin Yakinsakligi; Hata Tahmini

Bu boliim Boliim 11.8'de cevapsiz birakilan iki soruyu cevaplamaktadir:

1. Bir Taylor serisi ne zaman tiretici fonksiyonuna yakinsar?

2. Bir fonksiyonun Taylor polinomlari verilen bir aralikta, fonksiyona ne kadar iyi bir
yaklasimda bulunurlar?

Taylor Teoremi

Bu sorulart asagidaki teoremle yanitlayacagiz.



812 Biiliim 11: Sonsuz Diziler ve Seriler

TEOREM 22 Taylor Teoremi

f fonksiyonu ve f', f", ..., f™ tiirevleri [a, b] veya [b, a] araliklarinda siirekli
iseler ve f™ (a, b) veya (b, a) arah@inda tiiretilebiliyorsa,  ile b arasinda

f”( )

f(b) = f(a) + f'(a)(b — a) + (b—a)+ -

f(")(a) ., f("+1 (C) -
(b — a) +m(b—a) !

esitligi saglanacak sekilde bir ¢ sayis1 vardir.

Taylor Teoremi Ortalama Deger Teoreminin bir genellestirilmesidir (Alistirma 39). Bu
boliimiin sonunda Taylor teoreminin bir ispati vardir.

Taylor teoremini uygularken, genellikle a’y1 sabit tutup, b’ye bagimsiz bir degisken
gibi bakmak isteriz. Bu gibi durumlarda, b yerine x yazarsak, Taylor teoremini uygulamak
kolaylasir. Bu degisiklikle teorem su sekli alir:

Taylor Formiilii
a’yiigeren bir [ araliginda f’nin her mertebeden tiirevi varsa, her pozitif n
tamsayis1 ve I’daki her x igin,
, f"(a)
f&) = fla) + f@)x = a) + 5~ (x —a) +
o
MR Ly 0
dir. Burada
(n+1)
R,(x) = (O] (x — a)""' (¢, aile b arasinda bir say1 ) (2)
(n+ 1)!
dir.

Taylor teoremini bu sekilde ifade ettigimizde, teorem, her x P [ igin
f(x) = P,(x) + Ru(x)

oldugunu soyler. R,(x) fonksiyonu (n + 1). tiirev olan £ V’nin a ve x’e bagh olan ve
bunlarin arasinda bulunan bir ¢ noktasindaki degeri ile tanimlanir. Denklem, istedigimiz
herhangi bir n degeri i¢in, hem f’nin o mertebede bir polinom yaklasimini, hem de 7 arali-
81 boyunca o yaklagimi kullanmanin verecegi hata icin bir formil verir.

(1) denklemine Taylor formiilii denir. R,(x) fonksiyonuna n. mertebeden kalan veya
f’nin [ araligindaki P,(x) yaklasiminin hata terimi denir. Her x P [ igin, n — oo iken,
R,(x) — 0 ise, f’nin x = a'da tirettigi Taylor serisinin / aralig1 iizerinde f’ye yakinsadigi-
n1 soyler ve

(k)
f()—Ef @) — g

yazariz. Asagidaki ornekte gosterildigi gibi cogunlukla c’deki degerini bilmeksizin R, kalani-
n1 tahmin edebiliriz.
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ORNEK1 e icin Taylor Serisi, Tekrar

f(x) = €”in x = 0’da trettigi Taylor serisinin her reel x degerinde f(x)’e yakinsadigini gos-
terin.

Coziim Fonksiyonun / = (—00, 00) araliginda her mertebeden tiirevi vardir. f(x) = ¢* ve
a=0ile (1) ve (2) denklemleri

. %2 o Boliim 11.8, Ornek
er=1+x+ 21 + -+ m + R,(x) 2’deki polinom
ve
__ e il . B
R.(x) = mx 0 ile x arasinda bir ¢ i¢in

verir. ', x’in artan bir fonksiyonu oldugundan, ¢ degeri ® =1 ile ¢ arasinda bulunur. x
negatifse, ¢ de negatiftir, dolayisiyla e < 1 olur. x sifirken, ¢ =1 ve R,(x) = 0 olur. x po-
zitifse, ¢ de pozitiftir ve ¢ < " olur. Yani,

|x|n+1 o
|R,(x)| = m x = (0 igin

ve
xn+1
[Ry(x)| < exm x > 0 i¢in
olur. Son olarak,
xn+1
lim m =0 her x igin Bolim 11.1
n—0 :

oldugundan lim R,(x) = 0 olur ve seri her x i¢in ¢"’e yakinsar. Boylece,
n—>o0

k 2 k

X _ LTI T
T TH T (3)

et =

vk

k
bulunur. -
Kalani Tahmin Etmek

Cogunlukla, Ornek 1°de yaptigimiz gibi R,(x)’i tahmin etmek miimkiindiir. Bu tahmin
yontemi o kadar uygundur ki, bunu, daha sonraki kullanimlari i¢in bir teorem olarak ifade
edecegiz.

TEOREM 23 Kalani Tahmin Teoremi
x ve a arasindaki her zigin |f""(¢)| = M olacak sekilde pozitif bir M sabiti
varsa, Taylor teoremindeki kalan terim R,,(x)

|x _ a|n+1

[Ry(x)| = MW

esitsizligini saglar. Bu kosullar her 7 igin gegerliyse ve f Taylor teoreminin
diger kogullarii sagliyorsa, seri f(x)’e yakinsar.
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Artik, Kalan Tahmin Teoreminin ve Taylor Teoreminin, yakinsaklik sorularini yanitla-
mak i¢in nasil kullanildiklarii gosteren 6rneklere bakmaya haziriz. Goreceginiz gibi,
bunlar bir fonksiyona Taylor serilerinden biriyle yaklasim yapilmasinin hassasligin belir-
lemekte de kullanilirlar.

ORNEK 2 sin xin x= 0daki Taylor Serisi

sin x’in x = 0’daki Taylor serisinin her x i¢in x’e yakisadigini1 gosterin.

Coziim Fonksiyon ve tiirevleri soyledir:

f&x) = sin x, fl(x) = cos X,
f'(x) = —sin x, f"(x) = — COS X,
f(x) = (—1)Fsinx, FPD(x) = (=1)Fcosx

Dolayistyla,
ey =0 ve  fEN0) = (=D

olur. Serinin sadece tek kuvvetli terimleri vardir ve n = 2k + 1 igin Taylor teoremi

3 5 (_l)kx2k+1
p - X X _ oL Y
sinx = x — 3 + 51 + 2k + 1)1 + Ry 1(x)

verir. sin x’in biitiin tiirevlerinin mutlak degerleri 1'den kiiglik veya 1’e esittir, dolayisiyla
M =1 ile Kalan Tahmin Teoremini uygulayarak

|x|2k+2

R 1= 15 w20

buluruz. k — oo iken, x’in degeri ne olursa olsun, (|x|2k+2/ (2k + 2)!) — 0 oldugundan,
Ry 4 1(x) — 0 olur ve sin x’in Maclaurin serisi her x i¢in sin x’e yakinsar. Boylece,

0 (_l)kx2k+l x3 5 7

nx= > - =x— %t oy
S ,;) R T (4)

elde edilir. ]

ORNEK3  cos xin x = O daki Taylor Serisi, Tekrar

cos x’in x = 0’daki Taylor serisinin her x degerinde cos x’e yakinsadigini gosterin.

Coziim cos x’in Taylor polinomuna (Béliim 11.8, Ornek 3) kalan terimini ekleyerek
n =2k ile cos x’in Taylor formiiliinii elde ederiz:

2 4 2k
XX 1) X
cosx = 1 2 + a1 + (—-1) 20!

+ Rzk(x).
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Kosintisiin tiirevlerinin hepsinin mutlak degerleri 1°den kiigiik veya 1’e esit oldugundan,
M =1 ile Kalan Tahmin Teoremi

|x|2k+l

= 1 G

verir. kK — o0 iken, her x degeri i¢in, R,; — 0 bulunur. Bu nedenle, seri her x igin cos x’e
yakinsar.

_ - (_1)kxzk . x2 , x* x®
COSX—Igw—l—7!+I!—a+"' (5)

ORNEK 4 Degisken Dniisiimii ile bir Taylor Serisi Bulmak

cos 2x’in x = 0’daki Taylor serisini bulun.

Cozim  cos 2x’in Taylor serisini cos x’in Taylor serisinde x yerine 2x yazarak bulabiliriz:

00 k 2k 2 4 6 .
(— 1 ) (2)6) (2x) (2)6) (2)6) x yerine 2x alinmis
cos2x=];)W= Y + 41 6l + - (5) denklemi
_ 222 2%t 266
R I TR TR
_ m(_l)k22kx2k
=0 (2k)!

(5) denklemi —00 < x < 00 igin gegerlidir, bu da —00 < 2x < 0 igin de gegerli oldugunu
gosterir, dolayisiyla yeni yaratilan seri her x igin yakinsaktir. Alistirma 45 serinin neden
gergekten de 2x’in Taylor serisi oldugunu agiklamaktadir. [

ORNEK5  Bir Taylor Serisini Carpimla Bulmak
x sin x’in x = 0°daki Taylor serisini bulun.

Cozim  x sinx’in Taylor serisini sin x’in Taylor serisini (Denklem 4 ) x ile garparak bu-
labiliriz.

sinx serisi her x igin yakinsak oldugundan yeni seri her x igin yakinsaktir. Alistirma
45, serinin neden x sin x’in Taylor serisi oldugunu agiklamaktadir. [

Kesme Hatasi

€”in x = 0’daki Taylor serisi her x igin ¢"’e yakinsar. Fakat hala ¢e, verilen bir has-
sasiyette yaklasimda bulunmak i¢in kag tane terim kullanacagimiza karar vermemiz
gerekmektedir. Bu bilgiyi Kalan Tahmin Teoreminden elde ederiz.
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ORNEK6  e’yi 10dan daha kiigiik bir hatayla hesaplayin.

Coziim x = 1 alarak Ornek 1’in ¢dziimiinii kullanip

1 1
e=1+1+g 4+ +Ry(l)

yazabiliriz. Burada

S S
(n + 1)

0 ile 1 arasindaki bir ¢ igin

R,(1) = e
ile verilir. Bu 6rnegin amaglari igin, ¢ < 3 oldugunu bildigimizi varsayalim. Dolayisiyla,

1
(n + 1)

3
<R(1) < ———
(1) (n + 1)
oldugundan eminiz, ¢linkii, 0 < ¢ < 1 igin, 1 < e < 37diir.

Denemeyle, 1/9! > 107 ve 3/10! < 10° oldugunu buluruz. Yani (n + 1)’i en az 10
veya n’yi en az 9 almamiz gerekir. 10 %dan kiigiik bir hatayla

T L e e AL
¢ 23l o1~ =

buluruz. [

ORNEK7  Hangi x degerleri igin sin x yerine, biiyiikliigii 3 X 10 *ten fazla olmayan bir
hatayla x — (x*/3!) yazabiliriz?

Coziim Burada, sin x’in Taylor serisinin, sifirdan farkli her x degeri igin bir alterne seri
olmasinin avantajini kullanacagiz. Alterne Seriler Tahmin Teoremine gore (Boliim 11.6)

x’

|

5

X
+§_...

sinx = x —

serisini (x*/3!)’den sonra kesmenin getirecegi hata

xS

5!

_ P

T 120

degerinden biiyiik olmayacaktir. Dolayisiyla,

|x |5 4 5 - Givenlik igin,
120 <3 x10 veya |x| < 360 X 107" =~ 0.514. asag1 yuvarlanmis

ise, hata 3 X 10™"¢ esit veya bundan daha kii¢lik olacaktir.

Alterne Seriler Tahmin Teoremi Kalan Tahmin Teoreminin sdylemedigi bir seyi daha
soyler: yani, sin x i¢in x — (x*/3!) tahmini, x pozitif oldugunda gergek degerden kiigiik
olan bir tahmindir, ¢iinkii x°/120 pozitiftir.

Sekil 11.15 sin x grafigiyle birlikte birka¢ Taylor polinomu yaklasimini da goster-
mektedir. P;(x)=x— (x*/3!)’in grafigi -1 =x = 1 iken neredeyse siniis egrisinden ayirt
edilememektedir.
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y
2 -
Py
1 -
I I N
0 1 2
_l -
2k
SEKiL11.15
3 n (_l)kx2k+1
Pyyyi(x) = k:EO Qk + 1)l

polinomlar1 n — oo iken sin x’e yakinsarlar. P3(x)’in x < 1 igin
siniis egrisine ne kadar yakin olduguna dikkat edin (Ornek 7)

Kalan Tahmin Teoreminin verdigi tahminin Alterne Serilen Tahmin Teoreminin
verdigi tahminle ne zaman uyusacagini merak edebilirsiniz.

33
sinx =x — 57 + R3

3!
yazarsak, Kalan Tahmin Teoremi, daha kétii bir sonug olan
Ul
= - — =
[Rs| =1+ = 34

degerini verir. Fakat x — (x*/3!) = 0 + x + 0x* — (x*/3!) + Ox*iin {igiincii mertebe oldugu
kadar dordiincii mertebeden de bir Taylor polinomu oldugunu hatirlarsak,

. x?
smx=x—§+0+R4
olur ve M = 1 ile Kalan Tahmin Teoremi
[P [P
< « - = —
(Rl =151 = 1o
verir. Bu, Alterne Seriler Tahmin Teoremiyle buldugumuz sonugtur. [

Taylor Serilerini Birlestirmek

Yakinsaklik araliklarinin kesigsimlerinde, Taylor serileri toplanabilir, ¢ikarilabilir, sabitlerle
carpilabilir ve sonuglar yine Taylor serileri olur. f(x) + g(x)’in Taylor serisi f(x) ve g(x)’in
Taylor serilerinin toplamuidir, ¢iinkii f + g’nin n. tirevi f + g™dir. Boylece
(1 + cos 2x)/2’nin Taylor serisini cos 2x’in Taylor serisine 1 ekleyip, birlestirilmis sonucu
2’ye bolerek bulabiliriz. sin x + cos x’in Taylor serisi sin x ve cos x’in Taylor serilerinin te-
rim-terim toplanmis halidir.
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Euler Ozdesligi

Hatirlayacaginiz gibi, bir kompleks (karmasik) sayi, a ve b reel sayilar ve i = V —1
olmak tizere, a + bi seklinde bir sayidir. ¢’ in Taylor serisinde x = i0 (6 reel) alir ve sonucu
basitlestirmek i¢in,

2= —1, 3 =% = — 4= 22 =1, 4

, it =i = iP=1i

i=1i,
gibi bagintilar1 kullanirsak
0, i%0* %0 't | i | i%°

0 _ Ll v v LY v -7
e TR TR TR TR TR TR

2 o e ) 0 6 ..
:(1_2!—'—4!_6!4““ +10_§+§—-~- = cosf + isinf.

Bu, ¢/’ = cos@ + isinf oldugunu ispatlamaz, giinkii heniiz e’nin kompleks bir
kuvvetini almanin ne anlama geldigini tanimlamadik. Fakat e’®nimn bildigimiz diger
seylerle nasil uyum sagladigini gosterir.

TANIM

Herhangi bir 6 reel sayis1 igin, e’ = cos 6 + isin @’dur. (6)

Euler ézdesligi denilen (6) denklemi herhangi bir a + bi kompleks sayist igin et thiryi
e“ - e? olarak yazmamzi saglar. Ozdesligin bir sonucu

denklemidir. Bu denklem e™ + 1 = 0 seklinde yazildiginda matematikteki en dnemli bes
sabiti bir araya toplar.

Taylor Teoreminin Bir ispati

Taylor teoremini @ < b oldugunu varsayarak ispatlayacagiz. a > b igin ispat da aynidir.

” (n)
fz(!a)(x— a)? +.._+fn§a)

Pux) = fla) + f'la)(x — a) + (x —a)
Taylor polinomu ve bunun ilk # tane tiirevi, x = a’'da f fonksiyonuna ve onun ilk » tlirevine
uyarlar. K bir sabit olmak iizere, K(x — a)" " ! gibi bir terim eklersek bu uyumu bozmayiz,
¢linkii boyle bir terim ve bu terinim ilk # tiirevi x = a’da sifirdir. Yeni fonksiyon

du(x) = Py(x) + K(x — a)""!

ve bunun ilk # tiirevi x = a’'da f’ye ve ilk » tlirevine uyacaktir.
Simdi y = ¢,,(x) egrisinin x = b’de esas egri y = f(x)’e uymasini saglayacak &zel bir K
degeri secelim. Sembolik olarak,

_ J(b) = Py(b)

f(b) = P,(b) + K(b — a)n+l’ veya K (b — a)n+1

(7)

yazilir.



ALISTIRMALAR 11.9

Dedisken Doniisiimii ile Taylor Serileri
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(7) denklemiyle belirlenmis K ile
Flx) = f(x) = dulx)

fonksiyonu, [a, b] aralifinda her x igin, orijinal f fonksiyonu ile yaklasim fonksiyonu ¢,
arasindaki farki olger.

Simdi Rolle teoremini kullanacagiz (Béliim 4.2). ilk olarak, F(a) = F(b) = 0 oldugun-
dan ve hem F hem de F’ tiirevi [a, b]’da strekli olduklarindan

(a, bydeki bir c;igin  F'(c;)=0

oldugunu biliyoruz. Sonra, F'(a) = F'(c¢;) = 0 oldugundan ve hem F’ hem de F” tiirevleri
[a, ¢,]” de siirekli olduklarindan

(a, cy)’deki bircyicin - F'(c) =0
oldugunu biliyoruz. Rolle Teoremini F”, F", ..., F"~ V¢ art arda uygulamak
(a, c;)de F"(c;)=0  olacak sekilde bir c;
(a, c3de  F¥(c))=0  olacak sekilde bir ¢4

(a, c,_1)de F™c,)=0  olacak sekilde bir ¢,

bulundugunu gésterir. Son olarak, F™ [a, c,]'de siirekli ve (a, c,)de tiiretilebilir oldugun-
dan ve F"(a) = F"(c,) = 0 oldugundan Rolle Teoremi, (a, c,) araliginda

F D (1) =0 (8

olacak sekilde bir ¢, . | sayist bulundugunu soyler. F(x) = f(x) — P,(x) — K(x — a)" " "’in
toplam » + 1 kere tiirevini alirsak,

FOr(x) = f () — 0 — (n + 1)K 9)
buluruz. (8) ve (9) denklemleri birlikte
(a, b)de bir ¢ = ¢, | sayistigin -~ g — £ e (10)
(n + 1)
oldugunu gosterir. (7) ve (10) denklemleri ise

f(n+1)(c)

TESIA a)"™!

f(b) = Pu(b) +

oldugunu gosterir. Bu da ispati tamamlar. [

Daha Fazla Taylor Serisi

1-6 alistirmalarindaki fonksiyonlarin x = 0’da Taylor serilerini bul- 7-18 alistirmalarindaki fonksiyonlarin x = 0’daki Taylor serilerini bulun.
mak icin degisken déniisiimii kullanin (Ornek 4’teki gibi). ). ¥2
1 5 2. o2 3. 5sin (—x) 7. xe’ 8. x“sinx 9. 5 1 + cosx
. [ mx N 3
4. sin (7) 5. cos Vi + 1 6. cos (x3/2/\[2) 10. sinx — x + )3% 11. xcos mx 12. x?cos (x?)
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13.

14.

17.
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cos® x (Ipucu: cos*x = (1 + cos2x)/2.)

sin? x 15. 16. xIn (1 + 2x)

1 2
17 TR

Hata Tahmini

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Yaklasik olarak hangi x degerlerinde sin x yerine buyikligi
5 X 10™ten fazla olmayan bir hatayla x — (x*/6) yazabilirsiniz?
Yanitinizi agiklaym.

cos x yerine 1 — (x*/2) yazilirsa ve | X | < 0.5 ise, hata hakkinda
ne gibi bir tahmin yapilabilir? 1 — (x*/2) gok mu fazla, yoksa ok
mu azdir? Yanitinizi agiklayin.

|x < 107 iken, sin x = x yaklagimi ne kadar yakindir? Hangi x
degerlerinde x < sin x olur?

x kiigikken V1 +x =1+ (x/2) yaklaspmi kullamlir.
|x| < 0.01 iken hatay1 tahmin edin.

x kiigiikken ¢* = 1 + x + (x2/2) yaklagimi kullanilir. | x| < 0.1
iken hatay1 tahmin etmek i¢in Kalan Tahmin Teoremini kullanin.

(Alstirma 23 tin devami.) x < 0 iken, €* serisi alterne bir seridir.
Alterne Seri Teoremini kullanarak —0.1 < x < 0 iken ¢* yerine
1 +x + (x*/2) yazmann verecegi hatay1 tahmin edin. Tahmininizi
Aligtirma 23’te buldugunuzla karsilastirin.

| x| < 0.5 iken, sinh x = x + (x*/3!) yaklagiminin hatasini tahmin
edin. (Ipucu: Ry degil, R, kullanmn.)
0 = & = 0.01 iken, ¢ yerine biiyiikliigii #’nin %0.6’smdan biiyiik
olmayan bir hatayla 1 + & yazilabilecegini gosterin. ¢"*! = 1.01
alin.
Hangi pozitif x degerlerinde In (1 + x) yerine, x’in biiyiikliigliniin
en ¢ok %1°1 kadar bir hatayla, x yazabilirsiniz?
x = I’de tan”! x’in Maclaurin serisini kullanarak 7r/4’{i tahmin et-
meyi planliyorsunuz. Alterne Seriler Tahmin Teoremini kulla-
narak, tahmininizin 2 ondalik basamak dogrulukta oldugundan
emin olmak i¢in serinin kag¢ terimini almaniz gerektigini belir-
leyin.
a. sin x’in Taylor serisini ve Alterne Seriler Tahmin Teoremini

kullanarak

x?  sinx

1—€< T <1,

x#0
oldugunu gosterin.

b. -5 =x=5igin f(x) =(sinx)/x iley=1—-(x*/6) vey=1
fonksiyonlarmin grafiklerini birlikte ¢izin. Grafikler arasinda-
ki iligkiyi yorumlayin.

a. cos x’in Taylor serisini ve Alterne Seriler Tahmin Teoremini
kullanarak

oldugunu gosterin. (Bu, Boliim 2.2, Alistirma 52°deki esitsiz-
liktir.)

b. -9 =x =9 igin f(x) = (1 — cos x)/x? ile y = (1/2) — (x*/24) ve

y = (1/2) fonksiyonlarmnin grafiklerini birlikte gizin. Grafikler
arasindaki iliskiyi yorumlaym.

Maclaurin Serilerini Bulmak ve Tanimlamak

x = 0’daki Taylor serisinin bir baska adinin Maclaurin serisi oldugunu
hatirlaym. 31-34 alistirmalarindaki serilerden her biri bir f(x)
fonksiyonunun bir noktadaki Maclaurin serisidir. Hangi fonksiyon ve
hangi nokta? Serinin toplami nedir?

31

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

(0.1)3 N (01)5 B (_1)k(0.1)2k+1
3! 5! (2k + 1)!

BT R o G VU G0
4221 444 425+ (2k1)

3 5 (_l)k,n.ZkJrl

K T T
3 3%.3 3%.5 3212k + 1)

. (0.1) —

1

2 3 k
T o —1 T
2 3 1) k
€' ve sin x’in Maclaurin serilerini ¢arparak ¢* sin x’in Maclaurin

serisinin sifirdan farkli ilk bes terimini bulun.

€' ve cos x’in Maclaurin serilerini garparak ¢* cos x’in Maclaurin
serisinin sifirdan farkli ilk bes terimini bulun.

sin? x = (1 — cos 2x)/2 bagintisim kullanarak sin® x’in Maclaurin

serisini bulun. Sonra bu serinin tlirevini alarak 2 sin x cos x’in
Maclaurin serisini bulun. Bunun sin 2x serisi olup olmadigin
kontrol edin.

(Alistirma 37 'nin devami.) cos® x = cos 2x + sin® x bagintisini kul-
lanarak cos” x igin bir kuvvet serisi elde edin.

Teori ve Ornekler

39

40.

41.

. Taylor Teoremi ve Ortalama Deger Teoremi Ortalama Deger
Teoreminin (B6liim 4.2, Teorem 4) nasil Taylor Teoreminin 6zel
bir durumu oldugunu agiklaymn.

Biikiim noktalarinda lineerizasyon Iki kere tiiretilebilen bir
f(x) fonksiyonunun grafiginin x = a’da bir biikiim noktasi varsa,
f’nin x = a’daki lineerizasyonunun ayni zamanda f’nin x = a’daki
kuadratik yaklagimi oldugunu gosterin. Bu, tegetlerin biikiim
noktalarina neden o kadar iyi uyum sagladiklarini agiklar.

(ikinci) ikinci tiirev testi Asagidaki testi dogrulamak igin

10 = fla) + f@s o)+ 1o

denklemini kullanin.
f’nin siirekli birinci ve ikinci tiirevlerinin var ve f'(a) = 0
oldugunu varsayn.

(x — a)?

a. I¢i a’y1 kapsayan bir aralik boyunca f” < 0 ise, f’nin a’da bir
yerel maksimumu vardir;

b. I¢i a’y1 kapsayan bir aralik boyunca f” = 0 ise, f’nin a’da bir
yerel minimumu vardir.



42.

43.

44.

Kiibik bir yaklasim a =0 ve n = 3 ile Taylor formiiliinii kulla-

narak f(x) = 1/(1 — x)’in x = 0’daki kiibik yaklagimmi bulun.

|x| = 0.1 iken yaklagimdaki hatanin bilyiikliigii i¢in bir {ist sinir

bulun.

a. n =2 ile Taylor formiiliinii kullanarak f(x) = (1 + x)*’ye (k bir
sabit) x = 0°daki kuadratik yaklasimi bulun.

b. k=3ise, [0, 1] araligindaki yaklasik olarak hangi x
degerlerinde, kuadratik yaklagimdaki hata 1/100°den kiigiik
olur?

7r’ye yaklagimlari iyilestirmek

a. B 7’ye n ondalik basamak kesinlikte bir yaklasim olsun.
P + sin P’nin 3n ondalik basamak kesinlikte bir yaklasim ve-
recegini gosterin. (Jpucu: P=m +x aln.)

b. Bunu bir hesap makinesiyle deneyin.

45.

46.

47.

f(x) = Snloa,x" tarafindan iiretilen Taylor serisi
E?:o a,x" serisidir. Yakinsaklik yarigapt ¢ > 0 olan bir
Ef,o:() a,x" kuvvet serisiyle tanimlanan bir fonksiyonun, (-, ¢)
araliginin her noktasinda fonksiyona yakinsayan bir Taylor serisi
vardir. f(x) = 3,—¢a,x" tarafindan iiretilen Taylor serisinin
>0 a,x" serisinin kendisi oldugunu gostererek bunu gosterin.
Bunun hemen goériilen bir sonucu, Yakinsak kuvvet serilerin
tiirevlerinin alinmasi veya integrasyonuyla elde edilen serilerin,
temsil ettikleri fonksiyonlarin iirettigi Taylor serileri olmalart gi-
bi, Taylor serilerini x’in kuvvetleri ile ¢arpilmasindan elde edilen

4 6 8
.2 X X X
xsinx = x 31 + 30 7 +
ve
4 5
2x — 2 3.X X
x‘er =x"+x +2!+3!+ S

gibi serilerdir.

Cift fonksiyonlarin ve tek fonksiyonlarin Taylor serileri (Bo-

liim 11.7, Ahistrma 45’in devamu.) f(x) = 3—q ayx” fonksiyonu-

nun agik bir (—¢, ¢) araligindaki her x i¢in yakinsadigini varsayin.

Asagidakileri gosterin.

a. fiftse, a; =a3=as=---=04dir; yani f’nin serisi sadece x’in
¢ift kuvvetlerini igerir.

b. ay=a,=a,=---=04dir; yani f’nin serisi sadece x’in tek kuv-
vetlerini igerir.

Periyodik fonksiyonlarin Taylor polinomlari

a. Herx igin | f(x) | = M olacak sekilde pozitif bir M sabitinin var
oldugunu gostererek, her siirekli periyodik f(x), -0 < x < oo,
fonksiyonunun biiytikligiiniin sinirli oldugunu gosterin.

b. f(x)=cosx’in iirettigi pozitif dereceli her Taylor polinomunun
grafiginin x| arttikca cos x’in grafiginden uzaklasmasi ge-
rektigini gosterin. Bunu Sekil 11.13’te gorebilirsiniz. sin x’in
Taylor polinomlari da benzer sekilde davranir (Sekil 11.15).
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Ed 48. a. y=(1/3)— (x?)/5 ve y = (x — tan"'x)/x’ egrilerinin grafiklerini

y = 1/3 egrisiyle birlikte gizin.

b. Gordiiklerinizi bir Taylor serisiyle agiklayin.
x — tan 'x

lim 3

x—0 X
nedir?

Euler Ozdesligi

49. e’nin asagidaki kuvvetlerini @ + bi seklinde yazmak igin (6)
denklemini kullanin.

a. e " b. ™4 c. e /2
50. (6) Denklemini kullanarak
if —i0 i0 —i0
e’ +e . e’ —e
-5 ~  ve == *
cos 6 ) sin 6 oF

oldugunu gosterin.
51. Aligtrma 50°deki bagmtilari ¢ ve ¢

lestirerek dogrulayin.

nin Taylor serilerini bir-

52. Asagidakileri gosterin.

a. coshif = cosé, b. sinhif = isiné6.
53. ¢* ve sin x’in Taylor serilerini garparak, ¢* sin x’in Taylor serisinin

x>’e kadar olan terimlerini bulun. Bu seri

ex_eix — e(1+i)x
serisinin sanal (imajiner) kismidir. Bunu yanitinizi kontrol etmek-
te kullanin. Hangi x degerleri igin bu seri e sin x’e yakinsamali-

dir?
54. a ve b reel olmak iizere, ¢t ¥
T = gar. % = o@X(cog by + isin bx)
denklemiyle tanimlariz. Bu denklemin sag tarafinin tiirevini alarak

i (a+ib)x — . (a+ib)x
i C (a + ib)e
oldugunu gosterin. Yani bildigimiz (d/dx)e®™ = ke kurali komp-

leks k’ler i¢in de gegerlidir.

55. ¢ min tanimini kullanarak reel 6, 6, ve 6, sayilar1 igin asagidaki-
leri gosterin.

i(01+62)
5

a. e’ = ¢ b. % = 1/e”.

56. Kompleks iki @ + ib ve ¢ + id sayis1 ancak ve ancak a = ¢ ve
b = d ise esittir. Bunu kullanarak, C = C; + iC, kompleks bir in-
tegrasyon sabiti olmak iizere

/e‘” cosbxdx ve /e‘” sin bx dx
esiginden
/e(a+ib)x e = az_ lbz e(a+ib)x +C
a -+ b

integrallerini hesaplayin.
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BILGISAYAR ARASTIRMALARI
Lineer, Kuadratik ve Kiibik Yaklasimlar

n=1ve a =0 ile Taylor formiilii bir fonksiyonun x = 0’daki lineerizas-
yonunu verir. n =2 ve n = 3 ile, standart kuadratik ve kiibik yaklasim-
lar1 elde ederiz. Bu alistirmalarda, bu yaklasimlarla ilgili hatalar: aras-
tiracagiz. Iki sorunun yanitini artyoruz:
a. Hangi x degerleri igin fonksiyon yerine, 10>den kiigiik bir hata
ile, s6z konusu yaklasimlar yazilabilir?
b. Belirlenen aralikta fonksiyon yerine séz konusu yaklasimlari
almakla yapacagimiz maksimum hata nedir?
Bir BCS kullanarak, 57-62 alistirmalarinda verilen fonksiyonlar
ve araliklar igin (a) ve (b)deki sorular1 yanitlamak igin asagidaki
adimlar gergeklestirin.

Adim 1: Fonksiyonu belirtilen aralikta ¢izin.

Adim 2: x = 0'daki P (x), P,(x) ve P3(x) Taylor polinomlarimi bu-
lun.

Step 3: Her Taylor polinomunun kalaniyla iliskili olan (n + 1).
tirevi f* * D(c)’yi hesaplaym. Tiirevi, verilen aralikta ¢’nin bir
fonksiyonu olarak ¢izin ve maksimum mutlak degeri M’yi tahmin
edin.

11.10 Kuvvet Serilerinin Uygulamalan

Step 4: Her polinomun R,(x) kalanmi hesaplaym. f”'* Y(c) yeri-
ne Adim 3’teki M tahminini kullanarak, R,(x)’in grafigini ¢izin.
(a) sorusunu yanitlayan x degerlerini bulun.

Step 5: Tahmin ettiginiz hatay1 gercek hata

E,(x) = |f(x) — Pu(x)| ile, E,(x)’in grafigini belirlenen aralikta
gizerek karsilastirin. Bu (b) sorusunu yanitlamaya yardimei ola-
caktir.

Step 6: Fonksiyonun ve {i¢ Taylor yaklagiminin grafiklerini bir-
likte ¢izin. Grafiklerin 4 ve 5 adimlarinda bulduklarinizla iligkisi-
ni tartigin.

1 3

57. f(x) = ———, |x|=

V1+x 4

58. f(x) = (1 + x)*2, —% =x=2
X

59. = : =2

7o) = 5 1]

60. f(x) = (cosx)(sin2x), |x|=2

61. f(x) = e ¥cos2x, |x|=1

62. f(x) = ¢*?sin2x, x| =2

Bu boliim kuvvet ve kdk bulmada kullanilan binom serilerini tanitmakta ve bazen serile-
rin, bir baglangi¢ deger problemine yaklasimda bulunmakta, elemanter olmayan integral-
lerin hesaplanmasinda ve belirsiz formlara yol agan limitlerin hesaplanmasinda, nasil kul-
lanildigini  gostermektedir. tan™' x’in Taylor serisinin bir gikarihgmi verecek ve sik
kullanilan seriler i¢in bir referans tablosuyla bolimii bitirecegiz.

Kuvvetler ve Kokler icin Binom Serileri
m bir sabitken, f(x)=(1+x)" nin lrettigi Taylor serisi

m(m — 1)x2+ m(m — 1)(m _2)x3 ...

1+ mx + o 30

N m(m — 1)(m —g-'-(m—k-}— l)xk-l—

(1)

ile verilir. Binom serisi denilen bu seri | x| < 1 i¢in mutlak yakinsaktir. Seriyi tiiretmek
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i¢in, 6nce fonksiyonu ve tlirevlerini yazariz:
fx) = (1 +x)"
f'(x) = m(1 + x)" !
f') = m(m — (1 + x)"2
f"x) = mOm = 1)(m = 2)(1 + 0"

fO%) = mm — 1)(m = 2)---(m — k + 1)1 + x)" k.

Sonra bunlart x = 0’da hesaplar ve bu degerleri Taylor serisi formiiliine koyarak (1) denkle-
mini elde ederiz.

m sifira esit veya sifirdan biiyiik bir tamsay1 ise, seri (m + 1) terimden sonra durur,
glinkii k£ = m + 1’den sonraki terimler sifirdir.

m pozitif bir tamsay1 veya sifir degilse, seri sonsuzdur ve | x| < 1 igin yakinsaktir. Ne-
denini anlamak igin, u;’y1 x’y1 igeren terim olarak alin. Sonra mutlak yakinsaklik igin
Oran Testini uygulayarak

Uj+1
U

k—> oo x| = x|

_m—k
k+1

oldugunu goriin.

Binom serilerini tiiretisimiz sadece bunun (1 + x)™ tarafindan iiretildigini ve |x| < 1
i¢in yakisadigini gostermektedir. Tiiretis serinin (1 + x)"’ye yakinsadigini gostermez.
Seri bu fonksiyona yakinsar, fakat bunu ispatsiz kabul edecegiz.

Binom Serisi
-1 <x<1igin

veE

olmak tlizere

k=3 icin (’;) _ mlm = Dm _2”'(’"_“ D gir

ORNEK 1 Binom Serisini Kullanmak

(- ()75

<_1> - ke D (=1 (113) = (=1 olur.

m=—1 ise

Ve

k k!
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Bu katsay1 degerleri ve x yerine —x ile binom formiili, bildigimiz
A+x)"T=1+ DD =1—-x+x2=-3+ -+ (=D!+ - =
=

geometrik serisini verir.

ORNEK 2 Binom Serisini Kullanmak

Boliim 3.8, Ornek 1'den kiigiik | x |’ler igin V1 + x & 1 + (x/2) oldugunu biliyoruz.
m = 1/2 ile binom serisi, Alterne Seriler Tahmin Teoreminden gelen hata tahminleriyle bir-
likte, kuadratik ve daha yliksek mertebeden yaklagimlari da verir:

1 1 1 1 3
e B0 B0
(1+x) :1+§+ 21 x° + 30 X

B0

41

+

2 3 4
_ X _x® x5
=l -t st

x’e degisken doniisiimii uygulamak baska yaklagimlari da verir. Ornegin,
2 .4
Kiiciik [x7 icin Vl—xzzl_%_%

Kiicik L yani bityiik [ icin LI T
x X 2x  8x? ]

bulunur.

Diferansiyel Denklemlerin ve Baslangic Deger Problemlerinin
Kuvvet Serisi Coziimleri

Bir baslangi¢ deger problemi veya diferansiyel denklemin ¢6ziimi igin basit bir ifade bula-
mazsak, ¢6ziim hakkinda baska yollardan bilgi almaya galisiriz. Bunun bir yolu ¢dzliimiin
bir kuvvet serisi temsilini bulmaya ¢aligmaktir. Eger bulabilirsek, hemen ¢6ziimiin polinom
yaklagimlari igin bir kaynak elimize geger, bu da aradigimiz tek sey olabilir. Ilk 6rnek (Or-
nek 3), Bolim 9.2°nin yontemleriyle ¢6ziilebilecek bir birinci derece lineer diferansiyel
denklemle ilgilenmektedir. Ornek, bundan haberimiz yokmus gibi, denklemi bir kuvvet se-
risiyle nasil ¢dzecegimizi gosterir. Ikinci drnek (Ornek 4) daha énce gordiigiimiiz yontem-
lerle ¢ozlilemeyen bir denklemle ugrasir.

ORNEK3  Bir Baslangic Deger Probleminin Seri Cézimil
Asagidaki basglangi¢ deger problemini ¢dziin.
yio—y=x, »0)=1.
Coziim
y=a0+a1x+a2x2+~-~+an71x”7l+a,,x”+~-~. (2)

seklinde bir ¢dzliim oldugunu varsayariz.
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Amacimiz, hangi ak katsayilari i¢in, serinin ve
Yy =a; + 2ax + 3azx* + -+ nax" 4+ - (3)

birinci tiirevinin, verilen diferansiyel denklemi ve baslangi¢ kosulunu sagladigini bul-
maktir. y" — y serisi (2) ve (3) denklemlerindeki serilerin farkidir:

Y —y=(a; — ay) + (2ay — a)x + Baz — a)x> + -+~
+ (nay — @u—)x" '+ - (4)

y' —y = x denklemini saglayacaksa, (4) Denklemindeki seri x’e esit olmalidir. B6liim 11.7,
Alistirma 45’te gordiiglintiz gibi, kuvvet serisi temsilleri tek oldugu igin, (4) Denkle-
mindeki katsayilar asagidaki denklemleri saglamalidir:

a —ay=0 Sabit terimler
20 — a1 = 1 X’in katsayilari
3a3 —a; =0 x?’nin katsayilari

na, — d,—1 = 0 ¥ Pin katsayilari

Ayrica, (2) Denkleminden x = 0 iken, y = a, oldugunu gorebiliriz, yani a, = 1’ dir (bu
baslangi¢ kosuludur). Hepsini bir araya koyarsak,

_ 1 = 1 _lta _1+1 2
ap = 1, a = ay = 1, a = 2 - 2 _2’
a 2@272 :l a :an_lzl
373 3.2 3P " n n!>" "

buluruz. Bu katsay1 degerlerini y denkleminde (2 Denklemi) yerine koymak

2 3 n
y—1+x+22!+23!+ +2n!+
2 3 n
_ Ao X L
—1+x+2<2!+3!—|— +n!+ )

e'— 1 —x’in Taylor serisi
=l+x+20e"—1—x)=2"—1—-x

verir. Baglangi¢ deger probleminin ¢oziimi y = 2¢* — 1 — x’tir.
Kontrol i¢in,

y0)=2"-1-0=2-1=1
ve
V —y=2e"—1)— 2" —1—-x)=x ]

oldugunu goriiriiz.

ORNEK 4 Bir Diferansiyel Denklemi Cozmek

Asagidaki denklemin bir kuvvet serisi ¢oziimiinii bulun:

y//+ x2y =0 [5]
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Coziim
y=ao+ ax + ax*+ -+ ax" + - (6)
seklinde bir ¢6ziim oldugunu varsayar ve hangi g, katsayilari igin, serinin ve
Y =2a + 3 2a3x + -+ n(n — Da,x"2 + -+ (7)

tiirevinin  (5) denklemini sagladigin1 buluruz. x’y serisi x*> kere (6) denkleminin sag
tarafidir:

x%y = apx> + ax3 + ax* + -+ a4 (8)
y" + x%y (7) ve (8) denklemlerindeki serilerin toplamudir:
Y+ x%y = 2ay + 6azx + (12a4 + ap)x*> + (20as + a;)x*
+ -+ (nn = Day, + apa)x" 2+ --- 9)

4

(8) Denkleminde x"~?’nin katsayisinin a,, _ 4 olduguna dikkat edin. y ve ikinci tiirevi )"
(5) Denklemini saglayacaklarsa, (9) Denkleminin sag tarafindaki x’in kuvvetlerinin katsa-
yilarinin her biri sifir olmalidir:

2a, = 0, 6a; = 0, 12a4 + ay = 0, 20as + a; =0 (10)

n = 4 igin,
nn—1)a,+a, 4=0 (11)

dir. (6) Denkleminden
ag=y(0) a;=y'(0)

oldugunu gorebiliriz. Diger bir deyisle, serinin ilk iki katsayisi y ve y"’niin x = 0’daki
degerleridir. (10)°daki denklemler ve (11)’deki tekrarlama formiilii biitiin katsayilar1 a, ve
a; cinsinden hesaplamamizi saglar.

(10)daki denklemlerden ilk ikisi

a, = 0, as = 0
verir. (11) Denklemi a, 4= 0 ise, a, = 0 olacagini gdsterir, dolayisiyla
ag=0, a;=0, app=0, a;;=0

ve her n =4k + 2 veya 4k + 3 oldugunda, @, = 0 olur. Diger katsayilar i¢in

T an—4
a"_n(n—l)
buluruz, boylece
N —dy ao
T3 BT RTT 34478
. Tag —day
279112 7 34-7-8-11-12
ve
T _ —as al
S5 DT 9.874.5-89

. T4 —a
Y37 12V13 ~ 4-5-8-9-12-13

olur.
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Yani cevap en iyi olarak iki farkli serinin toplam1 bigiminde ifade edilir—biri a ile, digeri
a; ile carpilmis olarak.

4 x8 x12

p— _x — DRI
y‘“°<1 3.4 7 34-7-8  3-4-7-8-11-12 )

5 9 13
X X X
ta (x_ 4-5 7 4-5-8-9  4-5-8-9-12-13 +)

Iki seri de, oran testiyle goriilecegi gibi, her x igin mutlak yakinsaktir. [

Elemanter Olmayan integralleri Hesaplamak

Taylor serileri elemanter olmayan integralleri seriler cinsinden ifade etmekte kullanilabilir.
/ sinx? dx gibi integraller 15181 kirilmas1 incelemelerinde ortaya gikarlar.

ORNEK5 [ sinx? dx’i bir kuvvet serisi olarak ifade edin.
Coziim sin x serisinden
sinx® = x° — o7

elde ederiz. Dolayistyla,

7 11 15 10

3
. x> X X _ X X — ...
/Slnx dx =CH+ 3 =53t 1151 " 15-71 T 19-91 -

olur.

ORNEK 6 Bir Belirli integrali Bulmak
fol sinx? dx’i 0.001°den kiigiik bir hatayla bulun.

Coziim Ornek 5°teki belirsiz integralden

1
) 5 _l_ 1 1 . 1 1 _
A sin x dx—3 7,3!+11.5! 15-7!+19-9!

bulunur. Seri alternedir. Deneyerek

1
11-5

© ~ 0.00076

teriminin sayisal olarak 0.001’den kiigiik olan ilk terim oldugunu buluruz. Bundan 6nce ge-

len iki terimin toplami 1 1 1
N NSRS S S
A sinx” dx ~ I 1 0.310

verir. Iki terim daha alirsak, 107%°dan daha kiigiik bir hatayla
1
/ sinx? dx ~ 0.310268
0

tahmininde bulunabilirdik. Bundan sadece bir terim daha fazla alarak,1.08 X 107 civarin-
da bir hatayla
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1
o1 11 1
£ SInxTdx ~ 37 45 T 1320 75600 T 6894720 ~ 0-310268303
buluruz. Yamuk kuralindaki hata formiilityle bu hassasligi garantilemek 8.000 alt aralik
gerektirirdi. u
Arktanjantlar

Boliim 11.7, Ornek 5°te tan™' x serisini, tiirev alip,

D= —L — o2t oS
dx 1+ x?
bularak ve integre edip
3 5 7
N x x X
=x - 4+ - 4.
tan "x = x 3 3 7

elde ederek bulmustuk. Ancak, bu sonucun dayandig: terim terime integrasyon teoremini
ispatlamadik. Simdi bu seriyi, yeniden,
(_ 1)n+1t2n+2

sonlu formiiliiniin iki tarafini da integre ederek bulacagiz. Burada son terim, kalan terim-
leri, ilk terimi @ = (—1)"*1#>"*2 ve oran1 » = —# olan bir geometrik seri olarak toplamak-
tan gelir. (12) Denkleminin iki tarafini1 da # = 0’dan ¢ = x’e kadar integre etmek

3 5 x7

7

( 1)n+1 2n+2
Ro(x) = / 1+ £

ile verilmektedir. Integrandin paydasi 1’e esit veya 1'den daha biiyiiktiir; dolayisiyla

-1 X X
— _i+7_
tan "x = x 3 3

+ 4 (= 1)" + R,(x)

2n + 1
verir. Burada

|R (x)| = |X|t2n+2 dt = w
" 0 2n + 3

olur. |x| = x|=1
ise, lim,—oo R,(x) = 0 olur ve
1)"x 2n+1
tan~ X_E(Zn)-i-l’ [x| = 1.
3 5 7 3
- x? X0 x
tan1x=x—?+?—7+'-~, x| =1

buluruz. tan"!' x’in yiiksek mertebeden tiirevlerinin formiilleri uygun sekilde diizenlenebilir
olmadiklarindan, dogrudan Taylor serisini bulmak yerine bu yolu takip ettik. (13) denkle-
minde x =1 alirsak, Leibniz formiiliinii elde ederiz:

(=1

1
* CR I

J’_

T _ _1
g =1 7

W [—=
W |—

Seri ¢ok yavas yakinsadigindan fazla sayida ondalik basamak hassasiyeti ile 7’ye
yaklagimlarda kullamlmamaktadir. x’in sifira yakin degerlerinde tan ' x’in serisi gok daha
hizli yakinsamaktadir. Bu nedenden dolay1, 7’yi hesaplamak igin tan™' x’in serisini kul-
lananlar gesitli trigonometrik 6zdeslikler kullanirlar.
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Ornegin,
= -1 l = -1 l
a = tan 5 and B = tan 3
ise
tana + tan B 1+4
273
+ = = =1 = L
tan (e + ) 1 — tanatan B 1_% ! tany
ve

T _ N | -1
4—a+/3—tan 2+tan 3

olur. Simdi, (13) Denklemi x = 1/2 ile tan ' (1/2)’yi ve x = 1/3 ile tan"' (1/3)’ii hesapla-

makta kullanilabilir. Bu sonuglarin toplaminin 4 ile ¢arpim1 7’yi verir.

Belirsiz Formlar Hesaplamak

Bazen belirsiz formlari, igerilen fonksiyonlar1 Taylor serisi olarak ifade ederek hesaplaya-
biliriz.

ORNEK7  Kuwet Serisi Kullanilan Limitler

. Inx
lim
x—1X — 1

limitini hesaplayin.

Cizim Inx’i (x —1)’in kuvvetleri cinsinden bir Taylor serisi ile temsil ederiz. Bu, In x’in
x = 1'de iirettigi Taylor serisini dogrudan hesaplayarak veya Béliim 11.7, Ornek 6°daki In x
serisinde x yerine x — 1 yazarak yapilabilir. Her iki yoldan da,

Inx =(x—1) —%(x— 1?2 +---
elde ederiz ve buradan

buluruz.

ORNEK 8  Kuwet Serisi Kullanilan Limitler

. sinx — tanx
lim —
x—0 X

limitini hesaplayin.
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Cozim  x>’li terime kadar sin x ve tan x’in Taylor serileri

3 5 3 5
X xS - X0 2x
siInx = Xx 3!-1—5! ) tan x x+3+15+
ile verilir. Buradan
sinx—tanxz—xi—xi—m:x3 —l—ﬁ—---
2 8 2 8
ve
lim sinx — tanx _ lim (_1 Xt )
x—0 x3 x—0 2 8
2
bulunur.

lim,_,((1/sin x) — (1/x)’i hesaplamak igin seri kullanirsak, sadece limiti bulmakla kalmaz,
ayni zamanda csc x igin bir yaklasim formiili kesfederiz.

ORNEK9  csc xicin Yaklasim Formili

lim (-1
y—0 \sinx X

limitini hesaplayin.

Coziim
3 5
X
X = - + = =
I 1 _x—sinx _ < 3t sl )
sinx X X sinx 3 5
X- - ? + y -
2
sl _x” 1 x?
XG st ) 31 5t
_ S
2 2
2 X _ £ .
X (1 - ? + > 1 31 +
Dolayisiyla,
1
. | AT 31 5! _
Iim|———-%)=lm|x—-F—— | =0
x—0 \sinx ¥ x—0 x2
1 - En + -

olur. Sagdaki boliimden, | x| kiigiik ise,

N =

1
veya cscx &+

olacagini gortiriiz.
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TABLO 1.1 Sik Kullanitan Taylor Serileri

#=l+x+x2+~--+x”+-~-=2x", [x] <1
I —x n=0
1 ) S
[Ty l-xtx — e () = D (), |x| <1
. x2 x" _Oox
e —l+x+§+ +H+"'_gﬁ |x| < oo

3 5 2n+1 (1)n2n+1
inx = ——+—— 8 | e < o0
Y =X e T E(2n+1)|’ I

2 4 2 (_l)ann

— 1 X L x —1) - ~ 7
cosx = 1 ST -+ (=1) (2 )'—i- 1120 Q- |x| < oo
2 3 n OO(_l)nflxn
_ X X -1X _

1n(1+x)—x—7+?—~-~+(—l)” 7"'"'—;#, -1 <x=1
1+x_ o i LS x2n+1 - B 2n+1
lnl_x—Ztanh x—2<x+3+5+ to 1 222114—1’ [x] <1

3 5 2 +1 (1)n2n+l
-1, - . _ X X n
tan ' x = x 3+5 +(1)2n+1 22n+1’ x| =1

Binom Serileri

_ 2 _ _ 3 _ —9)... — k
(l+x)m=l+mx+m(m2! 1)x +m(m 1;(!m 2)x +._.+m(m 1)(m 2]){! (m—k+ 1)x

+ > <m>xk, x| <1
=1 \k

D AN m\ m(m— 1) m\ mim—1)---(m—k+1)
k=3 igin | =m, )T T K- !

ile verilir.

Burada

Not: Binom serilerini kapali olarak yazmak igin, (1 + x)” = E;OZO (Z >xk verecek sekilde, (T;)’l 1 olarak tanimlamak ve

1 almak (genellikle dislanan x = 0 durumunda bile) aliskanlik haline gelmistir. m pozitif bir tamsay1ysa, seri x"de kesilir
ve sonug her x igin yakinsak olur.

ALISTIRMALAR 11.10

Binom Serileri 7. (1472 8. (1 +x%)7'7
1-10 alistirmalarindaki fonksiyonlari Binom serilerinin ilk dort teri- 1\"? 2\"3
L 9. |1+ 10. |1 — %

mini bulun.
1 (1 +x)"? 2. (1+x)'83 3.(1—x)7"2

, , 11-14 alistirmalarindaki fonksiyonlarin Binom serilerini bulun.
4. (1 — 2x)1/2 5, (1 + %) 6 (1 — %) 11. (1 + x)4 12. (1 +x2)3
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13. (1 — 2x)°

Baslangic Deger Problemleri

15-32 alistirmalarindaki baslangic deger problemlerinin seri ¢oziim-
lerini bulun.

15. ) +y=0, y0)=1 16.y —2y=0, y(0) =1
17. ) —y=1, y(0)=0 18 y' +y=1, »(0)=2
19. ) —y=x, y(0)=0 20. y' +y =2, y(0)=-1
2. ) —xy =0, y(0)=1 22. ) —x}=0, y(0) =1
23. (I —x)py =y =0, y(0)=2

24. (1 +x%)y +2xy =0, y(0)=3

25. " —y =0, »(0)=1vey(0)=0

26. y" +y =10, y'(0) =0vey(0) =1

27. y" +y=x, y'(0)=1vey(0) =2

28. y' —y=ux, y'(0)=2vey(0)=—1

29. y' —y=—x, y(2)=-2vey(2)=0

30. y" —x% =0, y'(0)=bvey(0)=a

3. " +xy=x, y(0)=bvey(0)=a

32. y' =2 +y =0, y(0)=1vey(0)=0

Yaklasimlar ve Elemanter Olmayan integraller

3336 alistirmalarinda, integralin degerini biiyiikligi 10~ "ten kiigiik

bir hatayla bulmak icin seri kullanm. (Yanit boliimii integrallerin
degerlerini 5 ondalik basamaga yuvarlanmis olarak verir.)

0.2 0.2 e ¥ — 1
33. / sinx? dx 34. / dx
0 0

0.1 025
1

———dx 36. V1 + x2dx
o V1 +x* 0

35.

37-40 alistirmalarinda, integralin degerini biiyiikligii 10 %den kiiciik
g 2 yuklug

bir hatayla bulmak icin seri kullanm. (Yanit boliimii integrallerin
degerlerini 10 ondalik basamaga yuvarlanmis olarak verir.)

01 o
37./ 3 dx 38./ e dx
0 0

0.1 1,
39. [ V14t 40. / 1= cosx
0 0 X

4 8
41. fol cos % dt integralinde cos #’ye 1 — % + %yaklaslml kulla-

nilirsa, hatay1 tahmin edin.
42. fol cos V't dt cos \ﬂ’ye

yaklagimi kullanilirsa, hatay1 tahmin edin.

integralinde

43-46 alistirmalarinda, verilen aralikta biiyiikligi 107

hatayla F(x)’e yaklasimda bulunan bir polinom bulun.

ten kii¢lik bir

43. F(x) = / sine®dt, [0,1]
0

44. F(x) = / "ot dt, [0, 1]
0
45, F(x) = / xtan’ltdt, (a) [0,0.5] (b) [0, 1]
0
t

“In(1 + ¢)
46. F(x) = / 22V @) 10,051 M) [0, 1]
0

Belirsiz Formlar

47-56 alistirmalarindaki limitleri serilerle hesaplayin.

X 1 + X -X
47, tim &0 48. lim &—¢—
x—0 x2 x—0 x
1 — cost — (¢%/2 sinf — 6 + (6°/6
49. lim# 50. lim%
t—0 t 6—0 6
— tan”! tan'y — sin
st lim > 52, lim
y—0 y y=0  y’cosy
. 20 ,—1/x* _ : :
53. xll)r{)lox (e 1) 54. xll)ngo (x + l)smx 1
In(l + x2 2 _
55, qim L) 56. lim —~ 2

x—0 1 — cosx s In(x — 1)
Teori ve Ornekler

57. In (1 +x)’in Taylor serisinde x yerine —x yazarak In(1 — x) serisini
bulun. Sonra bunu In (1 + x)’in Taylor serisinden g¢ikararak,
|x| < 1 igin,

1 +x ¥ X
In —2(x+3+5+-~).

1 —x
oldugunu gosterin.

58. In (1.1)’i biyiikliigii 10 %den kiigiik bir hatayla bulmak igin In
(1 +x)’in Taylor serisinde kag terim almalisiniz? Yanitinizi agikla-
yin.

59. Alterne Seriler Tahmin Teoremine gére, /4’ biiyikliigii
10ten kiigiik bir hatayla buldugunuzdan emin olmak igin
tan™! 1”in Taylor serisinin kag terimini almamz gerekir? Yanitimz
aciklaym.

60. f(x)=tan"! x’in Taylor serisinin |x| > 1 igin wraksadigini gosterin.

61. Pi’yi hesaplamak

1 1 o1
_ 1L 1 L 1L
7 = 48 tan 13 + 32tan 57 20 tan 239
denkleminin sag tarafindaki her terimi bityiikliigii 10dan kiigiik
bir hatayla hesaplamak igin tan™' x’in Taylor serisinin kag terimini
almaniz gerekir? Bunun tersine, S,—(1/n%) 7%/6’ya o kadar
yavasg yakinsar ki, 50 terim bile iki ondalik basmak hassaslik ver-
mez.

62. tan ¢ ’nin Taylor serisinin sifirdan farkl: ilk {i¢ terimini 0’dan x’e

kadar integre ederek, In sec x’in Taylor serisinin ilk ii¢ terimini
elde edin.



63.

64.

a. sin”' x’in Taylor serisinin sifirdan farkl ilk dért terimini iiret-
mek i¢in Binom serisi ve

d oy 212
LU (1 —x°)
esitligini kullanin. Yakimsaklik yarigap1 nedir?

b. cos'x icin bir seri (a) sikkindaki sonucu kullanarak
cos™! x’in Taylor serisinin sifirdan farkls ilk bes terimini bulun.

a. sinh™!x icin bir seri

sinh™'x = /VL
o V1+1¢2
fonksiyonunun Taylor serisinin sifirdan farkli ilk dort terimini bu-
lun.

b. (a) sikkindaki serinin ilk ¢ terimini kullanarak sinh™! 0.25%i

65.
66.

El 67.

68.

hesaplayin. Hesaplama hatasinin biiyiikliigiintin bir iist sinirint
bulun.

-1 / (1 + x) serisinden 1 / (1 + x)**in Taylor serisini elde edin.

2x/(1 + x*)? igin bir seri bulmak iizere 1/(1 + x)*’nin Taylor
serisini kullanin.

7’yi hesaplamak Ingiliz matematik¢i Wallis

4 3:3-5-5-

T 2+4-4-6-6-8- -
7 . 7 o et

formiiliinii kesfetti. Bu formiille 7’yi 2 ondalik basamak hassas-

likla bulun.

Alistirma 57°deki formiilii kullanarak » = 1, 2, 3, ..., 10 i¢in bir
dogal logaritma, In n, tablosu olusturun fakat,In4=21n2,In 6 =
In2+In3, In8=3In2,In9=2In3velnl0=In2+1In35
bagmtilarindan yararlanarak isi ¢ok az logaritmanin serisini
hesaplamaya indirgeyin. Alistirma 57°de asagidaki degerleri yeri-
ne koyarak ise baslaymn:

1

111
3050 9 13

IR Fourier Serileri

TARIHSEL BiYOGRAFI

69.

70.

71.
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sin”! x icin bir seri (1 — x?)"/?’nin binom serisini integre ederek,
|x| < 1 i¢in asagidaki esitligi gosterin.

X 1e3e5e .20 — 1) 20+l
sinflx:x-l-z (2n ) x

& 2:4-6----+(2n) 2n+1
|x| > 1igin tan™' x serisi.
. 1 1 1
-4 _ 2 [ >
tan” x > x+3x3 5x5+ , x> 1
4 ! 1 1
= = — = - < —
tan x ) x+3x3 5x5+ . X 1
serilerini
1 1 1 1 1 1 1
1+ 22 1+ /) 2 v 8

serisini birinci durumda x’ten e’a, ikincisindeyse —eo’dan x’e
kadar integre ederek bulun.

PP tan '(2/n%)’min degeri

a. Iki agmin farkinin tanjantini kullanarak

tan (tan"' (n + 1) — tan ' (n — 1)) = %
n
oldugunu gosterin.
b.
N 2 -
E tan' = =tan '(N + 1) + tan "' N — -~
~ 2 4

oldugunu gosterin.

12 ..
c. S07 tan 17 degerini bulun.
n

Taylor serilerinin bir f fonksiyonuna polinomlarla yaklagmak i¢in nasil kullanilabilecegini

Jean-Baptiste Joseph Fourier

(1766-1830)

gordiik. Taylor polinomlari 6zel bir x = a noktas1 yakinlarinda f fonksiyonuna uyan bir el-
bise verir, fakat uzak noktalarda yaklasimdaki hata biiyiik olabilir. Genis araliklar tizerinde
¢ogu kez iyi yaklagimlar veren ve Taylor polinomlarinin ise yaramadig siireksiz fonksi-
yonlarda ¢ogu kez ise yarayan baska bir yontem vardir. Joseph Fourier tarafindan tanitilan

bu yontem siniis ve kosiniis fonksiyonlari toplamlari ile fonksiyonlara yaklasir. Yontem,
radyo sinyalleri ve alternatif akim gibi periyodik fonksiyonlar1 incelemek, 1s1 iletimi prob-
lemlerini ¢6zmek ve bilimde ve miihendislikteki birgok baska problemi ¢dzmek igin ¢ok

elveriglidir.
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Bir f fonksiyonuna [0, 277] aralig1 iizerinde siniis ve kosiniis fonksiyonlarmin bir
toplamu ile yaklagmak istedigimizi varsayin,
fa(x) = ag + (ajcosx + bysinx) + (ap cos2x + bysin2x) + ---

+ (a,cosnx + b, sin nx)

veya toplam notasyonu ile
fa(x) = ay + E(ak cos kx + by sin kx) (1)
=1

agy, Ay, Ay,... ,a, Ve by, by,... , b, sabitleri i¢in, f,(x)’1 f(x)’e “muhtemel en iyi” yaklagim
yapacak, degerler se¢mek isteyebiliriz. “Muhtemel en iyi” kavrami asagidaki sekilde
tanimlanir:

. fa(x) ve f(x), 0’dan 27’ye integre edildiklerinde ayni degeri verirler.
2. fu(x)cos kx ve f(x)cos kx, (k=1,...,n) 0dan 27’ye integre edildiklerinde aym
degeri verirler.
3. fu(x) sin kx ve f(x) sin kx, (k= 1,... , n) 0dan 27’ye integre edildiklerinde ayni
degeri verirler.
fn Uzerine toplam 2n + 1 kosul koyuyoruz:

21 2
fux)de = [ f(x)dx,
0

2 2w
fn(x) coskx dx = f(x) cos kx dx, k=1,...,n,
0 0

2 2w
/ fa(x) sinkx dx = / f(x) sin kx dx, k=1,...,n.
0 0

Asagidaki sekilde devam ederek ay, @, ay,... , a, ve by, b,... , b, katsayilari biitiin bu
kosullar saglanacak sekilde secilebilir. cos kx ve sin kx’in [0, 27r] tizerindeki integralleri
k =1 igin sifir oldugundan (1) Denkleminin iki tarafin1 0’dan 27’ye integre etmek

2

fa(x) dx = 2may
0

verir. Sadece aj sabit terimi f,’nin [0, 277] lizerindeki integraline katkida bulunur. Benzer
bir hesaplama biitlin diger terimler i¢in uygulanir. (1) Denkleminin iki tarafini cos x ile
carpar ve O’dan 27’ye integre edersek
2
fa(x) cosx dx = ma,

elde ederiz. Bu,

2
/ cospxcospx dx = T
0
ile birlikte p, g ve m tamsayilar ve p # g iken

2w 2w 2w
/ COS px cOs gx dx = / cos px sin mx dx = / sinpx singx dx = 0
0 0 0
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olmasindan elde edilir (9—13 alistirmalar1). (1) Denkleminin iki tarafini sin x ile ¢arpar ve
0’dan 27’ye integre edersek

21
/ fn(x) sinx dx = b,
0

elde ederiz.
cos 2x, sin 2x, . .., COS nx, sin nx

ile benzer tarzda devam ederek her defasinda sifirdan farkli sadece bir terim, siniis kare
ile veya kosiniis kare ile bir terim, elde ederiz. Ozet olarak,

2m
fu(x) dx
0

2ay

2w
fa(x) cos kx dx

Tay, k=1,...,n

2
/ fn(x) sin kx dx = by, k=1,....n
0

f. yerine f yazildiginda soldaki integraller ayni kalacak sekilde f,’yi segeriz. Dolayisiyla

bu esitlikleri, f’den ay, a;, a,,... , a, ve by, by,... , b, katsayilarmi bulmak i¢in kullanabili-
riz:
2
a =5 f(x) dx (2)
1 2
ap = f(x) cos kx dx, k=1,....n (3)
0
1 2w
bk=7.r/ f(x) sin kx dx, k=1,....n (4)
0

Bu katsayilar1 bulmak igin gerekli tek kosul yukaridaki integrallerin var olmasidir. n’yi
sonsuza gotiiriir (n — o) ve bu kurallart bir sonsuz serinin katsayilarini elde etmek igin
kullanirsak sonugta elde edilen toplama f(x)’in Fourier serisi denir

[o¢]

ap + 2 (ag cos kx + by sin kx) (5)
=1

ORNEK 1 Bir Fourier Serisi Acilimi Bulmak

Fourier serileri, Taylor serileri ile temsil edilemeyen baz1 serileri temsil etmek igin kul-
lanilabilir. Ornegin Sekil 11.16a'da gosterilen f adim fonksiyonu

1, 0=x=mise
00 = 2, wm<x=2mise
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! ! X ! ! ! ! ! ! X
0 T 21 27 -7 0 T 21 37 4ar

(a) (b)
SEKIL11.16  (a)

I, 0=x=mw

2, w<x=2mw

fx) ={

adim fonksiyonu
(b) f’nin Fourier serisinin grafigi periyodiktir ve her siireksizlik noktasindaki degeri 3/2 dir (Ornek

1.

f’nin Fourier serisinin katsayilari (2), (3) ve (4) Denklemleri kullanilarak hesaplanir.

1 2m
a =5 ; f(x) dx

T 2
_ L =3
—2W<Aldx+/T 2dx)—2

2
ap = ;r/ f(x) cos kx dx
0

T 2
=7l.r</ coskxdx+/ Zcoskxdx>
0 T
1 ({siner {2 siner”) _
== + =0, k=1
m k 0 k T
1 2
by = 77/ f(x) sin kx dx
0
T 2
</ sinkxdx+/ Zsinkxdx)
0 T
1 ([ coskx]™ | [ 2coskx ]
T k 0 " k r

coskm — 1 _ (- =1
kar k ’

=

Dolayisiyla,
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Ve

bulunur. Fourier serisi

% -2 <sinx + —Sm33x + —SmSSX + )
dir. Suna dikkat edin; f(x) fonksiyonunun 1°den 2’ye sigradigi x = 7r’de biitiin siniis terim-
leri ortadan kalkar ve serinin degeri olarak 3/2 kalir. Bu, f(7) = 1 oldugundan f’nin 7’de-
ki degeri degildir. Fourier serisi ayrica x = 0’da ve x = 27r'de de 3/2 degerini alir. Aslinda,
Fourier serisindeki biitiin terimler periyodiktir, 277 periyotlu, ve serinin x + 27’deki degeri
x’teki degeri ile aynidir. Elde etmis oldugumuz seri, tanim kiimesi biitiin reel sayilar olan
ve 27 uzunlugundaki her aralikta tekrarlanan bir kalipla Sekil 11.16b'de grafigi cizilen
periyodik fonksiyonu temsil etmektedir. Fonksiyon, x = n7,n=0, £1, £2,... de sigrama
yapar ve bu noktalardaki degeri, her iki taraftan tek tarafli limitlerin ortalama degeri olan

3/2dir. f fonksiyonunun Fourier serisinin yakinsakhigi Sekil 11.17°de gdsterilmistir. [
y y y
2+ f 2+ f 2+ f
15 fi 15 i 15 /s
1 1 1
| | | | X | | | | X | | | | x
0 T 2 0 T 2 0 T 2
(a) (b) (©)
y y
2+ f 2+ f
L5 fo L5 fis
1 1
| | | | X | | | | x
0 T 2m 0 T 21

(d) (e

0=x=m Iise

1
fonksiyonunun f, f3, fs, fove fi5 Fourier yaklagim fonksiyonlari.

2, wm<x=2m ise

>

SEKIL 1117 Ornek 1’deki f(x) = {
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Fourier Serilerinin Yakinsakligi

Taylor serileri bir fonksiyon ve tiirevlerinin tek bir x = @ noktasindaki degerlerinden he-
saplanir ve Ornek 1°deki f gibi siireksiz fonksiyonlarin davramslarim yansitamazlar. Bir
Fourier serisinin boyle fonksiyonlari temsil etmekte kullanilabilmesinin nedeni, bir fonk-
siyonun Fourier serisinin bazi integrallerin varligina dayanmasidir. Oysa Taylor serisi bir
fonksiyonun tek bir nokta civarindaki tlirevlerine dayanmaktadir. Bir fonksiyon siireksiz
olsa bile integrali var olabilir.

Fourier serilerini olusturmak igin kullanilan katsayilar tam olarak, f’ye f, ile
yaklagimdaki hatanin karesinin integralini minimize edecek sekilde secilmesi gereken-
lerdir. Yani, ay, a;, as,... , a, ve by, b,,... , b, katsayilarini soyledigimiz gibi segmekle

2
A [f(x) = fu)]* dx

integrali minimize edilir. Taylor serileri bir nokta civarinda bir fonksiyona ve tiirevlerine
yaklagmak igin kullanigh iken, Fourier serileri bir aralik iizerine dagilmis bir hatayr mini-
mize ederler.

Fourier serilerinin yakimsakligi ile ilgili bir sonucu ispatsiz ifade ediyoruz. Bir
fonksiyonun bir / aralig1 tizerinde sonlu sayida siireksizlik noktas: varsa ve bu noktalarda
her iki taraftan tek-yanli limitler mevcut ise fonksiyon / araligi izerinde pargah siirekli
dir. (Boliim 5, Ek—Alistirmalar 11-18’e bakin. )

TEOREM 24 f(x), arahiginda f ve f'’niin pargali siirekli oldugu bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f, siirekli oldugu biitiin noktalarda kendi Fourier serisine
esittir. f’nin siireksiz oldugu bir noktasinda Fourier serisi

fle®) + f(e)
2

degerine yakmsar. Burada f(c") ve f(c") degerleri c'deki tek yanli limitlerdir.

ALISTIRMALAR 11.11

Fourier Serileri Bulmak

1-8 alistirmalarinda, verilen fonksiyonun Fourier serisini bulun. Her

bir fonksiyonu ¢izin.
1. fx) =1 0=x=27.

1, O=x=mw
2. f(x)={71, T <x=2m
X O=x=m7w
3. =17
() {X_27T, T <x=2m
X3, 0=x=m
4. f(x)={0’ T <x =27

5. f(x) =" 0=x=2m.

e, 0=x=nrw
6. = ’
() {0, T <x =27
cosx, 0=x=m
7. = ’
() {O, T <x =27
2 O=x=m
8. = ’
() {—x, T <x =27

Teori and Ornekler

9-13 alistirmalarindaki sonuglari gergekleyin. p ve ¢ pozitif tam-
sayilardir.

2
9. / cospx dx = 0 her pigin
0



sinpx dx = 0 her p igin

0, .
COS px oS gx dx = { p #qise
T

s

(Ipucu: cos A cos B=(1/2) [cos (4 + B) + cos (4 — B)].)

12.

p #qise

2w 0
/ sin px sin gx dx = { ’
0 m,

(Ipucu: sin A sin B=(1/2) [cos (4 — B) —cos (4 + B)].)

13.

2
/ sin px cos gx dx = 0 her p ve g igin
0

(Ipucu: sin A cos B = (1/2) [sin (4 + B) + sin (4 — B)].)

14.

15.

16.
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Fonksiyonlarin toplamlarinin Fourier Serileri f ve g Teorem
24’in  kosullarin1  saglayan iki fonksiyon ise f + g’nin
[0, 27r]’deki Fourier serisi f’nin Fourier serisi ile g’nin Fourier
serisinin toplami midir? Cevabinizi agiklayin.

Terim-terime tiiretme

a. Ornek 3’teki f(x)’in Fourier serisinin 0 < x < 27 iken f(x)’e
yakimsadigini gostermek i¢in Teorem 24’1 kullanin.

b. f'(x) = 1 olmasma ragmen, (a)'daki Fourier serisinin terim-
terime tiiretilmesi ile elde edilen serinin 1raksak oldugunu
gosterin.

Ornek 4’te tanimlanan Fourier serisinin Degerini bulmak igin Te-

2 @
= E — oldugunu gdsterin.

n=1n

orem 24’1 kullanin ve %

Baliim Boliim Tekrar Sorulan
1. Sonsuz bir dizi nedir? Bdyle bir dizinin yakinsamasi veya iraksa-

10.

11.

12.

13.

14.

masi ne anlama gelir? Ornekler verin.

. Azalmayan bir dizi nedir? Hangi kosullar altinda béyle bir dizinin

limiti vardir? Ornekler verin.

. Dizilerin limitlerini hesaplamak igin hangi teoremler vardir? Or-

nekler verin.

. Hangi teorem bazen bir dizinin limitini hesaplamak igin 1’Hopital

kuralmi kullanmamizi saglar? Bir 6rnek verin.

. Diziler ve serilerle ¢alisirken, hangi alt1 dizi limiti karsimiza ¢ika-

bilir?

. Sonsuz bir seri nedir? Boyle bir serinin yakinsamasi veya iraksa-

masi ne anlama gelir? Ornekler verin.

. Bir geometrik seri nedir? Bdyle bir seri ne zaman yakinsar veya

wraksar? Yakinsadiginda, toplami nedir? Ornekler verin.

. Geometrik serilerin disinda, hangi yakinsak ve 1raksak serileri bi-

liyorsunuz?

. Iraksaklik igin . Terim Testi nedir? Testin altinda hangi fikir ya-

tar?

Yakinsak serilerin terim-terime toplamlar1 ve farklari ile iraksak
ve yakinsak serilerin bir sabitle ¢arpim1 hakkinda ne sdylenebilir?

Bir yakinsak seriye sonlu sayida terim eklerseniz ne olur? Peki ya
raksak bir seriye? Yakinsak veya iraksak bir seriden sonlu sayida
terim ¢ikarirsaniz ne olur?

Bir seriyi nasil yeniden indislersiniz? Bunu neden yapmak isteye-
siniz?
Hangi kosullar altinda terimleri negatif olmayan sonsuz bir seri

yakinsar veya iraksar? Neden terimleri negatif olmayan serilerle
calistyoruz?

Integral Testi nedir? Arkasindaki neden nedir? Kullanimina bir
ornek verin.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

p-serileri ne zaman yakinsar veya iraksar? Nereden biliyorsunuz?
Yakinsak ve 1raksak p-serilerine drnekler verin.

Dogrudan Karsilastirma Testi ve Limit Karsilagtirma Testi nedir?
Bu testlerin altinda yatan neden nedir? Kullanimlarina 6rnekler
verin.

Oran ve Kok Testleri nedir? Her zaman yakinsaklig1 veya 1raksak-
1181 belirleyecek bilgiyi verirler mi? Ornekler verin.

Alterne seri nedir? Boyle bir serinin yakisakligini1 belirlemek
i¢in hangi teorem vardir?

Bir alterne serinin toplamini bulurken yapilan hatay1 serinin kismi
toplamlarindan biriyle nasil belirlersiniz? Belirlemenin altinda
yatan neden nedir?

Mutlak yakinsaklik ve kosullu yakinsaklik nedir? ikisi arasindaki
iliski nedir?

Mutlak yakinsak veya kosullu yakinsak bir serinin terimlerini ye-
niden diizenleme hakkinda ne biliyorsunuz? Ornek verin.

Bir kuvvet serisi nedir? Bir kuvvet serisinin yakinsakligini nasil
test edersiniz? Olasi sonuglar nedir?

Asagidakiler hakkindaki temel bilgiler nedir?

a. Kuvvet serilerinin terim-terime tiirevinin alinmasi?
b. Kuvvet serilerinin terim-terim integrasyonu?

c. Kuvvet serilerinin ¢arpimi?

ornekler verin.

Bir f(x) fonksiyonunun x = a’da iirettigi Taylor serisi nedir? Seri-
yi insa etmek igin f hakkinda ne bilmeniz gerekir? Bir 6rnek ve-
rin.

Maclaurin serisi nedir?

Bir Taylor serisi her zaman iiretildigi fonksiyona yakimsar mi?
Agiklaym.

Taylor polinomlari nedir? Yararlar: nedir?
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28. Taylor formiilii nedir? Fonksiyonlara yaklagim yapmak igin Tay-
lor polinomlarint kullanmaktan gelen hata hakkinda ne soyler?
Ozel olarak, Taylor formiilii bir lineerizasyon ve bir kuadratik
yaklagimdaki hata i¢in ne sdyler?

29. Binom serisi nedir? Hangi aralikta yakinsar? Nasil kullanilir?

30. Bazen kuvvet serilerini baslangic deger problemlerini ¢ézmek
i¢in nasil kullanirsiniz?

31. Bazen, elemanter olmayan integrallerin degerlerini tahmin etmek
i¢in kuvvet serilerini nasil kullanirsiniz?

32. 1/(1-x), 1/(1+x), €', sinx, cos x, In (1 +x), In [(1 +x)/(1 —x)]
ve tan”! x’in Taylor serileri nedir? Bu seriler yerine kismi toplam-
larin1 yazmanin getirecegi hatay1 nasil tahmin edersiniz?

33. Fourier serisi nedir? [0, 277] araliginda tanimli bir f(x) fonksiyonu
icin  agy, aj, a, ... ve by, by, ... Fourier katsayilarmi nasil
hesaplarsiniz?

34. f ve f' [0, 2] lizerinde pargali siirekli iken f(x)’in Fourier
serisinin yakinsakligi hakkindaki teoremi ifade edin.

Boliim Problemler

Yakinsak veya Iraksak Diziler

1-18 problemlerinde n.inci terimleri goriilen dizilerin hangileri
yakinsar, hangileri iraksar? Yakinsak her dizinin limitini bulun.

1) 1—(=1)
1.a,,—1+( ) Z.an=#
Vn
3. q =1 ;nz 4. a, =1+ (0.9)"
5. an=sin% 6. a, = sinnm
In (n? In(2n + 1
7. a, = E:l) 8.an=¥
n+Inn In(2n° + 1)
9. a,=— 10. @y = — 57—
1. a, = <”;5> 12. a, = (1+%)
n 1/n
13. q, = "37 14. a, = (%)
15. a, = n(2'" — 1) 16. a, = V2n + 1
+ 1) —4)"
17. 0, = 25D 18. a4, = =)
n. n

Yakinsak Seriler

19-24 problemlerindeki serilerin toplamlarlm bulun.

20. En(n-‘r 1)

[o0]

19. E 4 (on = 3)(2n )

-8
= (4n — 3)(4n + 1)

24. 2(—1)"%
n=1

21. 2 m 22.

23. Ee*"
n=0

Yakinsak veya Iraksak Seriler

25-40 problemlerindeki serilerin hangileri mutlak yakinsak, hangileri
kosullu yakinsak ve hangileri iraksaktir? Yanitlarinizi agiklaym.

25, }2% 26. 275 27. ,2 (:/1;
28. ii 29. i% 30. én(hlm)z
31. ,,21% 32. 2 lnl(ril?n)

33. 21;1(;72111 34. n:l%

3. i (:13!)” 38. i 2n3

3
Il

40.
=1 Vnn + 1)(n + 2) n
Kuvvet Serileri

41-50 problemlerinde, (a) serinin yakinsaklik yarigap1 ve araligini bu-
lun. Sonra serinin (b) mutlak yakinsak ve (¢) kosullu yakinsak oldugu
X degerlerini belirleyin.

n o] _ 2n—2
i 2 (x + 4) ' (x—1)

g (—1)"*1(3x - 1) © (n+ 1D2x + 1)
43. 21—2 44. EW

n n=0
45. 2

M2
Mze

39.

Il
]

nVn? -1

3

Vl

‘ =

46. E



o] (}’l + 1)x2n—1 ¢S] (_l)n(x _ 1)2n+1
4 r;) 3" 48. ,,2:% 2n + 1
49, E(cschn)x” 50. E(Coth n)x"

n=1 n=1

Maclaurin Serisi

51-56 problemlerindeki serilerin her biri bir f(x) fonksiyonunun x = 0
noktasindaki Taylor serisinin belirli bir noktadaki degeridir. Hangi
fonksiyon ve hangi nokta? Serinin toplami nedir?

1 1 1

S11— g+ e (1) gt
2_4 8 n-12"
2.3 718 T DTt
PSR Lt
S TR TR P T
T ’7T4 n 7_[.2n
Aot T g T
(In2)? (In2)"
5.1 +In2 + + -+ + .
2! n!
1 | 1
56. — — ——= + — ...
V3o 9V3 o 45V3
+ (=1t !

(2n — 1)(\/§>2”_' !

57-64 problemlerindeki fonksiyonlarin x = 0’daki Taylor serilerini
bulun.

1 1
57. 1= 5 58—
. . 2x
59. sin 7rx 60. sm?
61. cos (x3?) 62. cos \/5x
63. ™/ 64. ¢

Taylor Serileri

65-68 problemlerinde, f’nin x = a’da irettigi Taylor serisinin sifir-
dan farkli ilk dort terimini bulun.

65. f(x) = V3 + x?
66. f(x) =1/(1 — x) x=2
67. f(x) =1/(x +1) x=23
68. f(x) = 1/x x=a>0
Baslangic Deger Problemleri

69-76 Problemlerindeki baglangi¢ deger problemlerini ¢dézmek igin
kuvvet serileri kullanin.

69. ) +y=0, »0)=-1 70. y —py=0, y0)=-3
Ty +20=0, p0)=3 72y +y=1, ¥0)=0
73. y' —y=3x, y0)=-1 74. y' +y=x, y(0)=0
75. y' —y=x, y(0)=1 76. y' —y=—x, yp(0)=2

x = —1
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Elemanter Olmayan integraller

77-80 Problemlerinde, integrallerin degerine biiyiikligii 10 5den kii-
¢iik bir hatayla yaklasim yapmak icin seri kullanin. (Yanit bolimii in-
tegrallerin degerlerini 10 ondalik basamaga yuvarlanmis olarak verir.)

12 1
77. / e ™ dx 78. /xsin (x%) dx
0 0

12—l /64 |
79. / fan_x 80. tan_x ,
0

X
x 0 Vi

Belirsiz Formlar
81-86 problemlerinde:

a. Limiti hesaplamak i¢in kuvvet serisi kullanim.

b. Hesabinizi desteklemek igin bir grafik ¢izici kullanin.

. Tsinx el —ef - 20
Bl e — 82 o — sino
) 1 1 ~ (sinh)/h — cosh
83. ,lgr(l) <2 — 2cost tZ) 8. hlgno h?
1 — cos’z . v

85. lim

T 6. lim —————
z—0 In(1 — z) + sinz yir})cosy—coshy

87. sin 3x’in bir seri temsilini kullanarak,

lim (Sm3x + L4 s) = 0.

x—0 x3 )C2

olmasini saglayacak r ve s degerlerini bulun.

88. a. Boliim 11.10, Ornek 9'daki csc x =~ 1/x + x/6 yaklagiminin
sin x = 6x/(6 + x%) yaklagimma yol agtigini gésterin.

b. f(x)=sinx—x ve g(x) = sin x — (6x/(6 + x?)) fonksiyonlarmimn
grafiklerini kargilastirarak sinx = x ve  sin x = 6x/(6 + x%)
yaklasimlarinin hassasliklarini karsilastirin. Bulduklariniz: ta-
nimlayn.

Teori ve Ornekler
89. a.

- (. 1 . 1
,;(Sm% sm2n+1)

serisinin yakinsadigini gosterin.

b. Serinin toplamina yaklasim yapmak i¢in siniislerin n = 20’ye
kadar toplammin kullanilmasinin getirecegi hatanin biiyiiklii-
giinii bulun. Yaklagim ¢ok mu biiyiik, cok mu kii¢iiktiir? Yani-
tinizt agiklayin.

- 1 1 L ,

90. a. ’;1 (tanﬂ —tano 1) serisinin yakinsadigini gosterin.

b. Serinin toplamina yaklasim yapmak i¢in tanjantlarin
—tan (1/41)’e kadar toplaminin kullanilmasinin getirecegi ha-
tanin biyiikligiini bulun. Yaklasim ¢ok mu biiyilik, ¢gok mu
kiigliktiir? Yanitiniz1 agiklayin.
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91.

92.

93.

94.

9s.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.
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Asagidaki serinin yakinsaklik yarigapini bulun.

S 2-58- - +Bn—1)
& 2:4.6+----(2n)

Asagidaki serinin yakinsaklik yarigapini bulun.

i 3:5:7+ - +(2n+ 1)
S 4-9-14- - (50 — 1)

(=1

2?:2 In (1 — (1/n?)) serisinin 7. kismi toplammmn bir kapali-
form formiiliinii bulun ve bunu kullanarak serinin yakisakligin
veya 1raksakligini belirleyin.

Serinin n. kismi toplammin n — oo iken limitini bularak
e, (1/(k* = 1)) toplamin hesaplayin.
a. Asagidaki serinin yakinsaklik araligini bulun.
S UP ST
y—1+6x +180x +
1:4:7+(3n — 2)
"+
(3n)! *

+

b. Serinin tanimladigi fonksiyonun

&y

72 =x% +b
seklinde bir diferansiyel denklemi sagladigini gosterin ve a
ile b sabitlerini bulun.

a. x%/(1 + x) fonksiyonunun Maclaurin serisini bulun.
b. Seri x = 1'de yakinsar m1? Agiklaym.

2i0=1 a, ve 2211 b, negatif olmayan sayilarin yakinsak seri-
leriyse, E:ozl a, b, hakkinda bir sey sdylenebilir mi? Yanitinizi
aciklayn.

2i0=1 a, ve E;o:l b, negatif olmayan sayilarin raksak seri-
leriyse, E;,“;l a, b, hakkinda bir sey sdylenebilir mi? Yanitinizi
aciklayn.

{x,} dizisinin ve 2;11 (xx+1 — xy) serisinin ikisinin de yakin-
sayacagini veya ikisinin de iraksayacagini ispatlayin.

S ,a, yakmsak ise ve her n igin a, >0 ise
2?:1 (a,/(1 + a,)) serisinin de yakinsayacagini gosterin.

(Boliim 4.7, Alistrma 27 'nin devami) Bolim 4.7°deki Alistirma
27°yi yaptiysaniz, pratikte Newyon yonteminin
f(x) = (x — 1)*”m kokiinden, x = 1, yararli bir tahminini vere-
meyecek kadar uzakta durdugunu goérmissiiniizdiir. Yine de
Xxo # 1 olan herhangi bir baslama degeri i¢in, Newton yontemi-
nin drettigi yaklagimlarin xg, x1, X5,..., X,,... dizisinin ger¢ekten
1’e yakinsadigni gosterin.

ai, a,, as, ..., a, nin asagidaki kosullar1 saglayan pozitif sayilar
olduklarini varsayin.

i. ay = a; = az = -,

ii. ap + a4 + ag + ajg + - - - serisi wraksar.

103.

104.

Asagidaki serinin 1raksadigini gosterin.

Problem 102°’deki sonucu kullanarak

1+ > 1

“nlnn

serisinin 1raksadigimni gosterin.
fo x2e* dx ’in degerini gabuk bir sekilde tahmin etmek istedigi-
nizi varsayin. Bunu yapmanin birkag yolu vardir.

a. /01 x%e* dx °i tahmin etmek igin 7 = 2 ile yamuk kuralini kul-
lanin.

b. x’¢"’in Taylor serisinin sifirdan farkli ilk ii¢ terimini yazarak,
xzf"’in dordiincii  Taylor polinomu P(x)’i elde edin.
fo P(x) dx i¢in baska bir tahmin elde etmek {izere

fol x2e* dx i kullanim.

¢. f(x) =x%¢"in ikinci tiirevi her x > 0 igin pozitiftir. Bunun, (a)
stkkinda elde edilen yamuk kurali tahmininin neden ¢ok
biiyliik oldugu sonucuna varmanizi sagladigini agiklaym.
(Ipucu: Tkinci tiirev size bir fonksiyonun grafigi hakkinda ne
sOyler? Bununla, bu grafigin altinda kalan alana yapilan ya-
muk yaklasiminin iligkisi nedir?

d. f(x) = x%¢"in biitiin tiirevleri x > 0 igin pozitiftir. Bunun ne-
den f(x)’e [0, 1] araliginda yapilan biitiin Maclaurin polinom
yaklagimlarmin ¢ok kiiciik oldugu sonucuna varmanizi
sagladigim agiklayin. (Ipucu: f(x) = P,(x) + R,(x).)

1 . .
e. fo x%e* dx ’i kismi integrasyonla hesaplayn.

Fourier Serileri

105-108 problemlerindeki fonksiyonlarin Fourier serilerini bulun.

105.

106.

107.

108.

Her fonksiyonu ¢izin.

0, 0=x=m
f(x)_{l, T <Xx=27

x, O0=x=m
f(x)_{l, T <x=2m

T = X, 0=x=m
f(x)_{x—Zw, T <x=2m
f(x) = |sinx|, 0=x =27
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Biliim Ek ve ileri Austirmalar

Yakinsaklik veya Iraksaklik

1-4 alistirmalarindaki formiillerle tanimlanan Ez’; 1a, serilerinin
hangileri yakinsak, hangileri iraksaktir? Yanitinizi agiklaym.

LS Sy
n=1 (3}1 - 2)n+(l/2) =1 n°+ 1
s >, log, (n!

3. > (~1)"tanhn 4. > gg )
n=1 n=2 n

5-8 alistirmalarindaki formiillerle tanimlanan Ez’; 1a, serilerinin
hangileri yakinsak, hangileri iraksaktir? Yanitinizi agiklayin.

n(n + 1)
(n + 2)(n +3)
(Ipucu: Birkag terim yazarak, hangi g¢arpanlarin sadelestigini
goriin ve genellestirin.)

S.a00 =1, a1 =

n

6. a =a =17, an+1=man n = 2ise
7. a1 =a = 1, an+1:]+7an ‘n = 2ise
8. a, =1/3" ntekise, a, = n/3" ngiftise
Taylor Serilerinin Merkezlerini Secmek
, f"(a)
f@) = fla) + flla)x = a) + 5= (x —a) + -+
/") B A CO) il
+ (x —a) + o+ 1)!(x a)

Taylor formiilii f’nin x’teki degerini f’nin ve tlirevlerinin x = a’daki
degerleri cinsinden ifade eder. Bundan dolayi, sayisal hesaplamalarda
noktasinin, f’nin ve tiirevlerinin degerlerini bildigimiz bir nokta ol-
mast gerekir. Ayrica, ¢’nin da f’nin ilgilendigimiz degerlerine,
(x—a)"* V’in kalani ihmal edebilecegimiz kadar kiigiik olmasim sagla-
yacak sekilde yakin olmasini isteriz.

9-14 alistirmalarinda, fonksiyonu verilen nokta civarinda temsil
etmesi i¢in hangi Taylor serisini segersiniz? (Birden fazla yanit olabi-
lir.) Sectiginiz serinin sifirdan farkli ilk dort terimini yazin.

10. sinx x=6.3 civarinda
12. Inx

14. tan ' x x =2 civarinda

9. cosx x=1 civarinda
11. ¢* x = 0.4 civarinda

13. cosx x =69 civarinda

x = 1.3 civarinda

Teori ve Ornekler

15. a ve b, 0 < a < b olmak {izere sabitler olsun. {(a”" + b")l/”}
dizisi yakinsar m1? Yakinsarsa, limiti nedir?

16. Asagidaki sonsuz serinin limitini bulun.

2 3 7 2 3 7 2
l+ 5+ —S+—F=+—+—+—+ ==
10 102 10 10* 10°  10° 107

3 7

+ + +
108 10°

17. Asagidaki seriyi hesaplayin.
00 n+l
2 / ! 5 dx.
n=0Jn 1 +x

[o0)

nx
2 (n+ D2x + 1)

n=1

18.

serisinin mutlak yakinsak oldugu biitiin x degerlerini bulun.

19. Euler sabitini genellestirmek Sekil, ikinci tirevi (0, %)
araliginda pozitif olan iki kere tiiretilebilen, azalan bir pozitif f
fonksiyonunun grafigini gostermektedir. Her # igin 4,, sayisi, egri
ile (n, f(n)) ve (n + 1, f(n + 1)) noktalarini birlestiren aya benzer
bdlgenin alanidir.

a. Sekli kullanarak S, 4, < (1/2)(f(1) — f(2)) oldugunu
gosterin.

b. Asagidaki limitin varligini gésterin.
. < 1 "
lim {Ef(k) =5 () + f(m)) — / f(x) dx}
n—=>0 | =1 1
c. Sonra asagidaki limitin varligini gosterin.
lim [E flk) — / f(x) dx}.
n—0 | =1 1
f(x) = 1/x ise, (¢) sikkindaki limit Euler sabitidir (Bolim
11.3, Alistirma 41). (Kaynak: “Convergence with Pictures”, P .J.

Rippon, American Mathematical Monthly, Vol. 93, No. 6, 1986,
sayfa 476-78.)
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0 by
,,22 Inn
kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapimi 5 yapacak b degerini bu-

lun.

24. sin x, In x ve ¢”in polinom olmadigini nereden biliyorsunuz?
Yanitinizi agiklaym.

25.

sin (ax) — sinx — x
3

lim
x—0 X
limitinin sonlu oldugu bir a degeri bulun ve limiti hesaplaymn.
26.
cos(ax) — b
. — =1
X x—0 2x2

0

lacak sekild b degerlerini bulun.
20. Bu alistirma alt kenarlar1 2b olan “yukar1 dogru” eskenar ticgenle olacaie seiide a ve b degerierti bulun

ilgilidir. Seklin devaminin gosterdigi gibi esas tiggenden “asagi ° ) 0 Pt YRR
dogru” eskenar iicgenler ¢ikarilmaktadir. Esas iiggenden ¢ikarilan asagidaki test Oran Testi"nin genisletilmisidir.

Raab o S itif sabitlerden ol bi i
tiggenlerin alanlarmin toplami sonsuz bir seri olusturur. aabe testi: 2= uy pozitif sabitlerden olusan bir seri ise ve
her n = Nigin | f(n)| < K olmak lizere

27. Raabe (veya Gauss) testi Ispat vermeden gdsterecegimiz

a. Bu sonsuz seriyi bulun.

b. Bu sonsuz serinin toplamini ve dolayisiyla esas tiggenden 0, f(n)

c
¢ikarilan toplam alani bulun. Upr1 L+ 2 (n

c. Esas iiggendeki her nokta ¢ikarilir mi? Neden ¢iktigini veya

tkmadigini agiklayin. o ..
¢ Bl agrcdy olmasini saglayacak C, K ve N sabitleri varsa, 2;“;1 u, serisi,

C > 1 ise yakinsak ve C = 1 ise raksaktir.
Raabe testinin sonuglarinin > e (1/n2) ve > (1/n)

2% 2% 2% 2% 2% b e serileri hakkinda bildiklerinizle uyustugunu gosterin.
28. (Alistirma 27 'nin devami.) E;,’il u, serisinin terimlerinin
o o (@n—1y
2 2 2 N O D
21.a. a bir sabit olmak lizere tekrarlama formiiliiyle verildigini varsaymn. Serinin yakinsak olup
cos (a/n)\" olmadigini belirlemek i¢in Raabe testini kullanin.
a/n

lingO (1 - #) 29. 3.2, a, yakmsak ise her n igin a, # 1 ve a, > 0 ise
n—>

a. >, a,’ serisinin yakinsak oldugunu gdsterin.
b. E:OZI a,/(1 — a,) yakinsak midir? Agiklayin.

30. (Alstirma 29’un devami) 2211 a, yakinsak ise ve her n igin

limiti @’nin degerine bagh midir? Bagliysa, nasil?

b. a ve b birer sabit ve b # 0 olmak tizere

) cos (a/n)\" 1>a,>0 ise, E;il In(1 — @,)’in yakinsak oldugunu gos-
,,11{20 1= bn terin. (fpucu: Once|ln (1 — a,)| = a,/(1 — a,) oldugunu gos-
terin.)

e ~ 9 BB 0
limiti £nin degerine bagh midir? Bagliysa, nasil’ 31. Nicole Oresme’nin Teoremi Nicole Oresme’nin
c. (a) ve (b)’'de bulduklariniz1 analizle dogrulayin.

22. 3,2 a, yakinsak ise 1 +%. b +i. 34t znn_l fo=4
S .
E (Hsfm(%))" oldugunu sdyleyen teoremini ispatlayin.
n=1

(pucu: 1/(1 — x) =1 + Sneix" denkleminin iki tarafinin da
serisinin de yakinsak olacagini gosterin. tiirevini alin.) )



32. a. |x| > 1igin,

2x2
-1y

ij (n+1)

bagintisinin iki kere tiirevin alip, sonucu x ile garpip, x yerine
1/x yazarak asagidaki esitligi gosterin.

2

0

X
S = E
n=1 X

b. (a) sikkini kullanarak

n(n + 1)

denkleminin 1’den biiylik ger¢ek ¢oziimiini bulun.

33. 4 /2’nin hizh bir tahmini. Bo6lim 11.1°deki Aligtirma 127°yi
yaptiysaniz, x, = 1 ile baslayan ve x, ;. | = x,, + cos x,, tekrarlama
formiiliiyle tiretilen dizinin hizla 7 /2’ye yakinsadigini gérmiissii-
niizdiir. Yakimsakligin siiratini agiklamak icin, €, = (77/2) — x,, ol-

sun. (Asagidaki sekle bakin.) Bu durumda

T
€ntl = 5 T Xp T COSX,

T
:e,,—cos(i—e,,>
=€, — sine,

_ 1 31 5
_§<€n) 75(5'1) 4.

olur. Bu esitligi kullanarak,

1
0 < e < g(fn)3
oldugunu gdosterin.
y
1 &n
Xn
cosx,,
N
X
0 1

34. 230:1 a, pozitif sayilardan olusan yakinsak bir seriyse,
>.21In(1 + a,) ’in yakinsaklig1 hakkinda bir sey sdylenebilir
mi? Yanitinizi agiklaym.

35. Kalite kontrolii.
a. 1/(1 —x)? igin bir seri elde etmek iizere

o T T e
1 —x

serisinin tlirevini alin.

x4

36.

37.
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b. ki zar atildiginda, 7 gelme olasilig1 p = 1/6°dir. Zarlari siirekli
olarak atarsaniz, ilk olarak n.inci atista 7 gelme olasiligt
=1 —p = 5/6 olmak iizere ¢"~' p'dir. ilk olarak bir 7 gelene
kadar atis sayisinin beklenen degeri poj \ng" " 'p dir. Bu
serinin toplamini bulun.

c. Endiistriyel bir operasyona istatistik kontrol uygulayan bir
miihendis olarak, oynar kayistan rastgele alinan pargalari ince-
liyorsunuz. Orneklenen her parcay1 “iyi” veya “kétii” olarak
smifliyorsunuz. Bir parganin iyi olma olasilig1 p ve kétii olma
olasiligt ¢ = 1 — p ise, bulunan ilk k&tii parganin incelenen
n.inci parga olma olasitligi p"'g’dur. lk kotii pargaya kadar
(koti parcayl da igerecek sekilde) incelenen ortalama parca
say1s1 E ~1np" g *dur. 0 < p < 1 oldugunu varsayarak bu
toplami hesaplayin.

Beklenen deger Rastgele bir X degiskeninin 1, 2, 3,... deger-
lerini py, py, p3, ... olasiliklariyla aldigini varsaym. Burada p,
X’in k’ye esit olma olasiligidir (k= 1, 2, 3, ...). Ayrica p;, = 0 ve
E/?il pr =1 oldugunu da varsaym. E(X) ile gosterilen X’in
beklenen degeri, serinin yakinsamasi kosuluyla, E;ilkpk‘
sayisidir. Asagidaki her durum igin, E;il pr = 1 oldugunu gos-
terin ve varsa E(X)’i hesaplaymn ({pucu: Alistirma 35’¢ bakin).

Skfl
a. pp=2" b. pr = o
S SR S
PR+ )k k+1

Giivenli ve etkili dozaj Tek bir ilag dozundan dolay1 kandaki
konsantrasyon, zamanla ilag vuciittan atildik¢a, normalde azalir.
Dolayisiyla, konsantrasyonun belirli bir seviyenin altina
diismemesi i¢in, dozlarin periyodik olarak tekrarlanmasi gereke-
bilir. Tekrarlanan dozlarin etkisi igin bir model (n + 1) dozdan
hemen 6nce kalan konsantrasyonu

R, = Coe‘ikt” + Coeizkf” + o 4+ Coeinkt”,

olarak verir. Burada C; tek bir dozun sagladigi konsantrasyon
(mg/mL), k azalma sabiti (saat™") ve t, da dozlar arasindaki za-
mandir (saat). Sekle bakin.

~ C

é —kto

£ C, = Cy+ Cye .,

g C,

g

z R,

g

g CO Rz R3

§ Ry = Coe™*0

= | | | | t
0 to

Zaman (saat)

a. R,’yi kapali formda tek bir kesir olarak yazin ve R = lim,,_,.. R,
limitini bulun.

b. Co=1mgmL, k=0.1 sa”' ve £, = 10 sa igin R, ve R;o’u
hesaplayimn. Ry, R’nin ne kadar iyi bir tahminidir?
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38.

39.

Bdliim 11: Sonsuz Diziler ve Seriler

¢. k=0.01sa"! ver,=10saise, R, > (1/2) R olmasin saglaya-
cak en kiigiik 7 degerini bulun.

(Kaynak: Prescribing Safe and Effective Dosage, B. Horelick ve

S. Koont, COMAP, Inc., Lexington MA.)

iki doz arasimndaki zaman  (4listirma 37 nin devami) Eger bir
ilacin bir C; konsantrasyonunun altinda etkisiz, daha yiiksek bir
Cy; konsantrasyonunun istiinde ise zararli oldugu biliniyorsa,
giivenli (Cy’nin stiinde degil), ama etkili (C; nin altinda degil)
bir konsantrasyon saglayacak C, ve f, degerlerinin bulunmasi
gerekir. Sekle bakin. Dolayisiyla

R:CLVeC0+R:CH

C
]
S,
2 En yiiksek giivenli seviye
5 Cy
g 1
3
g o
=R
s L | | En diisiik etkili seviye
= —ty—>I
v | |
\ \ ¢
0 Zaman

Yani, Cy = Cy— C; olur. Bu degerler Alistirma 37’nin (a) sikkin-
da elde edilen R denklemine koyulursa, ortaya ¢ikan denklem

t=llnf
T kT

seklinde sadelesir. Etkili bir seviyeye hizli bir sekilde ulagsmak
icin, C;; mg/mLlik bir konsantrasyon iiretecek bir “yiikleme” do-
zu verilebilir. Bundan sonra her f, saatte bir konsantrasyonu
Cy = Cy — C; mg/mL miktarinda arttiracak bir dozla devam
edilebilir.

a. t,i¢in yukarida verilen denklemi dogrulayin.

b. k=0.05sa"' ve en yiiksek giivenli konsantrasyon e kere en dii-
stik etkili konsantrasyon ise, dozlar arasindaki giivenli ve etki-
li konsantrasyonu garantileyecek zaman uzunlugunu bulun.

c. Cy=2mg/mL, C;, = 0.5 mg/mL ve k= 0.02 sa! ise, ilaci
vermek igin bir program belirleyin.

d. k=0.2sa! oldugunu ve en kiigiik etkili konsantrasyonun 0.03
mg/mLoldugunu varsayin. 0.1 mg/mLlik konsantrasyon sag-
layan tek bir doz veriliyor. ilag yaklasik ne kadar siire etkili
kalacaktir?

Sonsuz bir ¢carpim

o0

I1(0 +a) =0 +a)d + a)l + a3)-

n=1

sonsuz carpiminin, ¢arpimin dogal logaritmasi alinarak elde
edilen

E In(1 + a,)
n=1

serisi yakinsaksa, yakinsayacagi soylenir. Her # igin, a,, > —1 ise
ve .- |a,|yakmnsak ise garpimin yakinsak olacagini gdsterin.
(pucu: |a,| < 1/2 ise

lay|

+ =
[In(1 + a,)] = [a]

= 2|a,|

oldugunu gosterin.)

40. p bir sabitse,

41.

o0

1

+ s —
! “n-lnn-[In(lnn)y

serisinin

a. p > 1 ise yakinsayacagini, b. p = 1 ise iraksayacagini goste-
rin. Genelde, f(x) =x, f,.1(x)=1In (f,(x))iseven1,2,3, ...
degerlerini aliyorsa, f,(x) =Inx, f3(x) =1In (Inx)), ... buluruz.
fa(a) > 1ise,

/OO dx
«  J10)f2(0) - ful0)(frr1 (X))

p > 1ise yakinsar, p =< 1 ise wraksar.

a. Su teoremi ispatlaym: {c,}, her t, = Sj_; ¢; toplaminin
siirlt olmasint saglayacak sekilde sayilardan olusan bir
diziyse, ~S,=jc,/n  serisi  yakinsar  ve  degeri
St ty/(n(n + 1)) e esittir.

Ispatin taslagi: ¢, yerine t; ve n = 2 igin ¢, yerine
_ 2n+1 .
ly—t,_1yazIn. So,41 = 2= cx/k. ise

1 1 1
Sl = (1 —§> +n <§—§>

1 1 ton+1
+"'+’2"<2n T+ 1>+

2n + 1

fon+1
2n + 1

2n
L p—
k(e + 1)
oldugunu goésterin. Bir M sabiti i¢in, |#;| < M oldugundan,

,; k(k+ 1)

serisi mutlak ;/aklnsaktlr ve n — oo iken s,,,’in bir limiti var-
dir. 55, = 2%y ci/k ise, n —> oo iken, 55,.1— 82, = Cops1/ (20
+1) sifira yaklasir, ¢linkii |c2n+1| = |t2n+1 - t2n| < 2Mdir.
Dolayistyla ~ X¢x/k serisi  yakinsar  ve  limit
Siet t/(k(k + 1)) olur.

b. Bahsedilen teoremin asagidaki alterne harmonik seriye nasil
uygulanacagini gosterin.

1 1
1 +3 + 3 +oee

N [ —
N
N|—
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c. c. x =0 ise,
S S SO U S R D x n+2
t=y73%yts 6 77 |Rn+l|SA’"Hd’:nx+z
serisinin yakinsadigim gsterin (Ilk terimden sonra, isaretleri oldugunu gosterin.
iki negatif, iki pozitif, iki negatif, iki pozitif seklinde gider).
(Ipucu: t, 0°dan x’e degisirken,
42. -1 <x =1 i¢in 2,2,[(—1)""'x"]/n *ninIn (1 + x)’e 1+t=1 ve "1+ ="
yakinsakhg
a. Uzun bdlme veya baska bir yolla ve N N
i ‘/ 1 dt‘ = / |F(0)ar Olur-)
1 _ 2 3 nyn ( 1) t 0 0
=1—t+22— 4+ ()" ——
1+t 1+t .
- P d. —-1<x<O0ise
oldugunu gosterin.
) ) ) X tn+l |x|n+2
b. (a) sikkindaki denklemi 0’dan x’e kadar f'ye gore integre |Rn+1| = ‘ / dt| =
ederek o 1 —|x| (n + 2)(1 = |x])
2 3 4 oldugunu gosterin.
In(l+x)=x—%>+% - 4+...
2 3 4 . .
. Ipucu: x <t=0ise,|1 + 1/ =1 — |x| ve
iy X
+ (=1 n+1 + Ry . |t|n+1
olmak iizere, T+ =1 1» olur.
L[
Ry = (-1 / dt.
" o I+t e. Yapilan tartigmalart kullanarak,
oldugunu gdsterin. 2 . S e (—1)n !
YT 273 4 n+
serisinin —1 < x = 1 i¢in, In (1 + x)’e yakinsadigini gdsterin.)
Boliim Teknoloji Uygulama Projeleri

Mathematica /Maple Modiilii

Ziplayan Top

Model, ziplayan bir topun yiiksekligini ve ziplamasi sona erene kadar gegen zamani tahmin eder.

Mathematica /Maple Modiilii

Bir Fonksiyonun Taylor Polinomlar: Yaklasimlart

Bir grafik animasyon, Taylor polinomlarinin, tanim kiimeleri igindeki bir aralik iizerinde her mertebeden tiirevleri var olan fonksiyonlara
yakinsadiklarmi gostermektedir.



