2.1

LiMIT VE SUREKLLIK

GIRIS Limit kavram, analizi cebir ve trigonometriden ayiran ana fikirdir. Bir egriye teget
bulmak veya bir nesnenin hizin1 bulmada temeldir.

Bu boliimde dnce sezgisel, sonra da matematiksel olarak limiti gelistirecegiz. Limiti
bir f fonksiyonunun nasil degistigini tanimlamak igin kullaniriz. Bazi fonksiyonlar siirekli
olarak degisir; x’teki kiiciik degisiklikler f(x)’te de kiiciik degisikliklere neden olur. Bazi
fonksiyonlarin degerleri kesikli veya ¢ok hizli degisiyor olabilir. Limit kavrami bu davra-
nislart ayirt etmek igin kesin bir yol verir. Ayrica, fonksiyon grafiklerinin teget dogrularim
bulmakta da limiti kullaniriz Bu geometrik uygulama bizi hemen bir fonksiyonun tiirevi
kavramina gotiiriir. Boliim 3’te derinlemesine inceleyecegimiz tiirev bir fonksiyonun de-
gerlerinin nasil degistigini belirler.

Degisim Oranlari ve Limitler

Bu boéliimde ortalama ve anlik degisim oranlarini tanitiyoruz. Bu da bizi bu boliimiin ana
fikrine, limit fikrine gotiirecektir.

Ortalama ve Anlik Hiz

Hareket eden bir cismin bir zaman araligindaki ortalama hiz1 katedilen mesafenin gegen
zamana boliinmesi ile bulunur. Olgii birimi, uzunluk/birim zaman dir: kilometre/saat,
feet/saniye veya eldeki probleme ne uyuyorsa.

ORNEK 1 Bir Ortalama Hiz Bulmak
Bir tag yiiksek bir ugurumun tepesinden serbest diismeye birakilir.

(a) ilk 2 saniyedeki,
(b) birinci ve ikinci saniyeler arasindaki 1 saniyelik araliktaki ortalama hizi nedir?

Cizim  Bu problemin ¢dziimiinde 16. yy sonlarinda Galileo tarafindan kesfedilen su
gercegi kullaniriz: diinya ylizeyine yakin yerlerde durgun (hareketsiz) durumdan yere
dogru serbest diismeye birakilan bir kat1 cisim, gegen zamanin karesi ile orantili bir yol
katedecektir (Cismi yavaslatacak hava direncinin ihmal edildigi ve cisme etkiyen tek
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TARIHSEL BIYOGRAFI*

Galileo Galilei
(1564-1642)

kuvvetin yer ¢ekimi ivmesi oldugu kabul ediliyor. Bu tip harekete serbest diisme deriz). ¢
saniyede diisiilen mesafe feet olarak y ise Galileo kanunu

y=16¢

dir. Burada 16 orant1 sabitidir.
Verilen bir zaman araliginda tasin ortalama hizi, konumdaki degisiklik Ay’ nin zaman
aralig1 Ar’ye bolimiidiir.

. . Ay 16(2)* — 16(0)° ft
(a) 1k 2 sanlyede. E = W = 325711
) . e Ay 16(2)* — 16(1) ft
(b) lIlk saniyeden ikinci saniyeye N S 48 Y [ |

Simdiki 6rnek, diigmekte olan bir cismin ortalama hizina gittikge kisalan zaman
araliklarinda baktigimizda neler oldugunu incelemektedir.

ORNEK2  Bir Anlik Hiz Bulmak
Diismekte olan bir tagin # =1 sn. ve ¢ = 2 sn. zamanlarindaki hizin1 bulun.
Cozim  Uzunlugu Af = % olan [, t, + h] zaman araliginda tagin ortalama hizini

Ay 16(19 + h)* — 1619°
At h

olarak hesaplayabiliriz.

Bu formiilii, 2 = 0 alarak 7, =0 anindaki “anlik” hiz1 hesaplamakta kullanamayiz, ¢linkii 0
ile b6lme yapamayiz. Ancak, 7, = 1 ve #, = 2 zamanlarinda baslayan ve giderek kisalan za-
man araliklarindaki ortalama hizlar1 hesaplamada kullanabiliriz. Bunu yaptigimiz zaman,
kargimiza belirli bir kalip ¢ikar (Tablo 2.1).

TABLO 2.1 Kisa zaman araliklarinda ortalama hizlar
16(t, +h)’ —16t,>

Ortalama hiz: & (1 })z 0
Zaman arahgimin ¢y = 1’de baslayan ty = 2’de baslayan
uzunlugu h zaman arahi@inda h zaman arah@inda
h ortalama hiz ortalama hiz
1 48 80
0.1 33.6 65.6
0.01 32.16 64.16
0.001 32.016 64.016
0.0001 32.0016 64.0016

to = 1 aninda baslayan araliklardaki ortalama hiz, araligin uzunlugu azaldikga 32 gibi
bir sinir degere yaklastyor gibidir. Bu da ¢, = 1 aninda tagin 32 ft/sn hizla diistiigiine isaret
etmektedir. Bunu cebirsel olarak dogrulayalim.

Calculus’un tarihsel figiirleri, esas elemanlarin gelisimleri ve konular1 hakkinda daha fazlasini 6grenmek
icin www.aw-bc.com/thomas’1 ziyaret edin.



SEKIL2.1  y = f(x) grafiginin bir kirisi.

Egimi Ay/Ax, f’nin [x,, x,]
araligindaki ortalama degisim
oranidir.
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Yukaridaki (1) denkleminde #, = 1 alir ve pay1 acip kisaltmalar1 yaparsak
Ay 16(1 + #)* — 16(1)*  16(1 + 2k + A*) — 16
At h B h
_ 32h + 16h*
h

=32 + 16h

buluruz.
A’nin 0’dan farkli degerleri igin iki taraftaki ifadeler Ozdestir ve ortalama hiz
32 + 16A ft/sn dir. Simdi, 2 0’a yaklagirken ortalama hizin neden 32 + 16(0) = 32 ft/sn
gibi bir sinir degerinin var oldugunu gorebliriz.

Ayni sekilde (1) denkleminde 7, =2 almak, /#’nin 0’dan farkli degerleri icin

Ay
3, = 64+ 16h

verir. & gittikce 0’a yaklastginda 7, =2 s deki ortalama hizin sinir degeri 64 ft/sn dir. m

Ortalama Degisim Oranlari ve Kirisler

Herhangi bir y = f(x) fonksiyonu verilmisse, y’nin [x;, x,] aralifinda x’e bagl ortalama
degisimini y’deki degisim degeri Ay = f(x,) — f(x;)’1 degisimin olustugu araligin uzunlugu
Ax =x, — x1 = h’ye bolerek hesaplariz.

TANIM  Bir Aralik Uzerinde Ortalama Degisim Orani
y =flx)’in [x}, x,] araliginda x’e bagli ortalama degisiminin orani

Ay fOa) = fO) _ fOn + h) — )

Ax X2 =X h

, h # 0.

Geometrik olarak, [x;, x,] aralifinda f’nin ortalama degisim orani P(x;, f(x;)) ile
O(x5, f(x,)) noktalarindan gegen dogrunun egimidir (Sekil 2.1). Geometride, bir egrinin
iki noktasini birlestiren dogruya egrinin Kirisi denir. Yani, f’nin x;’den x,’ye ortalama
degisim orani PQ kirisinin egimiyle aynidir.

Deney yapan biyologlar ¢cogunlukla kontrollii laboratuvar ortaminda topluluklarin
biiytime hizini bilmek isterler.

ORNEK3  Bir Lahoratuvar Toplulugunun Ortalama Bilyiime Orani

Sekil 2.2, 50 giinliikk bir deneyde bir meyve sinegi (Drosophila) toplulugunun nasil
biiytidiigiinii gostermektedir. Sinek sayisi1 belirli araliklarla sayilmis, bulunan degerler za-
mana kars1 isaretlenmis ve noktalar diizgiin bir egriyle birlestirilmistir (Sekil 2.2 de mavi
renkli). 23. giinden 45. giine ortalama biiyiime oranini bulun.

Cozim  23. giinde 150, 45. glinde 340 sinek vardir. Yani, 45 — 23 = 22 giinde sinek sayis1
340 — 150 = 190 artmustir. Toplulugun 23. glinden 45. giline kadar ortalama degigim orani
Ap 340-150 190

Ortalama degisim orani: — = ————=——~ 8.6 sinek /giin
At 45-23 22
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350
0(45, 340)

N W
wn O
(=R

Ap= 190

Ap

Sinek sayist
)
S
S

150 P(23, 150) Vil 8.6 sinek/giin
Ar=22
100
50
t
0 10 20 30 40 50

Zaman (giin)

SEKIL 2.2 Kontrollii bir deneyde bir meyve sinegi toplulugunun
biiyiimesi. 22 giinde ortalama degisim orami, kirigin = Ap/At
egimidir.

olarak bulunur. Bu ortalama, Sekil 2.2°deki grafigin P ve Q noktalarindan gegen kirisin
egimidir. [

Ornek 3’te hesaplanan 23. giinden 45. giine kadarki ortalama degisim oram 23. giinde
toplulugun ne kadar hizli degistigini belirtmez. Bunun i¢in, s6z konusu giin i¢indeki za-
man araliklarini incelememiz gerekir.

ORNEK 4 23. Giindeki Biiyime Orani

Ornek 3’teki topluluktaki sinek sayisinin 23. giindeki biiyiime hiz1 nasildir?

Cozim  Bu soruyu yanitlamak igin, 23. giinden baslayarak gittikge kiiglilen zaman
araliklarindaki degisim oranimi inceleriz. Geometrik olarak, bu oranlar1 egri iizerinde
giderek P’ye yaklasan bir Q noktalar1 dizisi i¢in P’'den Q’ya giden kirislerin egimlerini
hesaplayarak buluruz (Sekil 2.3).

P
PQ’nun egimi = Ap/At 350 B(35,350) /)
0 (sinek/giin) 200 0(45, 340)
(4s5.340) 200 <56 2 ;5)2
(40.330) =20~ 106 2 15
353100 =0~ 133 .
(30, 265) % ~ 16.4 0 1007\ 20 30 40 so !

A(14,0)  Zaman (gtin)

SEKIL 2.3 Meyve sinegi grafigindeki P noktasindan gegen dort kirisin konumlari ve egimleri (Ornek 4).
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Tablodaki degerler O’nun ¢ koordinat1 45’ten 30’a diiserken kiris egimlerinin 8.6'dan
16.4°e yiikseldigini gostermektedir ve ¢ 23’e giderken bu egimlerin biraz daha artmasin
bekleriz. Geometrik olarak, kirisler P etrafinda dénmekte ve sekildeki egrinin P’den
gectigi yonde giden kirmizi dogruya yaklagmaktadir. {leride bu dogrunun P’deki egrinin
tegeti oldugunu gorecegiz. Bu dogru (14, 0) ve (35, 350) noktalarindan gectigi i¢in, egimi

330 -0 _ 16.7 sinek/glin (yaklagik olarak)
35— 14
bulunur. 23. giinde, topluluk 16.7 sinek/giin gibi bir hizla artmaktadur. [

Ornek 2°deki tasin =1 ve ¢ = 2 anlarindaki diisiis oranlarina ve Ornek 4’ teki toplulu-
gun ¢ = 23 giiniindeki degisim oranina anlik degisim oranlar: denir. Orneklerin belirttigi
gibi, anlik oranlar1 ortalama oranlarin sinir degerleri olarak buluruz. Ornek 4’te, niifus eg-
risinin 23. glindeki tegetinin kirislerin bir sinir konumu oldugunu gordiik. Yakindan iliski-
li olan anlik oran ve tegetler bir cok baska olayda da karsimiza ¢ikar. Bu ikisinden yapic1
bir sekilde bahsetmek ve aralarindaki baglantiy1 daha iyi anlamak igin, stireci sinir deger-
leri veya bundan sonra kullanacagimiz adiyla limitler yardimiyla incelememiz gerekir.

Fonksiyon Degerlerinin Limitleri

Orneklerimiz limitin kavramini akla getirmistir. Yeterince ilerleyene kadar kesin tanimu er-
teleyerek su gayri resmi tanimla baslayalim.

f(x), xq civarinda agik bir aralikta tanimli olsun (x da tanimli olmayabilir). x,’a yete-
rince yakin biitlin x i¢in f(x) L degerine keyfi derecede (istedigimiz dlgiide L’ye yakin)
yaklastyorsa, x xy’a yaklasirken, f L limitine yaklasiyor deriz ve “x xj’a yaklasirken
f(x)’in limiti L dir” diye okunan

lim f(x) =L

X—>X
yazariz. Aslinda tanim sunu sdyler: x xy’a yakin iken (x(’in her iki tarafinda ) f(x) deger-
leri L sayisina yakindir.

Bu tanim gayri resmidir, ¢linkii keyfi derecede yakin ve yeterince yakin gibi terim-
ler agik degildir; anlamlari duruma gore degisir. Piston yapan bir isciye gore yakin, bir
ing’in bir kag binde biri anlamina gelebilirken, uzak galaksileri inceleyen bir astronom igin
birkag 151k y1l1 uzaklikta anlamina gelebilir. Yine de, bu tanim belirli baz1 fonksiyonlarin
limitini bulmamizi saglayacak kadar agiktir. Ancak limit teoremlerini ispatlamaya koyul-
dugumuzda, Boliim 2.3’teki daha acik tanima gerek duyacagiz.

ORNEK5  Bir Fonksiyonun Bir Nokta Civarindaki Davranisi
x> =1
x — 1

flx) =

fonksiyonu x = 1 civarinda nasil davranir?

Cozim Verilen formiil, x = 1 hari¢ biitliin x reel sayilar1 i¢in f’yi tanmimli kilar. (0 ile bdle-
meyiz). Herhangi bir x # 1 degeri icin, pay1 carpanlarina ayirip, ortak garpani sadelestir-
erek formiili basitlestirebiliriz:

(x = D>+ 1) _

P— x+1, x#1

flx) =
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Boylece f’nin grafigi bir noktasi, yani (1, 2), ¢ikartilmis olan y = x + 1 dogrusu olur. Bu

¢ikartilmis nokta Sekil 2.4’te bir “bosluk™ olarak gdsterilmektedir. f(1) tanimli olmadig:
halde x’i 1’e yeterince yakin segerek, f(x)’in degerini 2’ye istedigimiz kadar yakin bula-
bilecegimiz agiktir (Tablo 2.2).
TABLO 2.2 x T'e yaKlastikca, Ax) = (¥ - 1)/ (x- 1) 2'ye o kadar yaklasr.
X X’in 1’in altinda ve iistiindeki o) = =1 t+1 x#1
degerleri x—1
0.9 1.9
1.1 2.1
0.99 1.99
1.01 2.01
0.999 1.999
1.001 2.001
0.999999 1.999999
* 1.000001 2.000001
SEKIL2.4  f’nin grafigi, f’nin
tanimsiz oldugu x = 1 disinda, .
= x+ 1 dogrusuyla dzdestir x 1’e yaklasirken f(x) 2 limitine yaklasir deriz ve bunu
Ornek 5). 2 _
(Ornek 5) lim f(x) =2 veya  lim X1 =2 "
x—1 x—1 X — 1

olarak yazariz.

ORNEK 6 Limit Degeri Fonksiyonun x;'da Nasil Tanimlandigina Bagli Degildir.

Sekil 2.5’teki f fonksiyonu x = 1’de f tanimsiz oldugu halde, x — 1 iken limiti 2’dir.
2 # g(1) oldugu halde, x — 1 iken, g fonksiyonunun limiti 2'dir. # fonksiyonu, x — 1 iken

y y y
2 2+ 2+
1 1 ° 1
/ L5y / L5y / L5y
~1 0 1 =1 0 1 ~1 0 1
2 xz_lsx#:l
@ fo = = () g =4 ¥ 1 © hw =x+1
1 x=1

SEKIL 25 x 1’e yaklasirken f(x), g(x) ve h(x) fonksiyonlarmin hepsinin limiti 2 dir.
Halbuki, x = 1 de yalmiz A(x)’in degeri limiti ile aynidir (Ornek 6).



XofF—————>

(a) Birim fonksiyon

y

F—————-9

(b) Sabit fonksiyon

SEKIL 2.6 Ornek 8°deki fonksiyonlar
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limiti x = 1°’deki degerine esit olan tek fonksiyondur. % igin, lim,_,; A(x) = A(1) dir. Limitin
ve fonksiyon degerinin bu sekilde esitligi 6zel bir durumdur ve Bolim 2.6'da buna
donecegiz. [

Bazen limx_m0 f(x) f(xo) hesaplanarak bulunabilir. Ornegin, f(x), f(x,)’1n taniml
oldugu polinomlarin ve trigonometrik fonksiyonlarin cebirsel bir kombinasyonuysa, bu
gegerlidir (Bolim 2.2 ve 2.6’te bunun hakkinda daha gok sey sdyleyecegiz).

ORNEK7  f(x)1 Hesaplayarak Limit Bulmak
(a) xli_rpz(4) =4

(b) xll;rjlls(4) =4

© limx=3

@ lim(sx —3) =10 -3 =7

(© lim X4 _=6+4_
S x+s T 2 +5

2 .
3

ORNEK8  Birim ve Sabit Fonksiyonlarin Her Noktada Limitleri Vardir
(a) f birim fonksiyon f(x)=x ise, x,’in herhangi bir degeri igin (Sekil 2.6a)

lim f(x) = lim x = x
X=X, xX—>X)

(b) f sabit fonksiyon f(x) = k ise, (k sabit degerli fonksiyon) x,’in herhangi bir degeri
icin (Sekil 2.6b)

lim f(x) = lim k =k
—>Xo

Ornegin,
limx =3 ve lim (4) = lim(4) = 4
x—3 x—>—7 x—2
tiir. Bu sonuglar1 Béliim 2.3 Ornek 3’te ispat edecegiz. ]

Limitin var olmadi81 birka¢ durum Sekil 2.7°de gosterilmekte ve bir sonraki 6rnekte
incelenmektedir.

y y
B 0, x<O =
Y 1, x=0
1
X
0 0
0 x=0
Y= 001
U siny, x> 0
1
(a) Birim basamak fonksiyonu U(x) (b) g(x) () /()

SEKIL 2.7 x 0’a yaklasirken bu fonksiyonlardan hig birinin limiti yoktur (Ornek 9).
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ORNEK9  Bir Fonksiyonun Tanim Kiimesindeki Bir Noktada Limiti Olmayabilir.

x — 0 iken agagidaki fonksiyonlarin davraniglarini inceleyin.

@ U()_{o, x<0
* I, x=0
%, x#0
b =
(b) g(x) 0. x=0
0, x=0
(© fx) = .
siny, x>0
Coziim

(a) Sigrar: Birim basamak fonksiyonu U(x)’in x — 0 iken limiti yoktur, ¢linkii degerleri
x = 0’da sigrama yapar. x’in sifira yakin negatif degerleri i¢in U(x) = 0’dir. x’in sifira
yakin pozitif degerleri iginse U(x) = 1°dir. x — 0 iken, U(x)’in yaklastig1 tek bir L
degeri yoktur (Sekil 2.7a).

(b) Cok biiyiir: x — 0 iken g(x)’in limiti yoktur, ¢linkii x — 0 iken g’nin degerleri mutlak
deger olarak ¢ok biiyiir ve herhangi bir reel sayiya yaklagmaz (Sekil 2.7b)

(¢) Cok fazla salinir: x — 0 iken f(x)’in limiti yoktur, ¢linkii fonksiyonun degerleri 0’1
igeren biitiin agik araliklarda —1 ile +1 arasinda salinir. x — 0 iken, degerleri herhangi
bir saymin yakininda kalmaz (Sekil 2.7¢c). [

Limitleri Tahmin Etmek icin Hesap Makinesi ve Bilgisayar Kullanmak

Tablo 2.1 ve Tablo 2.2, x xj’a yaklastikca bir limiti numerik olarak tahmin etmede bir he-
sap makinesi veya bilgisayar kullanimmi gostermektedir. Bu prosediir Ornek 7 deki gibi
fonksiyonlarin limitleri igin de basarili olabilir (bunlar sirekli fonksiyonlardir ve Bolim
2.6 da inceleneceklerdir). Ancak, hesap makineleri veya bilgisayarlar, bir noktada tanimh
olmayan veya limiti olmayan fonksiyonlar i¢in yanlis degerler verebilir veya yanlis izle-
nimlere yol agabilir. Bir fonksiyonun bir nokta civarindaki davranisi hakkinda, bir hesap
makinesinin veya bir bilgisayarin ne zaman garip veya muglak bilgiler verdigini bilme-
mizde diferansiyel hesap bize yardime1 olacaktir (Boliim 4.4 ve 4.6’ya bakin). Simdilik,
bir limit degerini tahmin etmek igin hesaplama araglar1 kullandigimizda gizli tuzaklarin
ortaya gikabilecegi konusunda basitge dikkatli olmamiz gerekir. iste bir 6rnek.

ORNEK 10 Bir Limiti Tahmin Etmek
Vx2 + 100 — 10

2

lim

x—0 X

limitini tahmin edin.

Cozim  Tablo 2.3 te x =0’a yakin bazi degerler i¢in fonksiyonun degerleri listelenmistir.
x, £1, 0.5, +0.10 ve £0.01 degerleri ile 0’a yaklasirken fonksiyon 0.05 degerine yaklasi-
yor gibi goziikmektedir.

x’in +0.0005, £0.0001, £0.00001 ve +0.000001 gibi daha kiigiik degerlerini alirsak
fonksiyon 0 degerine yaklasiyor gibi goziikiir.

Su halde cevap nedir? 0.05 veya 0 m1 yoksa baska bir deger mi? Hesap makinesi veya
bilgisayar degerleri muglaktir. Fakat, sonraki boliimde tanitilan limit teoremleri dogru li-
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N _
TABLO 2.3 x=0 civannda f(x) = w ‘nin bilgisayar degerleri
X
X fx)
+1 0.049876
£05 0.049969 0.05’¢ yaklagir?
+0.1 0.049999
+0.01 0.050000
+0.0005 0.080000
+0.0001 0.000000 0°a yaklasir?
+0.00001 0.000000
+0.000001 0.000000

mit degerinin oldugunu dogrulayacaktir. Bu gibi problemler, birkag gézlem yaparak elde
edebilecegimiz sonuglar iizerine gelistirilen matematiksel muhakemenin giiciinii gosterir.
Her iki yaklagimin doga gergekleri karsisinda avantajlart ve dezavantajlart vardir. ]

ALISTIRMALAR 2.1

Grafiklerden Limitler

1. Grafigi cizilen g(x) fonksiyonu igin, asagidaki limitleri bulun
veya neden bulunmadiklarini agiklayin.
b. lim2 g(x)

a. lirn1 g(x) c. lim3 g(x)

2. Grafigi cizilen f(f) fonksiyonu igin, asagidaki limitleri bulun
veya neden bulunmadiklarini agiklayin.

a. tEIEIZ f() b. tirgl f(1) c. Ih—% §i0)

s =fH)
A | | t
/o -1 0 1

3. Grafigi ¢izilen y = f(x) fonksiyonu i¢in asagidaki ifadelerden
hangileri dogru, hangileri yanlistir?

a. lin}] f(x) vardir.
xX—>

b. lim f(x) = 0.
x—0

c. lim f(x) = 1.
x—0

d. lim f(x) = 1.

x—1

lim f(x) = 0.

x—1

(=1, 1)deki her x; igin lim f(x) vardir.
xX—>X)

10— y :f(x)
| / .
_/ 1 2

—1+

4. Grafigi ¢izilen y = f(x) fonksiyonu i¢in asagidaki ifadelerden
hangileri dogru, hangileri yanlistir?

®

ad

a. lim2 f(x) yoktur.
X
b. lim2 fx) = 2.
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c. liml f(x) yoktur.
xX—>
d. (-1, 1) deki her x; i¢in lim f(x) vardir.
XX

e. (1, 3) teki her x4 i¢in lim f(x) vardir.
xX—>X)

y =fw)

Limitlerin Varligi
5 ve 6 alistirmalarinda limitlerin neden olmadigini agiklayin.
5. lim = 6. lim
x—0 |x| =1 x—1
7. Bir f(x) fonksiyonu x = x harig biitiin reel x degerlerinde taniml1
olsun. lim, ., f(x)’in varhg hakkinda bir sey soylenebilir mi?
Yanitinizi agiklaym.
8. Bir f(x) fonksiyonu [-1, 1] aralifindaki biitiin x degerlerinde

10.

tanimli olsun. lim,_,o f(x)’in varlig1 hakkinda bir sey sdylenebilir
mi? Yanitinizi agiklaym.

. lim,_,; f(x) =51ise f x = 1'de tanimli olmak zorunda midir?

Tanimliysa, f(1) =5 midir? x = 1’de f’nin degerleri hakkinda
herhangi bir sonuca varabilir miyiz? A¢iklayin.
f(1) = 5 ise, lim,_,; f(x) var olmak zorunda midir? Varsa,

lim,_,; f(x) =5 olmak zorunda midir? lim,_,; f(x) hakkinda her-
hangi bir sonuca varabilir miyiz?

Limitleri Tahmin Etme

12.

11-20 alistirmalarinda grafik ¢izin bir hesap makinesi faydali olabilir.
11.

F(x)= (x> = 9)/(x + 3) olsun.

a. x = 3.1, -3.01, -3.001 ve hesap makinenizin izin verdigi
uzunluktaki noktalarda f’nin degerlerinin bir tablosunu yapin.
Sonra lim,_, 3 f(x)’i tahmin edin. Bunun yerine f’yix =-2.9,
—2.99,-2.999, ... gibi degerlerde hesaplarsaniz ne bulursunuz?

b. (a)da bulduklarimz1 f’yi xq = -3 civarinda gizerek ve x—-3
iken grafikteki y degerlerini bulmak i¢in ZOOM ve TRACE
kullanarak dogrulayin.

c. lim,_, 3 f(x)’i cebirsel olarak bulun.
glx) = (x* - 2)/<x - \6) olsun.

a. x = 1.4, 1.41, 1.414 ve V2 "nin artan ondalikh degerleriyle
g’nin bir tablosunu yapin. lim,_,y3 g(x)’i tahmin edin.

b. (a)daki sonuglarmzi g’yi x, = V2 civarinda gizerek ve
x — V2 iken grafikteki y degerlerini bulmak icin ZOOM ve
TRACE kullanarak dogrulayiniz.

c. lim,_, 5 g(x)’1 cebirsel olarak bulun.

13. G(x) = (x + 6)/(x* + 4x — 12) olsun.

a. x=-5.9, -5.99, -5.999,... noktalarinda G’nin degerlerinin bir
tablosunu yapimn. Sonra lim,_, ¢ G(x)’i tahmin edin. G’yi
x =-6.1, -6.01, —6.001, ... gibi degerlerde hesaplarsaniz ne
bulursunuz?

b. (a)’da bulduklarinizi G’yi gizerek ve x — —6 iken grafikteki y-
degerlerini bulmak igin ZOOM ve TRACE  kullanarak
dogrulaym.

c¢. lim_, 4 G(x)’i cebirsel olarak bulun.

. h(x) = (x* = 2x —3)/(x* — 4x + 3) olsun.

a. x =2.9,2.99,2.999, noktalarinda  A’nin  degerlerinin
lim,_,34(x)’1 tahmin edin. #’yi x = 3.1, 3.01, 3.001, ... deger-
lerde hesaplarsaniz ne bulursunuz?

b. (a)’da bulduklariniz1 4#’yi x; = 3 civarinda ¢izerek ve x — 3
iken grafikteki y degerlerini bulmak i¢in ZOOM ve TRACE
kullanarak dogrulaym.

c. lim,_,3 A(x) cebirsel olarak bulun.

15. f(x) = (x> — 1)/(]x]| — 1).olsun.

a. xo=—1"e alttan ve {istten yaklasan x degerleri i¢in f’nin deger-
lerinin bir tablosunu yapin. Sonra lim,_, ; f(x)’i tahmin edin.

b. (a)’da bulduklariniz1 f’yi x, =—1 civarinda ¢izerek ve x — —1
iken grafikteki y-degerlerini bulmak i¢in ZOOM ve TRACE
kullanarak dogrulayn.

c. lim, | f(x) cebirsel olarak bulun.

16. F(x) = (x*> + 3x + 2)/(2 — |x|) olsun.

a. xo = —2’ye alttan ve Ustten yaklasan x degerleri i¢in F’nin
degerlerinin bir tablosunu yapin. Sonra lim,_, ; F(x)’i tahmin
edin.

b. (a)’da bulduklarimizi F’yi x, = -2 civarinda ¢izerek ve x — -2
iken grafikteki y-degerlerini bulmak i¢in ZOOM ve TRACE
kullanarak dogrulaym.

¢. lim_, , F(x) cebirsel olarak bulun.

17. g(6) = (sind)/6 olsun.

a. ¢, = 0’a alttan ve lstten yaklasan ¢ degerleri i¢in g’nin deger-
lerinin bir tablosunu yapin. Sonra lim,_,; g(¢) "y1 tahmin edin.

b. (a)’da bulduklarinizi g’yi €, = 0 civarinda ¢izerek dogrulayin.

18. G(r) = (1 —cos f)/£ olsun.

a. t, = 0’a alttan ve Ustten yaklasan ¢ degerleri i¢in G’nin deger-
lerinin bir tablosunu yapin. Sonra lim,_,, G(#)’yi tahmin edin.

b. (a)’da bulduklarinizi G’yi #, = 0 civarinda gizerek dogrulayin.

19. f(x)=x"""olsun.

a. xo = l’c alttan ve Ustten yaklasan x degerleri i¢in f deger-
lerinin bir tablosunu yapin. x — 1 iken f’nin bir limiti var
midir? Varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?

b. (a)’da bulduklariniz1 f’yi x, = 1 civarinda gizerek dogrulayin.



20. f(x)=(3"-1)/(x) olsun.

a. xo = 0’a alttan ve istten yaklasan x degerleri icin f deger-

lerinin bir tablosunu yapin.

x — 0 iken f’nin bir limiti var

midir? Varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?

b. (a)’da bulduklarmizi f’yi x, = 0 civarinda gizerek dogrulayin.

Yerine Koyarak Limit Bulma

21-28 aligtirmalarinda degerleri yerine koyarak limitleri bulun. Eger
miimkiinse bir hesap makinesi veya bir grafik programiyla yanitlari-

nizt dogrulayin.

21. lim 2x 22
x—2

23. lim (3x — 1) 24.
x—1/3

25. lim 3x(2x — 1)
x——1

27. lim xsinx 28.
x—m/2

Ortalama Degisim Oranlari

29-34 alistirmalarinda verilen aralik
talama degisim oranini bulun.

29. f(x) = x° + 1

a. [2,3] b [-1,1]
30. g(x) = x?;

a. [-1,1] b. [=2,0]
31. A(t) = cott;

a. [m/4,37/4] b. [7/6, /2]
g(t) =2 + cost;

a. [0,7] b. [—m, 7]

R(O) = V40 + 1; [0,2]

P(0) = 6° — 46> + 56;

32.

33.
34.
35s.

26. li

. lim 2x

x—0

lim i S

x—1 (3x - 1)
lim 3x°
x——1 Zx - 1
. COS X

1

xl—>77' 1 -

veya araliklarda fonksiyonun or-

El 37

[1,2]
Bir Ford Mustang Cobra’min Hiz1 Asagidaki sekilde hareket-

sizken ivmelenen bir 1994 Ford Mustang Cobra’nin zaman-

konum grafigi goriilmektedir.
N

650
600

W
(=3
(=]

I
=
S

(9%]
(=
(=]

Mesafe (m)

[33
[=3
(=]

100

38.

5

t

10 15 20

Gegen zaman (saniye)
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a. POy, PO,, PQsve PQ, kirislerinin egimlerini, sirastyla Sekil
2.3 teki gibi bir tablo diizenleyerek tahmin edin. Egimlerin uy-
gun birimi nedir?

b. #=20 s aninda Cobra’nin hizin1 bulun.

36. Sekilde, ay yilizeyine 80 m mesafedeki bir indirme modiiliinden

diisen bir nesnenin zamana karsi diisiilen mesafe (m) grafigi
goriilmektedir.

a. POy, PO,, PQsve PQ, kirislerinin egimlerini, sirastyla Sekil
2.3 teki gibi bir tablo diizenleyerek tahmin edin.

b. Yiizeye carptiginda nesnenin hizi nedir?
y

80
Oy

O3
0,

60

40

20 0,

Diisiilen mesafe (m)

5
Gegen zaman (saniye)

10

. Kiigiik bir firmanimn ilk bes yilindaki yillik kér tablosu asagida
verilmektedir:

Yil 1000$ olarak kar
1990 6
1991 27
1992 62
1993 111
1994 174

a. Karlan temsil eden noktalar1 yilin fonksiyonu olarak isaret-
leyin ve olabildigince diizgiin bir egriyle birlestirin.

b. 1992 ve 1994 arasindaki ortalama kar artis orani nedir?

c. Grafiginizi kullanarak, 1992°de karin hangi oranda degistigini
bulun.

x=12,x=11/10,x=101/100, x=1001/1000, x = 10001,/10000

ve x = 1 noktalarinda F(x) = (x + 2)/(x — 2) fonksiyonunun deger-

lerinin tablosunu yapin.

a. Tablonuzdaki her x # 1 i¢in [1, x] araliginda F(x)’in ortalama
degisim oranini bulun.

b. Gerekirse tablonuzu genisleterek, x = 1'de F(x)’in degisim
oranini bulmaya ¢aligin.

. x = 0iging(x) = Vx olsun.

[1,2],[1, 1.5] ve [1, 1+ Ah] araliklarinda g(x)’in x’e gore orta-

lama degisim oranini bulun.

a.

b. A’nin sifira yaklasan degerlerinde, ornegin # = 0.1, 0.01,
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0.001, 0.0001, 0.00001 ve 0.000001 igin, [1, 1 + /] araliginda
g(x)’in x’e gore ortalama degisim oranlarinin bir tablosunu

d. T ikiye yaklasirken, 2°’den 7”ye kadar olan aralikta f’nin #’ye
gore ortalama degisim oraninin limitini hesaplaymn. 7 = 2

yapin. almadan 6nce biraz hesap yapmaniz gerekecektir.

c¢. Tablonuz g(x)’in x = 1'deki x’e gore degisim oran1 hakkinda ne
soyler?

BiLGISAYARLI INCELEMELER

Limitlerin Grafiksel Tahminleri
41-46 alistirmalarinda, asagidaki adimlar igin BCS kullanin.

d. h sifira yaklasirken, [1, 1 + /] araliginda g(x)’in x’e gore
ortalama degisim oraninin limitini hesaplaym.

40. 1+ 0 igin, f(¢)= 1/t olsun. a. Yaklasilan x, noktas1 yakininda fonksiyonu ¢izin.

a. () t = 2den t = 3%, (ii) + = 2'den t = T"ye kadar olan b. Ciziminizden fonksiyonun limitini tahmin edin.

araliklarda f’nin #’ye gore ortalama degisim oranini bulun. ¥ =16 ¥ = x2 =5 —3
L _ . . 41. lim —— 42. lim ———————

b. T’nin ikiye yaklasan degerlerinde, 6rnegin 7 = 2.1, 2.01, x—2 X — 2 x——1 (x + 1)?
2.001', 2.0001, 2.00001 ve 2.099001 icin, [2, T] araliginda VI 4ax-1 . 2 9
f(t)’nin ’ye gore ortalama degisim oranlarmim bir tablosunu 43. 151}] —x 44. ILnl3 \/277
yapin. ¥ * x "2' T4

¢. Tablonuz f(#)’nin ¢ = 2’deki #’'ye gére degisim orani hakkinda 45. lim 1_.& 46. lim I —
ne soyler? x—0 X SInx x—0 3 — 3 cosx

Limitleri Hesaplamak Limit Kurallarini Kullanmak

Boliim 2.1 de limit degerlerini tahmin emek igin grafikler ve hesap makineleri kullandik.
Bu bélim limitlerin hesaplanmalariyla ilgili teoremleri vermektedir. Ilk iigii gegen
boliimdeki Ornek 8’in sonuglarimi kullanarak polinomlarin, rasyonel fonksiyonlarin ve
kuvvetlerin limitlerini bulmamizi saglar. Dordiinciisii ise daha ilerideki hesaplar igin
hazirlik yapar.

TARIHSEL DENEME*

Limitler

Limit Kurallan
Asagidaki teorem, limitlerini bildigimiz fonksiyonlarin matematiksel kombinasyonlar
olan fonksiyonlarin limitlerinin nasil hesaplanacagini sdyler.

TANIM1  Limit Kurallari

L, M, c ve kreel sayilar ve
lim f(x) = L ve lim g(x) = M, ise
xX—>c xX—>c

1. Toplama Kuralr: li_r)n(f(x) +gx)=L+M
iki fonksiyonun toplamiin limiti limftle;inin toplamidir.

2. Fark Kuralr: li_r)n(f(x) —gx)=L-M
iki fonksiyonun farklarmin limiti limi)ftlercinin farkidir.

lim (/) - g (x)) = LM

iki fonksiyonun ¢arpiminin limiti limitlerinin ¢arpimidir.

3. Carpim Kuralr:

Calculus’un tarihsel figiirleri, esas elemanlarin gelisimleri ve konulari hakkinda daha fazlasini 6grenmek
i¢in www.aw-bc.com/thomas’1 ziyaret edin.
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4. Sabitle Carpim Kurali: lim(k- f(x)) = k- L
Xx—c

Bir fonksiyonun bir sabit katinin limiti fonksiyonun limitinin sabit katidur.
g 8 L
x—e glx) M
Iki fonksiyonun béliimiiniin limiti, bélenin limitinin sifir olmamast kosuluyla,
limitlerinin bolimiidiir.

5. Boliim Kurali: M #0

6. Kuvvet Kurali: r ve s ortak carpani bulunmayan iki tamsayis#0 ve ise
L""*’nin bir reel say1 olmasi koguluyla,

lim (f(x))”* = L'
xX—c
dir. (s cift ise L > 0 oldugunu varsayiyoruz)

Bir fonksiyonun herhangi bir rasyonel kuvvetinin limiti, bir reel say1 olmasi
kosuluyla, limitin o kuvvetidir.

Teorem 1 deki 6zelliklerin dogru olduguna kendimizi ikna etmemiz kolaydir (bu
sezgisel iddialar ispat igermese de). Limitin gayri resmi tanimindan, x c¢’ye yeterince
yakin ise f(x) + g(x)’in L + M’ye; f(x) — g(x)’in L — M’ye; f(x)g(x)’'in LM’ye; kf(x)’in
kL’ye ve M # 0 ise f(x)/g(x)’in L/M’ye yakin olmalar1 anlamlidir. Limitin kesin tanimina
dayanarak, toplam kuralin1 Béliim 2.3 te ispat ediyoruz. 2-5 kurallart Ek 2 de ispat
edilmistir. Kural 6 ise daha ileri diizeyde kitaplarda ispat edilmektedir.

Asagida, polinom fonksiyonlarin ve rasyonel fonksiyonlarin limitlerinin bulunmasin-
da Teorem 1’in nasil kullanilabilecegini gdsteren bazi 6rnekler verilmistir.

ORNEK 1  Limit Kurallanni Kullanmak

Asagidaki limitleri bulmak i¢in lim,—. k = k ve lim,—.x = ¢ gozlemlerini (Bolim 2.1,
Ornek 8) ve limit 6zelliklerini kullanin.

4 2 _
@ lmG* +42-3) @) im =L ) lim Vax? -3
x—c x—c x-+ 5 x—=2

Coziim
(a) lim (x3 + 4x? — 3) = lim x> + lim 4x? — lim 3 Toplam ve Fark Kurallari

x—c¢ x—c¢ x—c¢ x—c¢

=3+ 4% - 3 Carpim ve Sabit Kat Kurallar
: 4 2
4 ) lim(x* + x* — 1)
.oxT+x 1 x—¢ .

(b) lim 2 = X 2 Boliim Kurali

x—=c  x°+ 5 lim(x” + 5)

R dd

lim x* + lim x> — lim 1
x—c¢ x—c¢ x—c - .
= - 5 : Toplam ve Fark Kurallari
lim x* + lim 5

Xx—c X—c
-1
c2+5

Kuvvet veya Carpim Kurallari
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| Ortak Carpanlan Belirlemek
Q(x) bir polinom ve Q(c) =0 ise
O(x)’in bir ¢arpaninin (x — ¢) oldugu
gosterilebilir. Boylece, x’in bir rasyonel

fonksiyonunun pay ve paydasi bir ¢
icin sifir ise (x — ¢) ortak ¢arpanlaridir.

(¢) Ilim \/4)62 -3 = \/ lim (4)62 - 3) r/s=1/2 ile Kuvvet Kurall
x—>=2 x—=2
= \/ lim 4x* — lim 3 Fark Kurali
x—-2 x——-2

=V 4(—2)2 -3 Carpim ve Sabit Kat Kurallari
=V16-3
=V13 n

Teorem 1’in iki sonucu polinomlarin ve rasyonel fonksiyonlarin limitlerini bulma isini
daha da basitlestirmektedir. Bir polinom fonksiyonun x ¢’ye yaklasirken limitini hesapla-
mak i¢in fonksiyonun formiiliinde x yerine basit¢e ¢ yazin. Bir rasyonel fonksiyonun x
c’ye yaklasirken (paydanin sifir olmadigi bir c) limitini hesaplamak i¢in fonksiyonun
formiiliinde x yerine basitge ¢ yazin (Ornek 1.a ve 1.b ye bakin).

TANIM 2 Polinomlarin Limitleri Deger Yerine Koyma ile Bulunabilir

P(x) = apx" + ap_1x" '+ -+ + ap, ise
lim P(x) = P(c) = a,c" + ap—1c" ' + -+ + ay.
xX—c

olur.

TANIM 3  Bilenin Limiti Sifir Degilse, Rasyonel Fonksiyonlarin
Limitleri Deder Yerine Konularak Bulunabilir
P(x) ve Q(x) iki polinom ve Q(c) # 0,ise

i P(x)  P(c)
2t 00 0le)

olur.

ORNEK2  Bir Rasyonel Fonksiyonun Limiti

i x3+4x2—3_(_1)3+4(_1)2_3_Q_O
un 2 - 1) 6
=1 x2+5 (-1)* +5

Bu sonug, c¢ = —1 ile Ornek 1 deki ikinci limite benzerdir. Burada bir adimda
hesaplanmustir. [

Sifir Paydayi Cebirsel Olarak Elemek

Teorem 3 sadece ¢ limit noktasinda paydasi sifir olmayan rasyonel fonksiyonlara uygu-
lanir. Payda sifir ise pay ve paydadaki ortak garpanlart kisaltmakla ¢ noktasinda paydasi
sifir olmayan bir kesir elde edilebilir. Boyle olursa sadelestirilmis kesirde yerine yazma
ile limiti bulabiliriz.

ORNEK3  Bir Ortak Carpani Kisaltmak

limitini hesaplayniz.



\\o 1 *

(b)

SEKIL2.8  f(x) = (x* + x — 2)/(x* — x)
grafigi (a) da ile g(x) = (x + 2)/x
grafigi (b) de /’nin tanimsiz oldugu x = 1
disinda aynidir. x — 1 iken her iki
fonksiyonun limiti aynidir (Ornek 3).
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Cizim  Payday1 sifir yaptigindan x = 1 yazamayiz. x = 1 de payin da sifir olup olmadigin
gormek igin pay’1 inceleriz. Pay sifirdir, su halde payda ile ortak (x — 1) ¢arpani vardir.
(x — 1)’leri kisaltmak x # 1 icin degerleri orijinali ile ayni olan daha basit bir kesir verir.

ZHx—2 G-Dx+2) x+2 Y £ 1

x> —x a x(x — 1) X

Daha basit olan kesri kullanarak x — 1 igin limiti yerine yazma ile buluruz:

x2+x—2_

T i x+2 1+2
im —————— = lim = =

=1 x° —x x—1 1

Sekil 2.8”a bakiniz. n

3.

ORNEK 4 Bir Ortak Carpan Olusturmak ve Kisaltmak
Vx? + 100 — 10

2

lim
x—0 X
limitini hesaplayiniz.

Cizim  Bu, onceki boliimde Ornek 10 da ele aldigimiz limittir. x = 0 yazamayiz, ayrica

pay ve paydanin hemen goriilen bir ortak ¢arpani yoktur. Pay ve paydayi
\V/x% + 100 + 10 (karekdkten sonraki isareti degistirerek elde edilen) ifadesi ile carparak

bir ortak ¢arpan olusturabiliriz. Basit bir hesap pay’1 rasyonel hale getirir:

V% + 100 — 10 _ Va® + 100 — 10 Va? + 100 + 10
x? x? Va? + 100 + 10
_ X%+ 100 — 100

(V% + 100 + 10)

2

X
(Vx4 100 + 10)
_ 1

Vx? 4100 + 10

Ortak Carpan x?

x # 0 igin x*’yi kisaltin

Bu nedenle,

_ Vx?2+100 - 10
lim 5 = lim

1
=0 x =02 + 100 + 10
B 1
0% + 100 + 10 x = 0’da payda

1 sifir degidir;
= -~ = 0.05. y

20 yerine yazin

Bu hesap, 6nceki boliimde Ornek 10°daki belirsiz bilgisayar sonuglarina karsilik dogru
cevabi verir. -

Sanddvic Teoremi

Asagidaki teorem ilerideki boliimlerde gesitli limitleri hesaplamamizi saglayacaktir. Ismi
Sandovig Teoremidir, ¢iinkii degerleri, ¢ noktasindaki limitleri ayni ve L olan bagka iki g
ve h fonksiyonunun degerleri arasina sikistirilmis bulunan f fonksiyonundan bahsetmek-
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SEKIL2.9 g ve h fonksiyonlarinin
grafikleri arasina sikistirilmis f
fonksiyonunun grafigi.

SEKIL2.10  Grafigi y =1+ (x*/2) ve

y = 1— (x?/4) egrileri arasindaki bolgede
bulunan bir u(x) fonksiyonun x — 0 iken
limiti 1°dir. (Ornek 5)

tedir. Degerleri L’ye yaklasan iki fonksiyonun degerleri arasinda sikigmig oldugundan,
f’nin degerleri de L’ye yaklasmahidir (Sekil 2.9). Ispatim Ek 2’de bulabilirsiniz.

TEOREM 4 Sanddvic Teoremi
c’yi igeren bir agik araliktaki biitlin  x’ler igin, belki x = ¢ hari¢ olabilir,
g(x) = f(x) = h(x) oldugunu varsayalim. Ayrica

lim g(x) = lim h(x) = L.
Xx—c Xx—c

oldugunu kabul edelim. Bu durumda lim,_,,. f(x) = L olur.

ORNEK5  Sanddvic Teoremini Uygulamak

Her x # 0 igin

x2

x2
—_ << << -
1 4_u(x)_1-|—2

veriliyor. lim,_, u(x)’1 bulun, # ne kadar karmasik olursa olsun.

Coziim
lim(1 — (x%/4)) =1 ve lim(1 + (x%/2)) =1
x—0 x—0
oldugundan, Sanddvig Teoreminden lim,_, #(x) = 1 bulunur (Sekil 2.10). [

ORNEK 6 Sanddvic Teoreminin Baska Uygulamalari

(a) (Sekil 2.11a’ya bakiniz) sin 6’nin tanimindan (Ek B3’e bakiniz) her 6 igin
—|6| = sin 6 = || oldugu goriilir. Ayrica, limg—o(—|6]) = limy—o|60| = 0 oldugun-
dan

lim sinf = 0
6—0

elde ederiz.

SEKIL2.11  Sandbvig Teoremi (a) limg—gsin 6 = 0 ve (b) limg—q (I — cosf) = 0
oldugunu dogrular (Ornek 6).
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(b) (Sekil 2.11b’ye bakiniz). cos 6’nin tanimindan, her 6 igin 0 = 1 — cosf = |6
oldugu goriilir ve limg—o (1 — cosf) = 0 veya

lim cosf = 1

0—0
dir.
(¢) Herhangi bir f(x) fonksiyonu i¢in, lim,—.|f(x)| = 0, ise lim,—. f(x) = 0.dwr.
Disiince: —|f(x)| = f(x) = |f(x)] vex = ciken —|f(x)| ve | f(x)|’in limitleri 0
dir. |
Limitlerin bir baska 6nemli 6zelligi asagidaki teoremde veriliyor. Sonraki boliimde
bir ispat1 verilmektedir.

ALISTIRMALAR 2.2

Limit Hesaplamalan

TEOREM 5 c’yi igeren bir agik araliktaki biitiin x’ler i¢in (¢’nin kendisi harig
olabilir) f(x) = g(x) ise ve x c’ye yaklasirken f ve g’nin her ikisinin de limitleri
varsa

lim f(x) = lim g(x)

xX—c xX—c
dir.

Teorem 5 te kiigiik veya esittir
degistirmekle elde edilen iddia yanlstir.

s

esitsizligini kesin kiicik < esitsizligi ile
Sekil 2.11a her

6 # 0 igin

—|6] < sinf < |6|, oldugunu fakat & — 0 limitinde esitligin saglandigini goster-

mektedir.

19-36 alistirmalarinda limitleri bulunuz.

1-18 alistirmalarinda limitleri bulunuz. 19. lin15 > _ 25 20. lim3 #—13
1. lim (2x + 5) 2. 1im (10 — 3x) U el
x——7 x—12 21. lim x“+ 3x — 10 22. lim x°— Tx + 10
3. limz(—)c2 + 5x — 2) 4. limz(x3 — 2x% + 4x + 8) - x+5 T a2 x—2
x—> x—>— 5 _ 2
5. lim 8(t — 5)(t — 7) 6. lim 3s(2s — 1) 23, lim -T2 24, lim P2
t—6 s—2/3 —1 =1 t——1 2 —¢t—2
. x+3 . 3 2
7. lim rr2 8. lim . —2x — 4 Syt 8y
mn m o 25. lim ——~—2 26. lim ————
x—2 X+ 6 x—=5 x =7 PN R y=0 3yt — 16y
0. tm -2 10, tim —2 2 ut = 1 v - 8
- mo - am 27. 1i — 28. li —
y—>—55—y y>2 -+ 5+ 6 ul_l?luz_l vgv4—16
1 — 2 H 1984
11. x1—1>I§1 32x — 1) 12. xl_1)n34(x +3) V-3 4y — 2
29. lim —— 9 30. lim ——~
13. lim (5 - y)*3 14. lim (22 - 8)1/3 x> X #=>42 — Vi
y—— z—>
3 5 31, lim — 1 32, fim Y 83
15. lim ————— 16. lim ——>—— C—Ivx 13 -2 Ta—1 x A+ 1
h=0N\/3h + 1+ 1 h=0\/5h + 4 + 2 .
C\Bh+ -1 C\Sh+4-2 33.1im”‘+1§_4 4. lim X2
17. Jim == —— 18, lim == ——= -2 X - —=21/42 1+ 5 — 3



90 Biiliim 2: Limit ve Siireklilik

_ 2 _ _
35. lim 2 YX =3 36. lim 4-x

X3 x+3 =45 — \Vxr 49
Limit Kurallarini Kullanmak

37. lim,_,y f(x) = 1 ve lim,_,q g(x) = —5 oldugunu varsaym. Teorem
I’in, asagidaki islemlerde (a), (b) ve (c) adimlarni
gergeklestirmek i¢in kullanilan, kurallarini belirtin.

2/(x) ~ gl) _ M) &)

() + I lim (/) + 1P @
_lmae - imew

(1im (/) + 7))
im0 - imew)

li + 1i 23
(Jim, /) + lim 7)

_ @) - (=5 _7

(1+773 4

38. lim,_,; A(x) =5, lim,_,; p(x) = 1 ve lim,_,; r(x) = 2 oldugunu
varsayin. Teorem 1’in, asagidaki islemlerde (a), (b) ve (c)
adimlarini gergeklestirmek igin kullanilan, kurallarini belirtin.

 \Vh Jim VSh()
2 0@ - ) Tim (p(x)(& — r(x))
" (1 po) (tim (4~ )

= (©)

(1, 79) 1 4 = iy 1)

VS)S) s

@

(@ -2) 2
39. lim_,. f(x) =5 ve lim,_,. g(x) = -2 oldugunu varsayin. Asagidaki
limitleri hesaplayin.

a. lim f(x)g(x) b. lim 2f(x)g(x)

x—>c xX—>c

. f&)
d. lim ————
x—c flx) = g(x)

40. lim,_,4 f(x) =0 ve lim,_,4 g(x) =3 oldugunu varsayin. Asagidaki
limitleri hesaplayin.

a. li_r)r}1 (g(x) + 3)

¢. lim (f(x) + 3g(x))

b. li_IB1 xf(x)
. g(x)
d lim 2 -1

41. lim,_,, f(x) =7 ve lim,_,, g(x) = -3 oldugunu varsaym. Asagidaki
limitleri hesaplayin.

a. lim (f(x) + g(x))
c. li_I)‘[}7 4g(x)

c. lim (g (x))?

b. lim f(x)-g(x)
d. lim (x)/g(x)

42. lim_,, p(x) =4, lim,_, , r(x) = 0 ve lim,_, , s(x) = -3 oldugunu
varsayin. Asagidaki limitleri bulun.

a. E)nilz (p(x) + r(x) + s(x))
b. lim_ p(x) - r(x)+s(x)
c. ingz(—4p(x) + 5r(x))/s(x)

Ortalama Degisim Oranlarinin Limitleri
Kirisler, tegetler ve anlik hizlarla olan iligkileri yiiziinden,
S+ h) = fx)

lim —————

h—0 h
seklindeki limitlerle analizde ¢ok sik karsilagilir. 43—48 alistirmalarin-
da verilen x degerleri ve f fonksiyonlar1 i¢in bu limiti hesaplayn.
43. f(x) =x2, x=1 44. f(x) = x>, x= -2
45. f(x) =3x — 4, x=2 46. f(x) = 1/x, x= -2

47. fx) = Vx, x=7 48. f(x) = V3x+1, x=0

Sandavic Teoremini Kullanmak
49. -1 =x=ligin V5 — 222 = f(x) = V5 — x? ise
lim,_, f(x)’1 bulun.
50. Herxigin2 — x?> < g(x) = 2cosx ise lim, o g(x)’i bulun.
51. a. Sifira yakin biitiin x degerleri i¢in
x2 X sinx
176 S 2 2cosx
esitsizliklerinin gegerli oldugu ispatlanabilir. Bu size
lim -~ sin x
x—0 2 — 2cosx
hakkinda ne séyler? Yanitiniz1 agiklayn.

b. 2 =x =2iginy=1-(x*/6),y=(xsinx)/(2 -2 cosx) ve
y =1 grafiklerini birlikte ¢izin. x — 0 iken grafiklerin davra-
nisint agiklayin.

52. a. Sifira yakin tiim x degerleri igin

l_xi I —cosx 1

2 24 2 2

esitsizliklerinin dogru oldugunu diisiiniin (B6liim 11.9'da
bunun gecerli oldugunu goéreceksiniz). Bu size

1 — cosx

lim 3

x—0 X
hakkinda ne séyler? Yanitiniz1 agiklayn.
b. 2 =x=2iciny=(1/2) - x*/24) y = (1 — cos x)/x* ve
y = 1/2 grafiklerini birlikte gizin. x — 0 iken grafiklerin
davranisini agiklayin.



Teori ve Ornekler

53.

54.

5S.

56.

[1, 1]'deki biitiin x’ler i¢in x* = f(x) = ¥’ vex < -1 ve x > 1
i¢in x> = f(x) = x* ise, hangi ¢ noktalarinda otomatik olarak
lim,_,, f(x) limitini bulabilirsiniz? Bu noktalardaki limitin degeri
hakkinda ne sdyleyebilirsiniz?

Herx #2 i¢in g(x) = f(x) = h(x) ve
lim g(x) = lim A(x) = =5
x—2 x—2
oldugunu varsayin, f, g ve A”’nin x = 2’deki degerleri i¢in bir sey

sOyleyebilir miyiz? f(2) = olabilir mi? lim,_,, f(x) = 0 olabilir
mi? Yanitinizi agiklayim.

im 275 e tim £(x) i bulun

x4 X — 2 T x—d ’
X

lim Lz) =1 ise

x—>-2 x

Bir Limitin Kesin Tanimi

Gayri resmi tanimla sezgisel olarak ¢aligmak suretiyle limit kavrami hakkinda biraz fikir
sahibi oldugumuzu diisiinerek dikkatimizi limitin kesin tanimina geviriyoruz. Gayri resmi
tanimdaki “yeterince yakin” gibi terimleri herhangi 6zel bir 6rnege uygulanabilecek 6zel
kosullarla degistirecegiz. Bir kesin tanimla 6nceki boliimde verilen limit 6zelliklerini kesin
bir sekilde ispat edebilecegiz ve analiz ¢alismada bagka 6nemli limitleri saptayabilecegiz.

x — xp iken f(x)’in limitinin Lye esit oldugunu gostermek igin x xy’a “yeterince yakin”
tutularak f(x) ile L arasindaki araligin “sectigimiz kadar kiigiik” yapilabilecegini gdster-
memiz gerekir. Bunun, f(x) ile L arasindaki araligm Olgiistinii belirledigimizde ne gerek-

57.

58.

K 5.

60.
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X
a. lim2 f(x) b. lim &’ibulun.

x—>—2 X

o tim 775 5 e tim £(x)7i bulun
' x—2 X — 2 P x—2 ' ’
b tim 7 "5~ 4 e, tim £(x)2i bulun
) =2 X — 2 > x—>2 ' '
[k .
lim —- =1 ise
x—0 x

. S,
a. )}ﬂ% f(x) b. )}E)r%) + 1 bulun.
a. Orijine gerektigi kadar yaklasarak, g(x) = xsin(1/x)

b. (a)daki yanitiniz1 bir ispatla dogrulayin.

a. Orijine gerektigi kadar yaklasarak, /(x) = x2cos (1/x%)
grafigini ¢izip, lim,—q A(x) limitini tahmin edin.

b. (a)'daki yanitiniz1 bir ispatla dogrulayin.

tirecegine bakalim.

ORNEK 1 Bir Lineer Fonksiyon
y = 2x — 1 fonksiyonunu x, = 4 yakininda ele alalim. Sezgisel olarak, x 4’e yakin iken
¥ . y’nin 7’ye yakin oldugu agiktir, su halde, lim,—4(2x — 1) = 7. Halbuki, y = 2x — 1’in
y=2x-

olmalidir?

yo = 7’den, drnegin, 2 birimden daha az fark etmesi ig¢in x degeri x, = 4’e ne kadar yakin

Bize sorulan su: x’in hangi degerleri igin |y — 7| < 2 olur? Yanit1 bulmak igin
once | y—7|yix cinsinden agmaliy1z.

ly = 71=12x = 1) = 7] = [2x = 8|

Soru artik su hale gelir: Hangi x degerleri | 2x — 8 | < 2 esitsizligini saglar?

Ust sinur:
y=9 .
9 Coziim
Bunu
saglamak T
igin 5
L] Altsm
I | y=S5
O
2 . 2 Bulmak igin, esitsizligi ¢6zeriz:
& X
0 345
Mgl
Buraya
kisitla

SEKIL2.12 ¥’ xo=4’tin 1 birim
yakininda tutmak y’yi yy = 7’nin 2 birim

yakininda tutar (Ornek 1).

[2x — 8| <2
—2<2x—-8<2
6 <2x <10
3I<x<S5

—1<x-4<1.

X’1 xg=4’lin 1 birim yakininda tutmak y’yi yy=7"nin 2 birim yakininda tutar (Sekil 2.12). m
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y
L+LA
10
® /()
f(x) burada kalir
L o
L — 11—0\/ )
buradaki her
X # X, igin
——t—
4 8
X
— X
0 Xp—0 x9 Xxp+86

SEKIL2.13 ¥’ (xo — 8,x + &) aralizn
icinde tutmakla f{x)’1

1 1 - ..
(L “q0 Lt 10) araliginin iginde

tutacak sekilde bir & > 0’1 nasil

tanimlamaliy1z?
y
L + € N
L r f(x) burada kalir
® f(x)
L — e
buradaki her
X # X, i¢in
5 8
e )
0

SEKIL2.14  Limit tanimnda & ile €’nun
iligkisi.

Onceki drnekte bir fonksiyonun f(x) giktismnin bir L limit degeri civarinda belirlenmis
bir aralikta kaldigindan emin olmak i¢in x’in belirli bir x, degerine ne kadar yakin olmasi
gerektigi belirledik. x — x, iken f(x)’in limitinin ger¢ekten L oldugunu gostermek icin x’i
Xy a yeterince yakin tutmakla f(x) ile L arasindaki araligin, ne kadar kiiciik olursa olsun,
belirlenmis herhangi bir hatadan daha kiigiik yapilabildigini géstermeliyiz.

Limitin Tammi

X (xo degerini almadan) x,’a yaklasirken bir f(x) fonksiyonunun degerlerini izledigimizi
varsayalim. Elbette, x x,’m 6 kadar yakinindayken f(x) L’nin bir birimin onda biri kadar
yakinindadir diyebilmeyi istiyoruz (Sekil 2.13). Fakat bu kadar1 da yeterli degildir, ¢linkii x
xo’a yaklasmaya devam ettikge, f(x)’i L’ye yaklasmadan L — 1/10 ile L + 1/10 arahiginda
salinmaktan ne alikoyacaktir?

Hatanin 1/100 veya 1/1000 veya 1/10,000’den fazla olmamasi istenebilir. Her de-
fasinda, x, etrafinda, x’i o aralik i¢inde tutmanin yeni bir hata degeri tanimlayacagi bir -
aralig1 buluruz. Ve her defasinda, f(x)’in son anda L’den kagma olasilig1 vardir.

Asagidaki sekiller problemi gostermektedir. Bunu bir siipheci ile bir bilim adami1
arasindaki kavgaya benzetebilirsiniz. Siipheci, limitin bulunmayacagini, veya varligindan
kusku duyulabilecegini ispatlamak i¢in e-degerleri ile meydan okur ve bilim adami da her
meydan okumay1 x etrafinda bir 6-araligtyla yanitlar.

Bu sonsuz gibi goriinen meydan okuma ve yanit dizisini nasil durdurabiliriz? Meydan
okuyanin tiretebilecegi her € hata degeri igin, f(x)’i L'den o hata kadar uzak bir aralik
icinde bulunduracak sekilde x’i xp,’a “yeterince yakin” tutacak bir & uzakligi
bulabilecegimizi, hesaplayabilecegimizi veya yaratabilecegimizi ispat ederek (Sekil 2.14).
Bu bizi limitin kesin tanimina gotiiriir.

TANIM  Bir Fonksiyonun Limiti

fix), xqcivarinda (x,'da tanimli olmayabilir) bir acik aralikta tanimli olsun.
Her € > 0 sayisina karsilik,

0 < |x—xq| < & esitsizligini saglayan biitiin x’ler igin | f(x)—L|<e

olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 bulunabilirse, x x,’a yaklasirken, f(x) L limitine
yaklagtyor der ve

lim f(x) = L,

XX

yazariz.

Tanim hakkinda diisiinmenin bir yolu, yakin bir hata dahilinde bir jeneratoér mili
yaptigimizi varsaymaktir. L ¢apima ulasmayi deneyebiliriz, ama hicbir sey mitkemmel ol-
madigindan L — e ile L + € arasinda bir f(x) ¢apiyla yetinmek zorunda kalabiliriz. 5, milin
capindaki bu hassasligi garantilemek icin x’in kontrol ayarinda ne kadar hassas olmamiz
gerektiginin olciisiidiir. Hata pay1 degistikge 6’y1 yeniden ayarlamak zorunda oldugumuza
dikkat edin. Yani, kontrol araliginizin ne kadar olmasi gerektigini soyleyen & degeri hata
pay1 €’'nun degerine baglidir.

Tamimi Test Eden Ornekler

Limitin esas tanimi bir fonksiyonun limitinin nasil bulunacagini sdylemek yerine,
diistintilen bir limitin dogru olup olmadigini anlamamizi saglar. Asagidaki 6rnekler belirli
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y =f(x)/

I I
I _ I _ 1
L1 i L =100 ! L =100 e
T
10 / | | ! } L
| | |
: . L /] ! . R
0 Xo 0 / Xq \ 0 Xq 0 T
Xo = 8110 xo + 81710 Xo =810 Xo T O1100
Meydan okuma . Yanit Yeni Meydan okuma: . Yanit:
|f0) - L] <e=15 |x —xo| <8y (birsayn) | /) - L] < e =155 |x = xo| <8100
e Yy
y = flx) y = flx)
1 1
L+ 1000 £+ 1000
—
L ——————7/ LbF————
I
/ [ i q
1 I . [
L= 1000 i L= 1000 N
I
! i
1 x }I I I
0 X 0 X0 *
Yeni Meydan okuma: Yanit:
_ 1
€~ 1000 | x = xo| <8100
y y Yy
y= f(x) y= f(x)
1 1
£+ 100,000 L+ 100,000
AN o
== L 1 E=——= -
/ ! / |
1 | L — ; |
L = 100,000 ! 100,000 |
I
I I
/ L / /] I
0 X0 0 0 Xq X
Yeni Meydan okuma: Yanit: Yeni Meydan okuma:
1
€ = 100,000 | x = xo| < 817100000 €=

fonksiyonlar i¢in bu tanimm nasil kullanilacagmi gdstermektedir (Ilk iki 6rnek Boliim
2.1’deki 7 ve 8 orneklerinin bazi kisimlarina kargilik gelir). Ancak, tanimin asil amaci bu
gibi hesaplamalar yapmak degil, belirli limitlerin hesaplanmasini kolaylastiracak genel
teoremlerin ispatint saglamaktir.
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-3

OLGEKLI DEGIL

SEKIL2.15  f(x) = 5x— 3 ise,

0 < |x — 1| < €/5 olmasi

| f(x) — 2| < € olmasim garantiler
(Ornek 2).

y
y=x
Xog + e
Xg +6
X0
Xg — 0 N
[
e
[
[
Ey!
P
0 xXg — 0x9 xo + 8

SEKIL2.16  f(x) = x fonksiyonu i¢in 6§ =< €
iken 0 < |x — x¢| < 6 olmasmin

| f(x) — xo| < € olmasini garantiledigini
goriiriiz (Ornek 3a).

ORNEK2  Tamimi Test Etmek
lim (5x — 3) = 2.
x—1

oldugunu gosterin.

Cozim  Limit taniminda xo= 1, f (x) = 5x — 3 ve L = 2 koyun. Verilen herhangi bir € > 0
icin, x # lve 6 > 0 ve x’in xy = 1’e uzaklig1 6°dan kiiciik ise, yani

0<|x—1] <38,
ise f(x)’in L = 2’ye uzaklig1 e'dan kiigiiktiir, yani
[f(x) — 2] <e.
ifadesinin dogru olacagi uygun bir 6 bulmaliyiz.
0’y1 e-esitsizliginden geriye dogru giderek buluruz:
[(5x —3) —2|=|5x — 5| < e
Slx—1] <e
[x — 1] < ¢/5.
Boylece, 8 = €/5 alabiliriz (Sekil 2.15). 0 <|x—1]| <8 =¢€/5 ise,
[(5x —3) = 2| =|5x — 5| =5]x — 1| < 5(¢/5) = €,
dur ve bu lim,_,;(5x — 3) = 2 oldugunu ispatlar.
0<|x—1]|<8 olmasinm |5x—5|< €olmasim gerektirdigi tek deger § = €/5 de-

geri degildir. Daha kiigiik herhangi bir 6 da olur. Tamim “en iyi” pozitif § sormuyor, ise
yarayacak bir tane soruyor. [

ORNEK3  Birim ve Sabit Fonksiyonlarin Limitleri

Ispatlaymn:

(a) lim x = xg (b) lim £ =k (ksabit).
XX X—>Xo

Coziim

(a) € > 0 verilmis olsun.
0<|x-xp| <8 esitsizligini saglayan her x igin | x — x(| < €

esitsizliginin saglandigi bir 6 > 0 bulmaliy1z. €’a esit veya daha kiigiik bir & igin bu
saglanir (Sekil 2.16). Bu da lim,_,, x = x, oldugunu ispatlar.

(b) € > 0 verilmis olsun.
0<|x—xp| <8 esitsizligini saglayan her x igin | k — k| < €

esitsizliginin saglandig1 bir § > 0 bulmaliy1z. £ — k& = 0 oldugundan herhangi bir pozi-
tif say1y1 6 olarak kullanabiliriz (Sekil 2.17). Buda lim, ,, k= k olduBunu ispat-
lar. ]

Verilen Epsilonlar icin Deltalar Cebirsel Olarak Bulma

Ornek 2 ve 3’te, |f(x) — L|'nin €dan kiigiik oldugu x degerleri araligi x, etrafinda
simetrikti ve 6’y1 araligin uzunlugunun yarisi olarak alabildik. Boyle bir simetri, genelde



k+ e
G —
k— e

0 xXg — 08Xy xg + 6

SEKIL 217 f(x) = k fonksiyonu igin,
herhagi bir pozitif d igin

| f(x) — k| < €’un sagladigini goriiriiz
(Ornek 3b).
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oldugu gibi, bulunmadiginda, 8’y1 x,’'dan araligin en yakin u¢ noktasina olan uzaklik
olarak aliriz.

ORNEK 4 Deltay Cebirsel Olarak Bulmak

lim,—s;Vx — 1 = 2 limiti i¢in, € = 1 oldugunda ise yarayacak bir 6 > 0 degeri bulun.
Yani, 6 > 0 esitsizligini saglayan her x igin

I'Vx—1-2| <1

gerektirmesi saglanacak sekilde bir 6 > 0 degeri bulun.

0<|x—5<8 =

Cozim  Arastirmamizi, asagida verildigi gibi iki adimda gerceklestiririz.

1. xp =5’ iceren ve icerdigi her x # x, igin egitsizligin saglandig1 bir aralik bulmak
vizere |Vx — 1 — 2| < 1 esitsizligini ¢oziin.

Vx-1-2I<1
“-1<Vx—-1-2<1
I<Vx—-1<3
I<x—-1<9
2<x<10
Esitsizlik (2, 10) agik araligindaki her x igin gegerli oldugundan dolay1 bu araliktaki
her x # 5 igin gegerlidir (Sekil 2.19’a bakiniz).

2. Merkezi xy=5o0lanve 5—86 <x <5+ 68 araligim (2, 10) araligi igine yerlestiren bir
8 > 0 degeri bulun. 5’ten (2, 10) agik araligmin en yakin ug noktasina olan uzaklik
3’tir (Sekil 2.18). 6 = 3 veya daha kiigiikk herhangi bir pozitif say1 alirsak,
0<|x—5|<8 esitsizligi otomatik olarak x’i, |Vx — 1 — 2| < 1 olacak sekil-
de, 2 ile 10 arasina yerlestirecektir (Sekil 2.19).

Vx—-1-2] <1

0<|x—5<3 =

33
—
|
|

3 3 | |
1 L ! A ! ! L 1 1 X | | | | | 1 | | X
2 3 8 10 ol 1 2 5 8 10
OLCEKLI DEGIL
SEKIL 2.18  x, =5 civarmdaki 3
yarigapl bir acik aralik (2, 10) acik SEKIL 2.19  Ornek 4’teki fonksiyon ve
araliginin i¢inde kalacaktir. araliklar. u
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y
y=x
4+e€
N s ° D
4 —¢€
(R
I
[
[ ?}(2,1)
ey
T x
0 £ 2\
V4 — € V4 + e

SEKIL 2.20  Ornek 5 teki fonksiyon igin
x=2yiigeren ve | f(x)— 4| < €un
saglandigi bir aralik

Verilen, £, L, x;ve € > 0 Degerleriicin & nin Cebirsel Bulunusu

0<|x—x| <86 iken [f(x) = L| <e€
esitsizliginin gegerli olmasii saglayacak bir 6 > 0 sayisinin bulunmasi iki
adimda gergeklesir.
1. xy’1igeren ve icerdigi her x # x; icin esitsizligin saglandig1r bir (a, b) agik
aralig1 bulmak tizere |f(x) — L| < € egitsizligini ¢oziin.
2. Merkezi xyda olan (xo — 8,x¢p + 8) agik araligmi (a, b) aralifi igine

yerlestirecek bir 8 > 0 degeri bulun. Bu d-araligindaki her x#x, igin
|f(x) — L| < e esitsizligi saglanacaktr.

ORNEK5  Deltayi Cebirsel Olarak Bulmak
&) = {

x2, x #2
1, x = 2.

ise, lim,—, f(x) = 4 oldugunu ispat edin.

Cziim Amacimiz € > 0 verildiginde, 0 < |x —2| <& esitsizligini saglayan her x igin
| fx)—4[<e
olacak sekilde bir 6 > 0 bulundugunu goéstermektir.
1. xy=2’yiigeren ve icerdigi her x # xigin esitsizligin saglandig1 bir agik aralik bul-
mak iizere | f(x) — 4| < € egitsizligini ¢oziin.
X # Xy =2 i¢in, f(x) = X% ve ¢oziilecek esitsizlik | -4 | < edur.
|x2 — 4| < e
—e<x’—4<e
4—e<x’<4+e

Vi —e< |x| < V4 + € € < 4 varsayimyi; asagtya bakin

4 —e<x<V4+e xo = 2 etrafinda esitsizligi ¢ozen
bir agik aralik.

| f(x)—4| < eesitsizligi ( V4 —€ V4 + e) acik araligindaki her x # 2 i¢in gecer-
lidir (Sekil 2.20).

2. (2 — 8,2 + d) simetrik araligin ( V4 —€ V4+ e) araligi igin yerlestirecek bir
0 > 0 degeri bulun.
0’y1 xo = 2’den ( V4 —€ V4 + e) araliginin en yakin ug¢ noktasina uzaklik olarak

alin. Bagka bir deyisle, 6 = min {2 - V4—-€V4+e— 2} yani 2 — V4 — €

ve V4 + € — 2 degerinin en kiigiigii olarak kabul edin. Eger 6’nin degeri bu veya bun-

dan kiigiik bir pozitif sayiysa, 0 < |x — 2| < § esitsizligi otomatik olarak x’i,
| f(x) — 4 | < € olacak sekilde, V4 — € ile V4 + € arasma yerlestirecektir.
0<|x-2|<8& esitsizligini saglayan her x igin

| fx)—4[<e

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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€ < 4 oldugunu varsaymak neden dogrudur? Ciinkii, x, 0 < |x —2| < & esitsizliginin
| f(x) -4 | < e <4 anlamina gelecegi bir § degeri bulurken, daha biiyiik € degerleri igin
de gecerli olacak bir 6 degeri bulduk.

Son olarak, 6 = min {2 - V4 —-—€V4+e— 2} segerken kazandigimiz 6zgiir-
lugii ele alalim. Hangisinin en kiigiik oldugunu diisiinmek i¢in hi¢ zaman harcamadik. Sa-
dece 6’nin kii¢tigiinii temsil ettigini kabul edip, ispatimizi tamamladik. [

Tanimi Kullanarak Teorem ispatlama

Genelde, limitin esas tanimini deminki 6rneklerde oldugu gibi belirli limitlerin dogru
oldugunu gostermekte kullanmayiz. Bunun yerine limit hakkindaki genel teoremlere,
ozellikle de Bolim 2.2°dekilere bagvururuz. Tanim bu teoremleri ispatlamakta kullanilir
(EK 2). Bir 6rnek olarak, Teorem 1’in 1. bdliimiinii, Toplama Kuralini ispatlayalim.

ORNEK 6 Bir Toplamin Limiti Kuralinin Ispati
lim,_,. f(x) =L ve lim,_,. g(x) = M veriliyor.
lim (f(x) + gx)) =L+ M

oldugunu ispatlayin.

Cizim € > 0 verilmis olsun.

0<|x—c| <& esitsizligini saglayan her x igin | f(x) + g(x) — (L + M) | < € olacak
sekilde bir 6 sayist bulmak istiyoruz. Terimleri bir araya getirerek

1100 + g(x) — (L + M| = |(f(x) = L) + (g(x) = M)|  Usgen itz
= [f() ~ LI+ gl —m| [Tl
buluruz. lim,_,. f (x) = L oldugundan,
0 < |x—c|< 8 esitsizligini saglayan her x i¢in | f(x) — L | < € /2
olacak sekilde bir ; > 0 sayisida bulunabilir. Aynm sekilde, lim,_,. g(x) = M oldugundan
0 <|x—c| < §, esitsizligini saglayan her x igin | g(x) - M | < € /2

olacak sekilde bir 6, > 0 sayist da bulunabilir. 6 = min {6;, 6,}, yani §; ve 6, nin en
kiigtigii olsun. 0 < |x—c| < &ise|x—c| < §; ve dolaysiyla | f(x) — L | < €/2 olur ve
0<|x—c|<&ise|x—c|<8,ve|g(x)—M]|<e /2 olacaktir. Buradan,

) +gl) = L+ M| <5+ 5=

bulunur. Buda lim,_,. (f(x) + g(x)) = L + M oldugunu gosterir. [
Boliim 2.2 deki Teorem 5’1 de ispat edelim
ORNEK 7 lim,_,, f(x) = L ve lim,_,, g(x) = M ve ¢’yi igeren bir agik araliktaki biitiin

x’ler (¢’nin kendisi harig olabilir) i¢in f(x) = g(x) oldugu veriliyor. L = M oldugunu is-
pat edin.

Cozim  Celiski yontemi ile ispat1 kullanacagiz. L > M oldugunu kabul edelim. Teorem 1
deki farkin limiti 6zelligine gore,

lim (g(x) = () = M ~ L
dir. Bu nedenle, her € > 0 igin, 0 <| x — ¢ | < & olduk¢a
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| () - fx) - M-L)|<e
olacak sekilde bir 6 > 0 vardir.

Kabuliimiize gére L — M > 0 oldugundan 6zel olarak e =L — M alirizve 0 < |x — ¢ | < &
oldukga | (g(x) — f(x)) — (M — L) | < L — M olacak sekilde bir § > 0 vardir. Herhangi bir a

i¢in @ = | a | oldugundan

0<|x-c|<8& oldukca |(g(x)— f(x)-(M—L)|<L-M

bulunur ve kisaltmalar yapilarak

g(x) < f(x) olduk¢a 0 < |x—c| <&

elde edilir. Fakat bu, f(x) = g(x) olmast ile celisir. Boylece, L > M esitsizligi yanlis ol-
malidir. Bu yiizden L = M dir.

ALISTIRMALAR 2.3

Bir Nokta Etrafina Aralik Yerlestirme

1-6 alistirmalarinda, x-ekseninde x, noktasini da iceren (g, b) araligin
¢izin. Sonra, 0 < | x — x; | < § esitsizligini saglayan her x igin
a < x < b olacak sekilde bir 6 > 0 degeri bulun.

l.a=1, b=7, xp=5

2.a=1, b=17 xp=2
3.a=-7/2, b=-1/2, xp= -3
4. a = -7/2, b= -1/2, xo= —3/2
5.a=4/9, b=4/7, xo=1)2

6. a =2.7591, b =132391, xo=3

Deltalan Grafikten Bulma

7-14 ahistirmalarinda, 0 < | x —x, | < § esitsizligini saglayan her x
i¢in | f(x) — L | < e olmasini saglayacak & > 0 bulmak i¢in grafik-
leri kullanin.

7. 8.
Y
fix) = 23 x+3
xo =-3
L=175
6'2 €=0.15
58 % x+3
——————— 7.65
————— 7.5

7.35

S

49

OLCEKLI DEGIL

5.1

W p————————

()
-29

OLCEKLI DEGIL

=\
[

9.
F6) =V
y xp =1
L=1
N e !
|} |
3L __ I I
4 Lo |
I I I
I I I
| | |
I I I X
0 9 1 25
16 16
11.
y
f&) =x?
x0=
L=4
e=1
y=x* S5[TTT77" |
ap=- /|
I
3r==="A 11
I
L,
0 /2 N\
V3 Vs

OLCEKLI DEGIL

10.
y
&) =2Vx+1
Xy =
L=4
e =02
y=2Vx +
42 ——=————=
4 _______

3.8

-10 261 3 341

OLCEKLI DEGIL

o2
W
(e}

OLCEKLI DEGIL



13. 14.
y y
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xp =1
L 2
2.01 L =2
e = 0.01
2 _____
1.99““‘,‘:—|
Pl
[
[
Ll
Ll
P
P!
'I:
[
1
11
[ N
X 0 1/l\1
201 2 199

OLCEKLI DEGIL

Deltalar Cebirsel Olarak Bulma

15-30 aligtirmalarinin her birinde bir f(x) fonksiyonu ile L, x, ve € > 0
sayilar1 verilmektedir. Her bir durumda, x, civarinda | f(x) - L | < €
esitsizliginin saglandigi bir agik aralik bulun. Sonra 0 < | x— xy| <&
esitsizligini saglayan her x noktasinda | f(x) — L| < e esitsizliginin
gegerli olacagi bir 6 > 0 sayist bulun.

15. f(x) =x + 1, L =235, e = 0.01

16. f(x) = 2x — 2, L = -6, e =0.02

17. f(x) = Vx + 1, L=1, xo =0, e=0.1

18. fx) = Vx, L=1/2, xo=1/4 e=0.1

X():4,

Xo = —2,

19. f(x) = V19 — x, L =3, xo = 10, e=1

20. f(x) = Vx — 1, L =4, X0 = 23, €=

21. f(x) = 1/x, L =1/4, X0 = 4, e = 0.05

2. f(x) =x% L=3, x=V3 e=01

23. f(x) =x%, L=4, x=-2, €=05

24. f(x) = 1/x, L=-1, xo = —1, e =0.1

25. f(x) =x>—5 L=11, x=4, e=1

26. f(x) = 120/x, L =25, X0 = 24, e=1

27. f(x) = mx, m >0, L =2m, X0 = 2, e = 0.03

28. f(x) = mx, m >0, L = 3m, X0 = 3,
e=c>0

29. f(x) = mx + b, m >0, L = (m/2) + b,
xo = 1/2, e=c>0

30. f(x) = mx + b, m >0, L=m+b, xo =1,

e = 0.05
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Limit Uzerine Biraz Daha Austirma

31-36 alistirmalarinda bir f(x) fonksiyonu, bir x, noktasi ve bir pozitif

€ sayisi verilmektedir. L = lim f(x)ive 0 <| x — x5| <8 esit-
XX

sizligini saglayan her x igin | f(x) — L | < € olmasini saglayacak bir
6 > 0 sayis1 bulun.

31. f(x) =3 — 2x, xo = 3, e = 0.02
32. f(x) = —3x — 2, xo = —1, e =0.03
2
—4

33. f(x)=);_2, Xo=2, €=005

- x>+ 6x+5 - _
34. f(x) = ﬁ, X0 — —5, e = 0.05
35. f(x) = V1 — 5y, X0 = —3, €e=05
36. f(x) = 4/x, X0 = 2, e=04

37-50 alistirmalarindaki limitleri ispatlaym.
37. lim (9 —x) =5 38. lim(3x —7) =2
x—4 x—3

39. limng—SZZ 40. lin})\/4—x:2
x—> x—

2 # 1
41 lim f(x) =10 f(x) = {x o
x—1 2, x =1
x? x # =2
42. i =4, =7
lim_ f(x) f(x) {1’ G = -2
43, lim L =1
' x—>lx
11
44. lim_ — =~
V523
.o xP=9 R S
45. lim " = —6 46. lim “— =2
4-2x, x<1
47. 1i =2 = ’
Jim f0) () {6x —4, x=1
2x. x <0
48. 1i =0 =<
xl_rg]f(x) fx) {x/l =0

49. lim xsin% =0

x—0
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50. lim x2 sinl -0 I'nin hedef deger [, = 5’in 0.1 A civarinda olmas1 i¢in R hangi
x—0 X aralikta olmalidir?

Loy L
1O

x— Xy iken Ne Zaman L sayisi f(x)'in Limiti Degildir?

0 <| x— xo| < 0 esitsizligini saglayan her x igin | f(x) — L| < € ola-

X cak sekilde bir 6 > 0 bulunamayacagini gésteren bir € > 0 bularak
lim, ) f(x) # L oldugunu ispatlayabiliriz. Bunu, segtigimiz €’na
karsilik her 6 > 0 igin

0<|x—x <& avd |f(x) — L] = €.

olacak sekilde bir x-degeri bulundugunu gostererek yapariz.

y
y =7
Teori ve Ornekler Lie
51. lin}) g(x) = k demenin ne anlama geldigini agiklayn. s
x—
52. Ispatlaym; lim f(x) = L ve hlin%) fth+c¢)=1L.
xX—c g »
53. Limitler hakkinda yanhs bir ifade Ornek vererek asagidaki L—e¢
ifadenin yanlis oldugunu gésterin. 7(x) :
: |
x xo'a yaklasirken f(x) L’ye yaklasiyorsa, f(x)’in x xjy’a —T | :
yaklasirkenki limiti L sayisidir. L L .
0 xO—B\ Xy xo+ 8

Orneginizdeki fonksiyonun limitinin x — x, iken neden L ol-

madigini agiklayin. 0<|x—xp|<8ve|ft)—L|=e
54. Limitler hakkinda yanhs bir ifade daha Ornek vererek olacak sekilde bir x degeri

agsagidaki ifadenin yanlis oldugunu gosterin.

Verilen bir € > 0 igin, | f(x) — L| < € olacak sekilde bir x bu- 57. f(x) = {x, x <1l

lunuyorsa, L sayis1 f(x)’in x x,’a yaklasirkenki limitidir. x+1, x>1

olsun.

Orneginizdeki fonksiyonun limitinin x — x, iken neden L ol- y
madigimi agiklayin.

Ed 55. Motor silindiri yapma Kesit alan1 9 in*’lik bir motor silindiri
yapmadan Once, yarigapi xo = 3.385 ing¢ olan ideal bir silindirin
capindan ne kadar sapma yapabileceginizi ve istenen 9 in®’lik 2+
alanm 0.01 in? civarinda bir alan elde edebileceginizi bilmek y = flx)
zorundasinizdir. Bunu bulmak i¢in, 4 = 7(x/2)* kabul edin ve 1=
| A — 9] = 0.01 olabilmesi i¢in x’i hangi aralikta tutmaniz
gerektigini bulun. Hangi araligi bulursunuz? !

56. Eletriksel diren¢ imal etme Sekilde gosterilen elektrik de-
vreleri gibi devreler i¢in Ohm Kanunu /' = R/ oldugunu sdyler.
Bu denklemde V sabit bir gerilim, / amper olarak akim ve R de
ohm olarak direngtir. Firmanizdan }/’nin 120 volt, 'nin da
5 £ 0.1 A olacag bir devreye direng hazirlamasi istenmis olsun.




a. €= 1/2 olsun. Higbir 8 > 0’ asagidaki kosulu saglamayaca-
gin1 gosterin:
0 <|x— 1| < 8 esitsizligini saglayan her x igin | f(x) -2 < 1/2
Yani, her 6 > 0 i¢in,
0<|x—xo|<8ve |flx)-2/=1/2
olacak sekilde bir x degeri oldugunu gosterin.
Bu lim,_,; f(x) # 2 oldugunu gosterecektir.
b. lim,_,; f(x) # 1 oldugunu gdsterin.

c. lim,_,; f(x) # 1.5 oldugunu gosterin.

X3 x<2
58. h(x) = {3, x=2 olsun.
2, x>2
y

y = h)
y=2
O—

Sunlar1 gosterin.

a. lim2 h(x) # 4

b. lim A(x) # 3
x—2

c. lim A(x) # 2
x—2

59. Asagida grafigi verilen fonksiyon i¢in, neden

a. liné flx) # 4
X

b. lim f(x) # 4.8

c. lim f(x) # 3
x—3

oldugunu agiklayin.
y

asf \

41 .
y =1
3F o\
- X

0 3
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60. a. Asagidaki grafik i¢in lim,_, | g(x) # 2 oldugunu gosterin.

b. lim,— _; g(x) var midir? Varsa limitin degeri nedir? Yoksa,
neden yoktur?

y =g /

: X
/-1 0

BILGISAYAR ALISTIRMALARI

61-66 alistirmalarinda deltalar1 grafik yontemlerle bulmaya calisa-
caksimiz. Asagidaki adimlar i¢in BCS kullanin.

a. yaklasilan x, noktasi civarinda y = f(x) fonksiyonunu ¢izin.

b. L limitinin degerini tahmin edin ve tahmininizin dogru olup
olmadigini gérmek icin limiti analitik olarak bulun.

c. €=0.2 degerini kullanarak. y; = L — € ve y, = L + € dogrularini x
civarinda f fonksiyonuyla birlikte ¢izin.

d. (c) sikkindaki grafikten
0<|x—x| <& esitsizligini saglayan her x igin
|fe)-L<e

olacak sekilde bir 6 > 0 degeri bulun. Tahmininizi f, y;, ve y,’yi
0 < |x — xo| < & arahginda beraber gizerek kontrol edin. Goriis
araligi olarak x) — 26 = x = xy,+26 ve L —2e =y = L + 2e aral-
ginin disina tastyorsa, 6 degerini ¢ok biiyiik se¢missinizdir. Daha
kiiciik bir degerle yeniden deneyin.

e. €=0.1,0.05 ve 0.001 igin (c) ve (d) siklarini tekrarlaymn.

4 _
61. f(x) =xx7§1, X0 =3

5% + 9x?
2x° + 3x%’

63. f(x) = % X0 =0

62. f(x) = x0=20

x(1 — cosx)

64. f(x) = T —sinx ° xo=10
Y —
65. f(x) = %, X0 =1

3x2*(7x+1)\/);+5
x—1

> X():l

66. f(x) =
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Tek Tarafli Limitler ve Sonsuzda Limitler

SEKIL 2.21  Orijinde farkli sag ve sol tarafli
limitler

Bu boliimde limit kavramini, x xy’a sadece soldan (x < x,) veya sadece sagdan (x > x,)
yaklasirkenki limitler olan tek tarafli limitlere genisletiyoruz. Ayrica, x — £ o0 iken be-
lirli rasyonel fonksiyonlar ve diger bazilarinin grafiklerini analiz ediyoruz.

Tek Tarafli Limitler

x c’ye yaklasirken bir L limitinin olabilmesi igin, bir f fonksiyonunun a’nin iki tarafinda
da tanimli olmast ve x ¢’ye herhangi bir taraftan yaklagirken f(x) degerlerinin de L’ye
yaklagmasi gerekir. Bu yilizden, normal limitlere bazen iki tarafh limitler de denir.

f’nin bir ¢ noktasinda iki-tarafli bir limitinin olmamas1 halinde bir tek-tarafli limiti,
yani yaklagimin sadece tek tarafli olmasi durumunda bir limiti bulunabilir. Yaklagim
sagdan ise limit bir sagdan limit dir. Soldan ise soldan limit.

f(x) = x/|x| fonksiyonunun (Sekil 2.21) limiti, x sifira sagdan yaklagirken 1, soldan
yaklasirken —1°dir. Bu tek tarafli limit degerleri ayni olmadigindan x sifira yaklasirken
f(x)’in yaklastig1 tek bir deger yoktur. Dolayisiyla, f(x)’in O da bir limiti (iki tarafli) yoktur.

Sezgisel olarak , f(x) fonksiyonu ¢ < b olmak iizere bir (c, b) araliginda tanimlanmis
ise ve x c’ye bu araligin i¢inde kalarak yaklasiyorken f(x) L’ye oldukga yakinlagiyorsa,
f’nin c’'de sagdan bir L limiti vardir deriz ve

lim f(x) = L.
xX—c

yazariz.
“x — ¢ sembolii, sadece x’in c’den daha biiyiik degerlerini goz 6niine aldigimiz anlamin-
dadir.

Benzer sekilde, f(x) fonksiyonu a < ¢ olmak iizere bir (a, ¢) araliginda tanimlanmis
ise ve x ¢’ye bu araligin iginde kalarak yaklagiyorken f(x) M’ye oldukg¢a yakinlasiyorsa,
f’nin ¢’de soldan bir M limiti vardir deriz ve

lim f(x) = M.

xX—c

yazariz.
“x = ¢ sembolii, sadece x’in ¢'den daha kiiciik degerlerini goz oniine aldigimiz anla-
mindadir.

Bu resmi olmayan tanimlar Sekil 2.22°de gosterilmistir. Sekil 2.21deki f(x)=x /| x |
fonksiyonu igin

lim f(x) =1 ve lim f(x) = —1. dir.
x—0" x—0"
y y
i
L fx) Fx) M
X X
0 C e X 0 X > C
(a) lim, flix)=1L (b) lim flx)y=M
x—=ct x—=c~

SEKIL 2.22  (a) x ¢’ye yaklagirken sagdan limit. (b) x ¢’ye yaklasirken soldan limit.



y
y=V4-x
o & X
-2 0 2
SEKiL 2.23 lirr21_V4 —x2=0 ve
x>
1im2+\/4 — x2 =0 (Ornek 1).
X—>—
y
y =)

0 1 2 3 4

SEKIL2.24  Ornek 2°deki fonksiyonun
grafigi.
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ORNEK1  Bir Yarim Cember icin Tek Tarafli Limitler

f(x) = V4 — x? fonksiyonunun tanim araligi [-2, 2]dir ve grafigi Sekil 2.23’teki yarim
¢emberdir. Limitleri su sekildedir:
1in12+\/4—x2=0 ve 1i11217\/4—x2=0
x—>— x—>

Fonksiyonun x = —2’de soldan bir limiti veya x = 2’de sagdan bir limiti yoktur. —2 veya 2’de
iki tarafli bir limiti bulunmamaktadir.

Tek tarafli limitlerde Boliim 2.2 Teorem 1'de verilen limit 6zelliklerinin hepsi bu-
lunur. Iki fonksiyonun toplaminin sagdan limiti fonksiyonlarin sagdan limitlerinin
toplamidir gibi. Sanddvig Teoremi ve Teorem 5 gibi, polinom ve rasyonel fonksiyonlarin
limitleriyle ilgili teoremler de tek tarafli limitler i¢in gegerlidir.

Tek tarafli ve iki tarafli limitler arasindaki baglanti asagidaki gibidir:

TEOREM 6

x c’ye yaklagirken bir f(x) fonksiyonunun, ancak ve yalniz o noktada
sagdan ve soldan limitleri varsa ve bu limitler esitse, bir limiti vardir

lim fx) = L < lim f(x) =L  ve lim f(x) = L
xX—c xX—>cC xX—c

ORNEK 2 Sekil 2.24"te Grafikleri Cizilen Fonksiyonlarin Limitleri.

x=04da: lim, o+ f(x) = 1,
lim,—q- f(x) ve lim,—( f(x) yoktur. Fonksiyon x = 0’in solunda
tanimli degildir.

x=1de: f(1) = 1, oldugu halde lim,— - f(x) = 0 “dir.
lim,—+ f(x) = 1,
lim,— f(x) yoktur. Sagdan ve soldan limitler esit degildir.
x=2de: lim,—,- f(x) = 1,
lim,—,+ f(x) = 1,
f(2) = 2. o0ldugu halde lim,—, f(x) = 1dir.
x=3te: lim,—3- f(x) = limy—3+ f(x) = limy—; f(x) = f(3) = 2.
x=41e: f(4) # 1,o0ldugu halde lim,—4- f(x) = 1dir.
lim,—4+ f(x) ve limy—4 f(x) yoktur. Fonksiyon x = 4’{in saginda
taniml1 degildir.

[0, 4]’teki diger biitiin ¢ noktalarinda f(x)’in limiti f(c)’dir. [

Tek Tarafli Limitlerin Tam Tanimi

Boliim 2.3’teki iki tarafli limitin esas tanimu tek tarafli limitlere gore diizenlenebilir.
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y
TANIMLAR Sajdan Limit, Soldan Limit
Her € > 0 sayisina karsilik
Xo<x<xg+ 6 iken |f(x) — L| <€
L+e" olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 bulunabilirse, f(x)’in x,’da sagdan bir L lim-
¢ /) iti vardir der ve
f(x) buradadur. ) .
L lim f(x) =L (Sekil 2.25”e bakin)
XX
I—ed yazariz.
Her € > 0 sayisina karsilik
buradaki her .
X # X igin Xo— 6 <x<xp iken |f(x) — L| <e
l—%\ . . g .
5 olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 bulunabilirse, f(x)’in x,’da soldan bir L lim-
x N . iti vardir der ve
- 7
0 % xo + 8 lim f(x) =L  (Sekil 2.26"ya bakin)
XX
SEKIL2.25  Sagdan limit tanimu ile ilgili yazarz.
araliklar. B _
ORNEK3  Delta Bulmak Icin Tanimi Uygulamak
y
lim Vx = 0
x—0"
oldugunu ispat edin.
Cozim > 0 verilmis olsun. Burada x, = 0 ve L = 0’d1r, dolayisiyla
L+eT
/() 0 < x < & esitsizligini saglayan her x i¢in |[\x— 0 | < e
L = f&)buradadir. olacak sekilde veya
L. 0<x<s dken \iy<e
) gerektirmesi saglanacak sekilde bir § > 0 bulmak istiyoruz.
buradaki her o ..
x % xo igin Her iki tarafin karesini alarak
5 0<x<3$ ise x <€
. x . buluruz. 8 = € segersek
0 NN = &2 ik Vi
Xg + 6 Xo 0<x<d=ce€ iken x<e
; o o veya
SEKIL2.26  Soldan limit tanimu ile ilgili )
araliklar 0<x<e iken |Vx-0]<e
gerektirmesi saglanir.
y Tanima gore bu, limx_>0+\/); = 0 oldugunu gosterir (Sekil 2.27). [
o) =V Simdiye kadar incelenen orneklerde, ele alman her noktada bir tiir limit vardi.

Genelde bunun bdyle olmasi gerekmez.

ORNEK 4 Cok Fazla Salinan Bir Fonksiyon

y = sin (1/x)’in x iki taraftan da sifira yaklagirken bir limitinin olmadigin1 gésterin (Sekil
2.28).

(/RN PR
=

m
[§]

Cozim  x sifira yaklasirken, garpmaya gore tersi, 1/x, smirsizca biiyiir ve sin(1/x)’in

SEKIL2.27 Ornek 3'teki xli)r%+\/§ =0 degerleri —1 ile 1 arasinda gidip gelir. x sifira yaklasirken fonksiyon degerlerinin giderek



y
T
1
\P
tan 6
1
sin 6
6 coso ] al
o 0 A(1,0)

1

SEKIL2.30  Teorem 7’nin ispatindaki sekil
TA/OA = tan 0 fakat O4 = 1 oldugundan
TA = tan 6’dr.
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X
/ v o
X

SEKIL2.28  y = sin(1/x) fonksiyonunun x sifira yaklagirken
sagdan veya soldan limiti yoktur (Ornek 4).

yaklastiklar1 tek bir L sayis1 yoktur. x’i sadece pozitif veya negatif degerlerle de sinirlasak,
bu durum gegerlidir. x = 0’da fonksiyonun sagdan veya soldan bir limiti yoktur. ]

(sin 0)/0

(sin 0)/6 hakkindaki temel gergek sudur: radyan dlgiide & — 0 iken limiti 1 dir. Bunu
Sekil 2.29 da gorebilir ve Sandovig Teoremi yardimiyla cebirsel olarak dogrulayabiliriz.
Bu limitin 6nemini, trigonometrik fonksiyonlarin anlik degisim oranlarmin incelendigi
Boliim 3.4’te goreceksiniz.

iceren Limitler

| |
=3 =2 v
OLCEKLI DEGIL
SEKIL2.29  £() = (sin 6)/6 nin grafigi.
TEOREM 7
(}in}) sinf _ 1 (6 radyan 6lgtide) (1)

ispat  Plan, sagdan ve soldan limitlerin her ikisinin de 1 oldugunu gostermektir. Bunun
sonunda iki tarafli limitin de 1 oldugunu sdyleyebiliriz.

Sagdan limitin 1 oldugunu géstermek igin #’nin 77/2’den kiigiik pozitif degerleri ile
basliyoruz (Sekil 2.30).

Alan AOAP < OAP daire diliminin alam1 < alan AOAT
olduguna dikkat edin.
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| (2) denklemi radyan Slgiiniin ¢ikis
noktasidir: yalnizca 0 radyan olarak
Olgiiliirse OAP daire diliminin alani
0/27dir.

Bu alanlar1  6’ya bagli olarak su sekilde ifade edebiliriz:
Alan AOAP =% taban x yiikseklik = %(1 ) (sin ) = % sin 6

0

OAP daire diliminin alan1 = Er 0= 5 (-6 =5 )

Alan AOAT =% taban x yiikseklik = % (1) (tan ) = % tan 0

Boylece,

1. 1 1

Esmﬂ < 56 < Etane

dir.

0 < 6 < 7/2 oldugundan, pozitif olan (1/2) sin 6 sayist ile her ii¢ tarafi da bolersek bu son

esitsizlik dogru kalmaya devam eder:

0 1

L= sin 6 < cos 6

Carpmaya gore terslerini alirsak

1>¥>cos(i

buluruz. limg—g+ cos @ = 1 oldugundan (Béliim 2.2 Ornek 6b), Sandévig Teoremine gore

lim sin 6 _
9—0" 0

1
bulunur.

sin 6 ve 6 fonksiyonlarinin her ikisi de tek fonksiyonlar (B6lim 1.4). Bu nedenle,
£(0) = (sin 0)/0 fonksiyonu, grafigi y-eksenine gore simetrik olan bir ¢ift fonksiyondur
(Sekil 2.29’a bakin). Bu simetri, 0 da soldan limitin var oldugunu ve sagdan limitle ayn1
oldugunu gosterir:

lim sin 6 — 1= lim sin 6
0—0- 0 9—0+ 0
Su halde Teorem 6’ya gore limy— (sin6)/0 = 1 dir. (]
ORNEKS  Lim S0¢ — 1 (imitini kullanarak
p—o 0
. cosh —1 _ . sin2x _ 2
(a) }}E)r}) A =0 ve (b) )}Eﬂ) 5. 5

oldugunu gosterin.
Coziim

(@) cos h=1-2sin® (h/2) yarim ag1 formiiliinii kullanarak

i cosh—1 _ i — 2sin® (h/2)
h—0 h h—0 h
= —Olin%) s129 sin O 6= h/2 olsun

—(1)(0) = 0.



SEKIL 2.31

I

y=1/xin grafigi
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(b) (1) denklemi orijinal fonksiyona uygulanamaz. Paydada 5x’e degil bir 2x’e
ihtiyacimiz vardir. Pay ve payday1 2/5 ile ¢arparak bunu olustururuz:

lim sin 2x _ i (2/5) - sin2x
=0 5x x—0 (2/5)5x

_2 lim sin 2x Simdi, 6 = 2x ile (1)
5y=0 2x denklemi uygulanir.

2 2
“5W=s -

x — & oo iken Sonlu Limitler

Sonsuzluk i¢in kullanilan (00) sembolii bir reel say1 gostermez. 00 semboliinii  bir
fonksiyonun tanim kiimesindeki veya deger kiimesindeki degerler her sonlu sinir
astigindaki davranigini tamimlamak igin kullaniriz. Ornegin, f(x) = 1/x fonksiyonu her
x # 0 igin tammlidir (Sekil 2.31). x pozitif olarak giderek biiyiirken, 1/x giderek kiigiiliir.
x negatif iken biiyiikliigii giderek artarken, 1/x yine giderek kiigiilir. Bu gozlemleri,
x—> 00 iken f(x) = 1/x’in limiti 0 dir veya f(x) = 1/x’in sonsuzda ve negatif sonsuzda
limiti 0 dir diyerek 6zetleriz. Asagida kesin tanim verilmektedir.

TANIMLAR  x — oo veyax — — oo iken Limitler
1. Her € > 0 sayisina karsilik,
x > M esitsizligini saglayan biitiin x’ler igin | f(x) —L | <€
olacak sekilde bir M sayis1 bulunabilirse x sonsuza giderken f(x) fonksiyo-
nunun limiti L dir deriz ve
lim f(x) =L
x—>00
yazariz.
2. Her € > 0 sayisina karsilik,
x > N esitsizligini saglayan biitiin x’ler igin | f(x) - L | <€
olacak sekilde bir N sayist bulunabilirse x eksi sonsuza giderken f(x) fonk-
siyonunun limiti L dir deriz ve

lim f(x) =L

yazariz.

Sezgisel olarak, x pozitif yonde orijinden giderek uzaklagirken, f(x) istenilen 6lgiide L’ye
yaklasiyorsa lim,—c f(x) = L dir. Benzer sekilde, x negatif yonde orijinden giderek
uzaklagirken, f(x) istenilen olgiide L’ye yaklagiyorsa lim,—_co f(x) = L dir. x —> +00
iken limit hesaplama stratejisi, Boliim 2.2 deki sonlu limitlerdekine benzerdir. Orada 6nce
y = k sabit ve y = x birim fonksiyonlarin limitlerini bulduk. Sonra bu sonuglari, cebirsel
kombinasyonlarla ilgili bir teorem uygulayarak, diger fonksiyonlara genislettik. Burada
da, baslangig fonksiyonlarinin y = kve y = x yerine y = kve y =1/x olmasi disinda, ayn1
seyi yapacagiz.
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Pozitif e sayis1 ne
olursa olsun, grafik
x = 1/e da bu banda

1 girer ve burada kalir.
Y =x
ef-N ,,l}js,
[
l N=-4 \ ~——
!
—— Y ]

Pozitif e sayis1 ne
olursa olsun, grafik
x=-1/edabu
banda girer ve
burada kalir.

SEKIL2.32  Ornek 6°daki tartigmanin

arkasindaki geometri.

Esas tanimi uygulayarak gergeklenmesi gereken temel seyler:

lim
xX—>+00

Iim k=k ve
X—>+00

1
X =0 [3]
dir.

Ikinciyi burada ispatlayacak ve birincisini Alistirma 71 ve 72’ye birakacagiz.

fx) =+

Sunlar1 gdsterin

ORNEK 6 icin Sonsuzda Limit

1
Jm, 5 =0

(b)

N
@ Jim =0
Coziim
(a) e> 0 verilmis olsun.
x > M oldukca ‘)lc — 0‘

olacak sekilde bir M sayis1 bulmamiz gerekmektedir. M = 1/€ veya daha biiyiik her-
hangi bir pozitif say1 i¢in bu 6nerme gegerlidir (Sekil 2.32). Bu da, lim x_,.,(1/x)=0

€ > 0 verilmis olsun.

(b)

1

x < N oldukca ‘x <€

==

|-

olacak sekilde bir N sayis1 bulmamiz gerekmektedir. N = —1/e veya —1/€ ‘dan daha
kiigiik herhangi bir negatif say1 igin bu onerme gegerlidir (Sekil 2.32). Bu da,
lim x_, ..(1/x) = 0 oldugunu ispatlar. [

Sonsuzda limitlerin sonlu limitlere benzer 6zellikleri vardir.

TEOREM 8 x —> £ oo Durumunda Limit Kurallari
L, M ve k reel sayilar ve
lim f(x) =L ve lim g(x) =M ise
x—>+00 x—>+£00
1. Toplama Kurali: liril (fx) + glx)) =L+ M
X— 400
2. Fark Kurali: lim (f(x) —gx)) =L - M
x—>+£00
3. Carpim Kurali: lim (f(x)-g(x)) =L-M
X—>+00
4. Sabitle Carpim Kurali: lirE (k- f(x)) = k-L
X—400

f&) L
orogx) | M

5. Béliim Kuralr: M#0

6. Kuvvet Kurali: r ve s ortak garpani bulunmayan tamsayilar ve s # 0 ise

L"**nin bir reel say1 olmasi kosuluyla
lim (f(x))™ = L
X—>300

dir. (s ¢ift ise L > 0 oldugunu varsayiyoruz .)

Bu 6zellikler Boliim 2.2°deki Teorem 1 ile aynidir ve bunlart ayni sekilde kullaniriz.



y

_5x% +8x -3

y = g dogrusu

-2

5

OLCEKLI DEGIL

10

SEKIL2.33  Ornek 8’deki fonksiyonun

grafigi. | x| arttikga grafik y =5/3
dogrusuna yaklagir.

-8

SEKIL2.34  Ornek 9°deki fonksiyonun

grafigi. | x | arttikca, grafik x-eksenine

yaklasir.

X
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ORNEK?7  Teorem 8'i Kullanma

(a) lim (5 + i) lim 5 + lim % Toplama Kurali
x—>00 x—>00 x—>00

5+40=5 Bilinen limitler

(b) lim “\2/5 lim V3t

x—>—00 x X——00

lim 77\/3- lim % lim 1
X—>—00

X—>—00 xX——00 X

77\6 c0-0=0 Bilinen limitler ]

Carpma Kurall

Rasyonel Fonksiyonlarin Sonsuzdaki Limitleri

x — =00 iken bir rasyonel fonksiyonun limitini belirlemek i¢in, pay ve payday1 paydadaki
en biiyiik x kuvvetiyle boleriz. Bundan sonra ne olacagi polinomlarin derecesine baglidir.

ORNEK S  Pay ve payda ayni derecede

54 8c—3 5+ (8/x) = (3/xY)
xll)ngoﬁ = xll>r1;>10 3+ (2/)62) Pay ve payday1 x? ile
boliin.
_3+0-0_>5
3+0 3 Sekil 2.33'e bakin W

ORNEK 9 Payin derecesi paydanin derecesinden kiiciik

g Mx 2 (11/x%) + (2/x%)
93— 1 Pay ve payday1 x> ile
x——00 2x3 — 1 > 00 7 — (1/)63) b;?/i;;plyc y1 x° ile
_0+0_ 0
2-0 Sekil 2.34’¢ bakin. W

Payin derecesinin paydanin derecesinden biiyiik olmasi durumuna ait bir 6rnegi bun-
dan sonraki boliimde verecegiz (Bolim 2.5 Alistirma 8).

Yatay Asimptotlar

Bir fonksiyonun grafigi ile belirli bir dogru arasindaki uzaklik, grafik izerindeki bir nokta
orijinden ¢ok fazla uzaklagtiginda, sifira yaklasiyorsa, grafik dogruya asimptotik olarak
yaklagtyor ve dogru grafigin bir asimptotudur deriz.

f(x) = 1/x’e bakarak (Sekil 2.31e bakm )

1
Jim =0
oldugundan sag tarafta
1
5 =0

ve f(x)=1/x oldugundan sol tarafta, x-ekseni egrinin asimptotu dur.

x-ekseni f(x) = 1/x’in grafiginin bir yatay asimptotudur deriz.
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TANIM  Yatay Asimptot
lim f(x) =b veya lll;l’l f(x) = b.

ise, y = b dogrusu y = f(x) fonksiyonunun grafiginin bir yatay asimptotudur.

y
/y_ersi;l_x
2
~— ~—
1_
! ! ! ! ! !
37 27 —m 0 m 2w 37

SEKIL2.35 Bir egri, asimptotlarindan
birini sonsuz defa kesebilir (Ornek 11).

5x2 4+ 8x — 3

fo) ==

Lim f{ x) =§ ve lim f{x) =% oldugundan y = 5/3 dogrusu, grafigi Sekil 2.33’te ¢izilen
X—o0 X——o0
(Ornek 8)
5 5

Iimflx) == ve limflx) ==

X300 3 X300 3
ORNEK 10 Yeni Bir Degjiskene Déniisim
lim sin (1/x) limitini bulun.
xX—>00
Cozim  Yeni degisken 7= 1/x’i tamimlayalim. Ornek 6°dan x — 00 iken t — 0" oldugunu

biliyoruz (Sekil 2.31°e bakin ). Bu nedenle,

. .1 . .
lim siny = lim sint = 0 ]
x—>0 t—0"

dir. Benzer sekilde, x — *00 iken f(x)’i inceleyerek x — 0 iken y = f(1/x)’in
davranigini arastirabiliriz.
Sandovic Teoremine Tekrar Bir Bakis

Sanddvig Teoremi x — + oo iken ki limitler i¢in de gegerlidir.

ORNEK 11 Bir Edri Yatay Asimptotunu Kesebilir
Sanddvig Teoremini kullanarak

sin x
X

y=2+
egrisinin yatay asimptotunu bulun.
Coziim X — £ oo iken ki davranislarla ilgileniyoruz.

sin x
X

0=

1
X

ve lim,_,...| 1/x | =0 oldugu i¢in, Sanddvi¢ Teoremine gore lim,—.c0 (sin x)/x = 0 olur.
Dolayistyla,

lim (2+51§x>=2+0:2,

x—>+£00



=

SEKIL2.36  Ornek 12°deki fonksiyonun bir
egik asimptotu vardir.

ALISTIRMALAR 2.4

Limitleri Grafikten Bulma

1. Asagida grafigi verilen y = f(x) fonksiyonu hakkinda séylenen- ¢.
lerden hangileri dogru, hangileri yanlistir?

y

m

2.4 Tek Tarafli Limitler ve Sonsuzda Limitler

olur ve y = 2 dogrusu egrinin hem sagdan hem de soldan asimptotudur (Sekil 2.35).
Bu ornek, bir eginin yatay asimptotlarindan birini bir ¢ok defa kesebilecegini
gosterir. [

Edik Asimptotlar

Rasyonel bir fonksiyonun payinin derecesi paydasinin derecesinden bir fazla ise, grafigi-
nin bir egik asimptotu vardir. f’yi bir lineer fonksiyon ile x — =00 iken sifira giden bir
kalanin toplami olarak yazmak i¢in pay1 paydaya bolerek asimptot i¢in bir denklem bulu-
ruz. Iste bir érnek.

ORNEK 12 Bir Egik Asimptot Bulmak

2x2 — 3

fo =2 s

fonksiyonunun Sekil 2.36 daki grafigi i¢in egik asimptot bulunuz.

Cozim  Uzun bir bolme islemiyle
_2x? -3
0 = Tx + 4
_ <2x _ 8) Lo —us
7% T 49 49(7x + 4)
lineer fonksiyon g(x) kalan
linear function g(x) remainder

buluruz. x — *00 iken, biyiikliigii f ve g’nin grafikleri arasindaki dikey uzaklig1 veren
kalan, sifira gider ve

2 8
glx) =5x — 45

egimli dogrusu f’nin grafiginin bir asimptotu olur (Sekil 2.36). y = g(x) dogrusu hem
sagdan hem de soldan asimptottur. Gelecek béliimde, x paydanin sifir oldugu —4/7’ye

yaklasirken f(x)’in mutlak degerce sinirsiz arttigin1 géreceksiniz (Sekil 2.36). [
a. 111111+ flx) =1 b. lir{)lf fx) =0

lim f(x) =1 d. lim f(x) = lim_f(x)
x—0 x—0 x—0
e. lim f(x) vardir. f. lim f(x) =0
x—0 x—0
. lim f(x) =1 h. lim f(x) =1
¥ =f) g lim / lim f
i lim f(x) =0 jo lim f(x) =2
x—1 x—2
k. EIPI, fx) yoktur. L. an}r fx) =0
& Y X JC o
1 2
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2. Asagida grafigi verilen y = f(x) fonksiyonu hakkinda sdylenen- a. lim,_,+ f(x), lim_,,- f(x)ve f(2)’yi bulun.
lerden hangileri dogru, hangileri yanlistir? b. lim,_,, f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?
y c. lim,_, - f(x) ve lim,_,;+ f(x)’i bulun.
y = fx) d. lim,_, , f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?
L 0, x=0
2 ¢ 5. f(x) = 1 olsun.
siny, x> 0.
1+ *—-o—o
| | | |
0 2 3 ! 3
1 —
a. lim1+ flx) =1 b. lim2 f(x) yoktur.
c. lim f(x) =2 d. lim f(x) =2
x—2 x—1
e. lin]1+ flx) =1 f. lim1 f(x) yoktur.
x—> x> "
g lim f(x) = lim f(x) 0 !
x=0 ¥=0 _ 0, x=0
h. (-1, 1) arahgindaki her ¢ noktasinda lim f(x) y=
. xe sin 3 x>0
i. (1.3) araligindaki her ¢ noktasinda lim f(x)
xX—>c
jo lim f(x) =0 k. lim, f(x) yoktur -
3—x, x<2
3. f(x) = ¥ olsun.
0 +1, x>2 a. lim,—¢+ f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?
b. lim,—¢- f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?
y

¢. limy— f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?
6. g(x) = Vi sin(1/x) olsun.

-y =3

24

\ ,

o 1+ y:\/);
2

1 1 1 X
0 4
a. lim_+ f(x) ve lim,_,,- f(x)’1 bulun. —Visin L
) ) y=Vaxsing
b. lim,_,, f(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?
c. lim,_4 f(x) ve lim,_+ f(x)’1 bulun. :
d. lim,_,4 f(x) var midr, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur? 21 | | N
0 i 2 1
3—x, x<2 T T
4 fx) ={ 2 X =2 olsun.
%, x>2
y
“1r y= —Vix
y=3—-x B
3
B ° (g a. lim,—¢+ g(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?
L L 2 . b. lim,—.o g(x) var mudur, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?
—2 0 2 ¢. lim,—( g(x) var midir, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?




x3, x # 1

7.a.f(x)={0 =1

. lim_,- f(x) ve lim,_,;+ f(x)’1 bulun.

’in grafigini ¢izin.

=

[c]

. lim,_,; f(x) var midur, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?
1 —x? # 1
. fx) = {2 * o _ l’in grafigini ¢izin.

. lim_+ f(x) ve lim_,;- f(x)’1 bulun.

*®
IS

)

e =

. lim,_,; f(x) var midur, varsa nedir? Yoksa, neden yoktur?

9 ve 10 alistirmalarinda verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin ve
asagidaki sorular1 yanitlayin.

a. f’nin tanim ve deger araliklart nelerdir?
b. Eger varsa lim,—.. f(x) hangi ¢ noktalarinda vardir?
¢. Hangi noktalarda sadece soldan-limit vardir?
d. Hangi noktalarda sadece sagdan-limit vardir?
V1I-x 0=x<1
9. f(x) =41, l=x<2
2, x=2
x, —-1=x<0Oveya 0<x=1
10. f(x) =41, x=0
0, x<-—-1lveya x>1

Tek Tarafli Limitleri Cebirsel Olarak Bulma

11-18 alistirmalarindaki limitleri bulun.

. x+2 . x — 1
11. x—1>1_n(},5* x+1 12. xli>n11+ x +

. X 2x + 5
13. xETz*(x + 1)()(2 + x>
. 1 x+6\(3—x
i () ()7
2 _
15 pim VR 4+ V5
h—0" h
Ve —V52+ 11k + 6
0 h

16. 1

h—0
i 3|x+2| i 3|x—i—2|
17.a.x_1)1112+(x+ )x+2 b.x_l)II127(x+ )x+2
Vox(x - 1) Vox(x - 1)
18. a. —_— b. —_—
x—1 |X - 1| x—1" |x - 1|

Alistirma 19 ve 20deki limitleri bulmak i¢in en biiyiikk tamsayi
fonksiyonu y = |x |y =’in grafigini kullanin Bolim 1.3 Sekil 1.31.
16] . 10]

19. a. lim —— b. lim ——

9—3* 0 9—3- 0
20. a. lim (¢ — . lim (7 —
0. a. lim (1~ [1]) b. lim (¢ = [¢])

2.4 Tek Tarafli Limitler ve Sonsuzda Limitler 13

. sin@ ..
lim 0 - 1 i kullanmak
6—0
21-36 alistirmalarindaki limitleri bulun.
21, 1im S1Y2 22. lim 324 (k bir sabit)
=0 /20 =0 !
23, lim 20 24. lim
Ty—o0 4y * p>0 sin3h
. tan2x . 2t
25. ,}E)I}]T 26. }E}(l) w
27. lim xese 2x 28. lim 6x2(cotx)(csc 2x)
x—0 C€O0S 5x x—0
2 .
29. lim X .+ X COS X 30. lim X x + sinx
x—0 SINXCOSX x—0 2x
~ sin(1 — cost) sin (sin /)
31, lm————— 32, lim ————
—0 1 — cost h—0 sinh
. sin 0 . sin5x
33. 01210 sin 260 34. )}E)r%) sin 4x
sin 3y cot 5
35. lim A03% 36. lim ——> >
x—0 sin 8x y—=0 ycotdy

x — =+ oo [ken Limit Hesaplama

37-42 alistirmalarinda verilen her fonksiyonun (a) x — oo iken ve (b)
x — —oo iken limitini bulun. (Yanitinizi bir grafik programi veya bil-
gisayar kullanarak dogrulayabilirsiniz.)

3. f0 =23 8. f) =75
X
39. g(x) = S — 40. g(x) = S —
2+ (1/x) 8 — (5/x%)
=5+ (7/x) 3 - (2/x)
a1 h(x) = ————— 42, hix) = ———
3 - (1/x?) 4+ (V2/x?)
43-46 alistirmalarindaki limitleri bulun.
. sin2x . cosf
3. lim 7 4. Im 39
45. lim 2 —t+ sint 46. lim r + sinr

t—>-o00 I+ cost r—oco 2r + 7 — S5sinr

Rasyonel Fonksiyonlarin Limitleri

47-56 alistirmalarinda her rasyonel fonksiyonun (a) x — o iken ve
(b) x — —eo iken limitini bulun.

2 +3 _ 23 + 7
4710 =557 Rl g ——

x + 1 3x +7
49, = 50. ==
f(x) 213 f(x) [T
7x? 1

51, hix) = —— 52. =

() x> — 3x% + 6x g(x) x> —4x +1
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10x° + x* + 31

53. g(x) = 5
X
54. h(x) = x4 + x
) At + 52 —x+6
-2 —2x +3
55. hx) = —F——"F7——
() 3x3 + 3x2 — 5x
_ .4
56. h(x) = x

=T+ I+ 9
Tamsayi Olmayan veya Negatif Kuvvetlerin Limitleri

Rasyonel fonksiyonlarmn limitlerini belirlemekte kullandigimiz yon-
temleri x’in tamsay1 olmayan veya negatif kuvvetlerini iceren oranlar
i¢in de kullanabiliriz. Pay ve payday1 paydadaki en biiyiik x kuvveti ile
boliin ve islemlere devam edin. 57-62 alistirmalarindaki limitleri bu-

lun.
2Vx + x7! 2+ Vi

T - B e Vs

/N -1 —4
S0 fim Vi~ Vx 60. lim XX
= Wy + Va =0 x 2 = x 7

55 _ 173 3
61. lim 2 —x P+ T 62. lim M

x=00 385 4 3¢ + \Vx x==00 2x + x¥3 — 4

Theori ve Ornekler

63. f’nin tanim araligmin iginde bir noktada lim,_,+ f(x) ve
lim,_,,~ f(x)’1 biliyorsaniz, bu lim,_,, f(x)’i de biliyorsunuz de-
mek midir? Yanitinizin nedenlerini agiklayin.

64. lim, . f(x)’in var oldugunu biliyorsaniz, lim,_,.+ f(x)’i hesapla-
yarak degerini bulabilir misiniz? Yanitinizin nedenlerini
aciklaym.

65. f ’nin x’in bir tek fonksiyonu oldugunu varsaym. lim,_,y+ f(x) =3
oldugunu bilmeniz size lim,_,y- f(x) hakkinda bir sey soyler mi?
Yanitinizin nedenini agiklayin.

66. f ’nin x’in bir ¢ift fonksiyonu oldugunu varsaym. lim,_,,- f(x) =7
oldugunu bilmeniz size lim,_, ,- f(x) veya lim,_, ,+ f(x) hakkinda
bir sey soyler mi? Yanitinizin nedenini agiklayin.

67. f(x) ve gx)in x’in polinomlart  olduklarmi  ve
lim,_,.. (f(x)/g(x)) = 2 oldugunu varsaym. lim,_, .. (f(x)/g(x))
hakkinda bir sey soyleyebilir misiniz? Yanitinizin nedenini
aciklaym.

68. f(x)ve g(x)’in x’in polinomlar1 olduklarini varsayin. g(x) hig bir
zaman sifir olmuyorsa f(x)/ g(x)’in grafiginin bir asimptotu ola-
bilir mi? Yanitinizin nedenini agiklayin.

69. Verilen bir rasyonel fonksiyonun grafiginin kag tane yatay
asimptotu olabilir? Yanitinizin nedenini agiklayim.

70. lim (Va2 + x = Va? — x) limitini bulun,
x—>00

71 ve 72 Alistirmalarindaki limitleri dogrulamak i¢in x — £00 limi-
tin kesin tanimini kullanin.
71. f(x) = k,sabit fonksiyon ise lim f(x) = k dir.
x—>00
72. f(x) = k.sabit fonksiyon ise limOO f(x) =k dir.
x—>—

Tek Tarafli Limitlerin Kesin Tanimi

73. € > 0 verilmisse, dyle bir /= (5,5 + §), 6 > 0 araligi bulun ki, x
I’nin igindeyse, Vx — 5 < € olsun. Hangi limit dogrulanmak-
tadir ve degeri nedir?

74. € > 0 verilmisse, dyle bir /= (4 -4, 4), 6 > 0 aralig1 bulun ki, x
I'nin igindeyse, V4 — x < € olsun. Hangi limit dogrulanmak-
tadir ve degeri nedir?

Sagdan ve soldan-limitlerin tanimlarini kullanarak 75 ve 76 alistirma-
larindaki ifadeleri ispatlayin.

75, lim = = —1 76. lim *—2 = |
x—0" x| =2 |x = 2|

77. En biiyiik tam sayi fonksiyonu (a) lim, 40+ | x| ve (b)
lim, 400~ LxJ’i bulun ve limit tanimlarini kullanarak bulduklari-
nizt dogrulaym. (c) (a) ve (b)de bulduklariniza dayanarak
lim, 490 |_xJ hakkinda bir sey sdyleyebilir misiniz? Yanitinizi
agiklaym.

xZsin(1/x), x <0

\/;c, x>0

(a) lim,_,¢+ f(x) ve (b) lim,_,o- f(x)’1 bulun ve limit tanimlarmi kulla-
narak bulduklarinizi dogrulayin. (¢) (a) ve (b)’de bulduklarmiza daya-
narak lim,_,, f(x) i¢in bir sey sOyleyebilir misiniz? Yanitinizi agiklayin.

78. Tek tarafli limitler f(x) = { olsun.

Grafik Arastirmalari - Sonsuzdaki Limitleri “Gormek”

Bazen, bir degisken doniisiimii yapmak tanidik olmayan bir ifadeyi

limitini bulmay1 bildigimiz bir ifadeye donistiirebilir.

Ornegin,

lim sin% = lim sin6 6 = 1/x doniislimii yapin

X—00 6—0"
=0.

Bu, sonsuzdaki limitleri “gérmek™” igin yaratict bir yol Onerir.

Prosediirii aciklayin ve bunu 79-84 alistirmalarindaki limitleri belir-

lemek i¢in kullanin.

. 1

79. 1 —

im xsiny
cos (1/x)
e T + (1/x)

. 3x + 4
81. xlljiloo 2x — 5

1 1/x
82. lim (*

x—00 X

83. xlirf (3 + %)(cos 71(>
. 3 1 .1
84. 1 = - {1+ -
xlm (xz cosx)( s1nx)

80.
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Sonsuz Limitler ve Dikey Asimptotlar

x’1 0’a yeterince
yakin alarak
istediginiz kadar
yukari ¢ikabilirsiniz.
B ne kadar yukarida
, | olursa olsun, grafik
daha yukariya ¢ikar.

1

X

7

/%1!
o

x’1 0’a yeterince
yakin alarak ® -

istediginiz kadar

* _B ne kadar

asagida olursa
olsun, grafik
Bdaha asaglya iner.

asagiya inebilirsiniz.

SEKIL2.37 Tek tarafli sonsuz limitler:

.1
lim —~ = o0 ve

.1
lim —~ = —o0
x—0"

X

SEKIL2.38  x =1 civarinda, y = 1/(x — 1)
fonksiyonu, y = 1/x fonksiyonunun x = 0
civarinda davrandigi gibi davranir. Grafigi,
y = 1/x grafiginin saga dogru bir birim

kaydirilmus halidir (Ornek 1).

Bu bdliimde limit kavramini, limit teriminin dncekiler gibi olmayan biraz farkli olarak
tamamen yeni bir kullanimi, sonsuz limitlere genisletiyoruz. Sonsuz limitler, degerleri
pozitif veya negatif keyfi olarak biiyliyen fonksiyonlarin davraniglarini tanimlamada, kul-
lanishi semboller ve lisan saglar. x’in sayisal olarak biiylik degerleri igin, dikey asimptotlar
ve baskin terimleri kullanarak, son boliimden rasyonel fonksiyonlarin grafiklerinin anal-
izine devam ediyoruz.

Sonsuz Limitler

f(x) = 1/x fonksiyonuna yeniden bakalim. x — 0" iken f’nin degerleri, her pozitif reel
saytya ulasip asacak sekilde, sinirsiz artar. Yani, ne kadar biiytik olursa olsun herhangi bir
B pozitif reel sayisi verilmigse, f’nin degerleri biiylimeye devam eder ve B’yi asar (Sekil
2.37). Dolayistyla, x — 0" iken, f’nin bir limiti yoktur. Buna ragmen, f’nin davranigimni
x—07",iken f(x) 00 ’ayaklastyor diyerek tanimlamak uygundur. Bunu

lim f(x) = lim + = oo
x—0" x—0"

olarak yazariz. Bunu yazarken limitin var oldugunu sdylemiyoruz. Bir o0 reel sayisi
oldugunu da sdylemiyoruz, ¢linkii bdyle bir say1 yok. Bunun yerine, lim,—g+ (1/x)’in bu-
lunmadigni, ¢iinkii x — 0" iken 1/x’in pozitif yonde gok fazla arttigim sdyliiyoruz.

x — 0 iken f(x) = 1/x’in degerleri negatif yonde gok fazla artar. Herhangi bir negatif
-B sayist verilmigse, f’nin degerleri eninde sonunda —B’nin altinda kalir (Sekil 2.37°a
bakin). Bunu

. .1
1 = 1] — = —0
xi>n(}_ f(x) xl>n(}_ x

olarak yazariz. Yine, limitin var oldugunu veya —o0 sayisina esit oldugunu sdylemiyoruz.
Bir —00 reel sayis1 yoktur. x — 0~ iken degerleri negatifyonde ¢ok fazla biiyiidiigii i¢cin
limiti olmayan bir fonksiyonun davranisini tanimliyoruz.

ORNEK 1 Tek tarafli sonsuz limitler

ve lim 1 limitlerini bulun.
x—1" X — 1

Geometrik Cozim  y = 1/(x — 1)’in grafigi y = 1/x grafiginin saga dogru bir birim kaydirilmig
halidir (Sekil 2.38). Dolayisiyla, y = 1/(x — 1) 1 civarinda aynen y = 1/x’in 0 civarinda
davrandig1 gibi davranir:

lim 00 ve lim — 00

x—>1+x—1 - x—>1-x—l -

Analitik Céziim ~ x —1 say1s1 ve garpmaya gore tersini diisiiniin. x — 1" iken, (x — 1) = 0" ve
1/(x—1) = o0, x — 1 iken, (x— 1) = 0" ve 1/(x—1)—> —oo. »
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B ne kadar
yukarida olursa
olsun, grafik daha

yukariya ¢ikar
\
\
|
\ 4 X
X

()

g) .
G+ X

L
5 4 3 2 -1 0

(b)

SEKIL 2.39 Ornek 2'deki fonksiyonlarin
grafikleri. (a) x — 0 iken f(x) sonsuza
yaklasir.  (b) x — -3 iken g(x) sonsuza

yaklasir.

ORNEK2 ki tarafli sonsuz limitler
(@ fx) = 2 ’nin x = 0 civarinda ve

_ .
(b) glx) = o+ 3 nin x = -3 civarindaki

davranislarini agiklayin.
Coziim
(a) x sifira iki taraftan da yaklasirken, 1/x*'nin degerleri pozitiftir ve ok fazla biiyiirler
(Sekil 2.39a):
lim f(x) = lim %= = 00,
x—0 x—0 x2
(b) g(x)=1/(x+ 3)*nin grafigi f(x) = 1/x* grafiginin sola dogru 3 birim kaydirilmis sek-

lidir (Sekil 2.39b). Dolayisiyla, g fonksiyonu —3 civarinda aynen f’nin O civarinda
davrandig: gibi davranir.

1
hm b ——— = . [
glv) = e (x + 3)?
y = 1/x fonksiyonu, x — 0 iken tutarl bir davrams gostermez. x — 0" ise
1/x — 00 “dur, ancak x — 0™ ise 1/x — —00 olur. lim,_,, (1/x) i¢in sdyleyebilecegimiz tek
sey varolmadigidir. y = 1/x? fonksiyonu farklidir. x sifira iki taraftan da yaklasirken deger-
leri sonsuza gider, bu yiizden im,_, (1/x*) = 00 oldugunu sdyleyebiliriz.

ORNEK3  Rasyonel fonksiyonlar paydalarinin sifirlarinin civarinda farkli davranabilirler.
(x —2) (x —2) x—2
Iim ———=1lm ————= =1 0
@) erIIZ x2 —4 erPZ (x—2)(x+2) xlgx+2
x—2 _ x—2 _ 1 1
O T Gy MMy 27
(¢ lim x—3 = lim x— 3 _ x 2 civarinda olmak fizere,
=2 x2 — 4 =2t (x — 2)(x + 2) degerler x > 2 igin negatiftir.
x—3 _ x—3 x 2 civarinda olmak tizere,
@ xli>n2l’ w2 -4 xllgl (x —2)(x + 2) x <2 igin degerler pozitiftir.
. x—3
(e) xlg)n 2 xll_rflz m yoktur. (c) ve (d)’ye bakin.
2 —x o =2) -1
f) im ——=1lm ——— = lim ——— = —
L R S N YL

(a) ve (b) siklarinda, x = 2'de paydadaki sifirin etkisi pay’in da orada sifir olmasi ne-
deniyle sadelesir. Bdylece sonlu bir limit bulunur. Ayni sey, sadelestirmenin paydada hala
bir sifir biraktig1 (f) sikkinda gegerli degildir. [

Sonsuz Limitlerin Kesin Tanimi

Sonsuz limitlerin tanimlari, xy’a yeterince yakin biitiin x’ler i¢in f(x)’in sonlu bir L
sayisina keyfi olarak yakin olmasimi gerektirmek yerine, f(x)’in orijinden keyfi olarak



y =fw)

\
Xg— 0 Xg+ 6

SEKIL2.40  xo— 8 <x <xo+ §igin f(x)’in
grafigi y = B dogrusunun iist tarafinda
kalir.

2.5 Sonsuz Limitler ve Dikey Asimptotlar 117

uzak olmasini gerektirir. Bu degisiklik disinda, kullanilan dil daha 6nce gordiiklerimizle
aynidir. Sekil 2.40 ve 2.41 bu tanimlari agiklamakadir.

TANIM Limit Olarak Sonsuz ve Negatif Sonsuz

1. Her pozitif B reel sayisina karsilik
0<|x—x| <& iken f(x)>5B
olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 bulunabiliyorsa, x  x,’a yaklasirken
f(x) sonsuza yaklasiyor der ve

lim f(x) = oo
XX

yazariz.
2. Her negatif —B reel sayisina karsilik
0<|x—x| <& iken f(x)<-B
olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 bulunabilirse, x x,’a yaklasirken

f(x) eksi sonsuza yaklastyor der ve

y
\ lim f(x) = —©
XX
Xo *\5 %o X0/+ 3 / yazariz.
0 | | )

} ! xo'daki tek tarafli sonsuz limitlerin kesin tanimlari da benzerdir ve alistirmalarda verilmek-
} } tedir.

| |

| |

-B ‘ ORNEK 4 Sonsuz Limitlerin Tanimini Kullanarak

y=£w)

SEKIL 2.41 xy— 8 <x <x,+ & igin f(x)’in
grafigi y = —B dogrusunun {ist tarafinda
kalir.

lim Lz = o0 oldugunu ispat edin.
x—0 x

Cizim B > 0 verilsin,
0<|x—0] <& iken %>B
X
olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 bulmak istiyoruz.
Simdi,
1
Ancak ve yalniz x> < — veya buna denk olarak |x| < L ise % > B dir.
B \/B X

Boylece, 6 = 1/ VB (veya daha kiigiik bir pozitif say1) secersek

1
2

|x| < & olmasmin % > 5 = B ’yi gerektirdigini goriiriiz.
x

Bu nedenle, tanima gore

dir.
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Dikey asimptot

Yatay asimptot

1 Yatay
Asimptot
y=0

Dikey asimptot
x=0

SEKIL2.42  Koordinat eksenleri y = 1/x
hiperboliiniin her iki kolunun

asimptotlaridir.
y
Dikey
asimptot, 6
x=-2 5 _x+3
4k YEYT2
1
Yatay 3 :1+x+2
asimptot, ok
y=1 ——
1
Lo 1 [
5.4 3\2-10] 1 2 3
1k
2+
_3F
4

SEKIL2.43  y=1 ve x =—2 dogrular

y=(x+3)/(x + 2) egrisinin asimptotlaridir

(Ornek 5).

Dikey Asimptotlar

y = 1/x fonksiyonunun grafiginin {istiindeki bir nokta ile y-ekseni arasindaki uzaklik,
nokta grafik iizerinde dikey olarak orijinden uzaklastikga, sifira yaklasir (Sekil 2.42). Bu
davranig meydana gelir ¢iinkii

1 1

lim + = ve lim + =

X — 00

x—0"
dir. x = 0 dogrusunun (y-ekseni), y = 1/x’in grafiginin bir dikey asimptotu oldugunu soy-
leriz. Paydanin x = 0 da sifir olduguna ve fonksiyonun burada tanimli olmadigina dikkat
edin.

TANIM Dikey Asimptot

lim f(x) = £00  veya lim f(x) = 00,
x—a x—a

ise, x = a dogrusu y = f(x) fonksiyonunun bir dikey asimptotudur.

ORNEK 5

Asagidaki egrinin asimptotlarint bulun.

Asimtot Bulmak

:x+3
Y x+ 2

Cozim  x — +00 iken ve paydanin sifir oldugu x — —2’deki davranisla ilgileniyoruz.

Rasyonel fonksiyonu (x + 3)’ii (x + 2)’ye bolerek elde edilecek kalanlt bir rasyonel
fonksiyon olarak yazarsak, asimptotlar daha kolay bulunur:

1
x+2)x+3
x+2
1
Bu y’yi yeniden yazmamizi saglar:

1

y:1+x+2

Bundan, sorudaki egrinin y = 1/x egrisinin 1 birim yukari ve 2 birim sola kaydirilmis hali
oldugu anlasilir (Sekil 2.43). Asimptotlar, koordinat eksenleri yerine, artitk y = 1 ve x = -2
dogrularidir.

]
ORNEK 6 Asimptotlar iki Tarafli Olmak Zorunda Degildirler
Asagidaki egrinin yatay ve dikey asimptotlarini bulun.
_ 8
fo) ===,
Cozim  x — +£00 ve paydanin sifir oldugu x = — +2 iken ki davranislarla ilgileniyoruz.

f’nin bir ¢ift fonksiyon olduguna ve dolayisiyla grafiginin y-eksenine gore simetrik
olduguna dikkat edin.

(@) x— +00 iken davranis. lim,—eo f(x) = 0, oldugu igin, y = 0 dogrusu grafigin sag
taraftan bir asimptotudur. Simetriden dolayi, ayn1 zamanda soldan da asimptottur



y
8
y=-
x2— 4
Dikey asimptot,
Dikey x=2
asimptot Yata

x=-2 Y

asimptot, y =0

| —

I
23

—_

SEKIL2.46 y = —8/(x* — 4)’nin grafigi.
Egrinin x-eksenine yanliz bir taraftan
yaklastigina dikkat edin. Asimptotlar iki
tarafli olmak zorunda degildirler

(Ornek 6).
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(Sekil 2.44). Egrinin, x-eksenine yalniz negatif taraftan (veya attan) yaklastigina dikkat
edin.
(b) x > %2 iken davranis.

lim_f(x) = —o0 ve lim f(x) = o0

x—2" x—2

oldugu i¢in x = 2 dogrusu hem soldan hem de sagdan bir asimptottur. Simetri
dolayisiyla, aynisi x = -2 igin de gegerlidir.

f’nin baska her noktada sonlu bir limiti oldugu i¢in, baska asimptotu yoktur. [
ORNEK7  Sonsuz Sayida Asimptotu Olan Egriler

sin x
CcoS X

y =secx = ve y = tanx =

COsS x

egrilerinin grafiklerinin ikisinin de cos x = 0 oldugu /2 nin tek-tamsay1 katlarinda dikey
asimptotlart vardir (Sekil 2.45).

Y y =secx Y y =tanx

SEKIL2.45  sec x ve tan x fonksiyonlarmmn grafiklerinin sonsuz sayida dikey
asimptotlar1 vardir (Ornek 7).

CcOS X
sin x

Yy = cscx = ve y = cotx =

sin x

egrilerinin ikisinin de sin x = 0 oldugu 7r’nin tamsay1 katlarinda dikey asimptotlar1 vardir
(Sekil 2.46).

Y y =cscx Y y = cotx

1~ 1=

I3
NIy

SEKIL2.46  csc x ve cot x fonksiyonlarmin grafikleri (Ornek 7). u
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_1
2x — 4

_x*—-3_x
M

x — oo iken egri ile dogru
L arasindaki dik uzaklik
sifira gider.

6

i |

4_x=2%

3k T asimptot

2-/ y==+1
//L/I\ L1

|
|
|
|
|
1
7101F34x

ST

ok Di'key
asimptot
=3r x=2

SEKIL2.47 f(x) = (x* — 3)/(2x — 4)
fonksiyonunun grafiginin bir dikey
asimptotu ve bir yatay asimptotu vardir
(Ornek 8).

ORNEK8  Payinin Derecesi Paydasinin Derecesinden Bilyiik Olan Bir
Rasyonel Fonksiyon

Asagidaki fonksiyonun asimptotlarini bulun.

*-3
f(x):;x—4

Cozim  x — +£00 ve paydanin sifir oldugu x — 2 iken ki davranislarla ilgileniyoruz.
Once (x* — 3)%ii (2x — 4)'e boleriz:

X
> + 1
2x — 4)x2 — 3
x> — 2x
2x — 3
2x — 4
1
Bu bize
2
_x =3 _x 1
e R ey
lineer kal?
oldugunu soyler. lim,—,+ f(x) = 00 ve lim,—;- f(x) = —00 oldugu igin x = 2 dogrusu

iki tarafli bir asimptottur. x — +00 iken, kalan 0’a yaklasir ve f(x) — (x/2) + 1 olur.
y=(x/2) + 1 dogrusu hem sagdan hem de soldan bir egik asimptottur (Sekil 2.47).

Ornek 8 de suna dikkat edin, bir rasyonel fonksiyonun payimin derecesi paydasmnin dere-
cesinden biiyiik ise, | x | biiyiirken limit, pay ve paydasinin isaretlerine bagl olarak, + 00
veya —00 dur.

Baskin Terimler
Ornek 8’deki

x> -3
2x — 4

flx) =

fonksiyonu hakkinda ¢abucak yapabilecegimiz biitiin gdzlemlerden muhtemelen en yarar-
list

_x L
J) =5+ 1+
oldugudur. Bu bize derhal
flx) = % +1 Biiyiik x’ler iin
f(x) ~ ﬁ 2’ye yakin x’ler i¢in

oldugunu sdyler. f’nin nasil davrandigini bilmek istiyorsak, bu sekilde bulabiliriz. x
sayisal olarak biiyiik oldugunda, y = (x/2) + 1 gibi davranir ve 1/(2x — 4)’iin f’nin
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toplam degerine katkis1 dnemsizdir. x 2’ye yakin oldugundaysa, 1/(2x — 4) gibi davranur,
yani baskin katki 1/(2x — 4)’den gelir.

x sayisal olarak biiyiik oldugunda (x/2) + 1 baskin ¢ikar ve x 2 civarindayken
1/(2x — 4) baskin gikar deriz. Bunlar gibi baskin terimler bir fonksiyonun davranisim ke-
stirmenin anahtaridir. Iste bir baska drnek.

ORNEK9  Biiyik Olcek Uzerinde Ayni Gibi Goziiken Iki Grafik

fx) = 3x* — 2x* + 3x2 — 5x + 6 ve g(x) = 3x* olsun. x’in saysal olarak kiigiik deger-
lerinde f ve g oldukga farkli olsalar da, g¢ok biiyiik | x | degerlerinde neredeyse ayni
olduklarini gosterin.

Cozim  f ve g’nin grafikleri orijin yakininda olduk¢a farkli davranirlar (Sekil 2.48a),
fakat biiytlik 6lgekte neredeyse ayn1 gibi goziikiirler (Sekil 2.48b).

wn
(=)
=
[
(=
[=]
T

_

=)

e

=)

S

S
T

S —100,000

(@) (b)

SEKIL2.48 £ ve g’nin grafikleri, (a) kiigiik | x | degerlerinde farklidirlar ve biiyiik
|x| degerlerinde neredeyse aymdirlar (Ornek 9).

Grafik olarak g ile temsil edilen, f’deki 3x* teriminin, x’in sayisal olarak biiyiik deger-
leri igin f polinomuna baskin oldugunu, x — £ 00 iken iki fonksiyonun oranlarini incele-
yerek test edebiliriz.

. ) o =2+ 3P —5x+ 6
lim —— = lim
X—+00 g(x) X—+00 3x?
- 1 _ 2,1 5 .2
B xETOO<1 3x - x2 3 - x4)
= 1’

oldugunu ve dolayisiyla biiyiik | x | degerlerinde f ve g’nin neredeyse ayni olduklarini bu-
luruz. =
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ALISTIRMALAR 2.5

Sonsuz Limitler

1-12 aligtirmalarindaki limitleri bulun.

. .5
1. xli>n(}+ 3x 2. xlin(}* 2x
By b3
. 2x . 3x
R S L)
7. lim 8. lim —
=7 (x — 7) x=0 x*(x + 1)
2
9. a. b. lim ——
a x—0" 3x1/3 x>0 3x1/3
. 2 . 2
10. a. xlg{)l*xlﬁ b. xlgf)l*xlﬁ
. 4 . 1
11. }E}}] s 12. Ylg)r}) T
13-16 alistirmalarindaki limitleri bulun.
13. lim tanx 14. lim  secx

x—(mw/2)” x—(—m/2)"

15. lim (1 + cscf) 16. lim (2 — cot6)
0—0 0—0

Ek Hesaplamalar
17-22 alistirmalarindaki limitleri verilen durumlarda bulun.
17. lim 3
a. x—2% b. x—2~
c. x—>—2F d. x—> -2~
18. lim—~
x—1
a. x— 1" b. x—>1"
c. x——1" d x—-1"
2
19. 1im(x7 - %)
a. x—0" b. x—0"
. x—>V2 d x— -1
2
oxt =1
20. lim T
a. x— 2" b. x—> -2~

c. x— 1" d x—0

2 _
21, lim 2
x> — 2x
a. x—0" b. x—2"
c. x—>2" d x—2

e. x — 0 iken ki limit hakkinda bir sey soylenebilir mi?

2 _
22. hm%
x> — 4x
a. x—2" b. x— —2"
c. x—>0" d x—17

e. x — 0 iken ki limit hakkinda bir sey soylenebilir mi?

23-26 aligtirmalarindaki limitleri verilen durumlarda bulun.

. 3
23. hm(z - 1‘17)

a. t—0" b. t—0"
. 1

24. 11111(137 + 7)
a. t—0" b. t—0"
. 1 2

25. hm(xz/3 + = 1)2/3>
a. x—0" b. x—0"
c. x— 1" d x—1
. 1 1

26. 11m(x1/3 = 1)4/3>
a. x—0" b. x—0"
c. x— 1" d x—1

Rasyonel Fonksiyonlarin Grafiklerini Cizmek

27-38 alistirmalarindaki rasyonel fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin.
Asimptot ve baskin terimlerin grafikleri ve denklemlerini de ekleyin.

27.y:x_1 28.y:x_}_1
29'y:2x1+4 30'y:x:33
31'y:§13 32'y:xiicl
33.y=xx_21 34.y=);2_+11
e v =3
37.y="2x_1 38.y=x);1



Degerler ve Limitlerden Grafik Yaratmak

39-42 alistirmalarinda, verilen kosullar1 saglayan bir y = f(x) fonksiyo-
nunun grafigini ¢izin. Formiil gerekmemektedir — sadece koordinat ek-
senlerine isim verin ve uygun bir grafik ¢izin (Yanitlar tek degildir, do-
layistyla grafikleriniz cevaplar boliimiindekilerle ayni olmayabilir).

39. f(0) =0, f(1) =2, f(—1) = —2,Xli)r1100 fx) = —1 ve
lim f(x) =1

40. ;’(O) =0, xLiTDO fx) =0, lerBl+ flx) =2, ve
A S =2

41 f(0) =0, lim f(x) =0, lim f(x) = lim f(x) = oo,

lim_f(x) = =00 ve lim_f(x) = —o0

42. f(2) = 1 f(=1) = 0, lim f(x) =0, lim,_f(x) = oo,
lim f(x) = =00 ve lim f(x)=1

Fonksiyon Yaratmak

43-46 alistirmalarinda, verilen kosullar1 saglayan bir fonksiyon bulun
ve grafigini ¢izin (Yanitlar tek degildir. Kosullar1 saglayan herhangi
bir fonksiyon kabul edilebilir. Yardimer olacaksa pargali olarak
tanimlanmis fonksiyonlar kullanabilirsiniz).

43. lim f(x) =0, lim f(x) = 00 ve lim f(x) = o
Xx—>+00 x—2 x—2"

44. lim g(x) =0, lim g(x) = —© ve lim g(x) = o0
x—>+00 x—3 x—3"

45. lim h(x) = —1, lim A(x) = 1, lim A(x) = —1, ve
x—>—00 xX—00 x—0

1ina+ h(x) =1
46. lim k(x) =1, lim k(x) = oo ve lim k(x) = —o0
x—>+00 x—1 x—17

Sonsuz Limitlerin Esas Tanimi

47-50 alistirmalarindaki limitleri ispatlamak igin tanimlari kullanin.

47, lim L = — 48. lim - = oo
x—0 x2 x—0 |x|
49. lim — 2% = —o0 50. lim — 1 = oo

x—3 (x — 3)2 x—-=5 (x + 5)2

Tek Tarafli Sonsuz Limitlerin Esas Tanimi

51. Asagida sagdan sonsuz-limit tanimi bulunmaktadir.

Pozitif her B reel sayisina karsilik,
Xo<x<xo+6 iken flx)>B

olmasini saglayan bir 8 > 0 sayis1 bulunabilirse, x xy’a
sagdan yaklagirken f(x) sonsuza gider deriz ve
lim  f(x) = o0
x—x0"

yazariz.
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Tanimu asagidaki durumlari kapsayacak sekilde degistirin.

a. lim f(x) = o0

X—>X(

b. lim f(x) = —o0
X—>X(

c. lim f(x) = —o0
X—>X(

Alistirma 51°daki esas tanimlar1 kullanarak 52-56 alistirmalarindaki
ifadeleri ispatlayin.

.1
52. lim = o©
x_>0+x

53. lim L = —c0

x—0"

54. xlgrzl*x — 5, = ™
55. lim N 00
: y—2tx — 2
. 1 .
56. lim = 00

=11 — x2

Terimlerin Grafiklerini Cizmek

57-60 alistirmalarindaki fonksiyonlardan her biri iki terimin toplami1
veya farki olarak verilmektedir. Once terimlerin grafigini ¢izin (aym
eksen takiminda). Sonra bu grafikleri rehber olarak kullanarak,
fonksiyonun grafigini ¢izin.

. 1 T T
57.y—secx+;, _5<x<5
_ 1 = i
58. y = secx 2 2 <x<2
_ 1 = ™
59.y—tanx+x2, 2<x<2
1 T
60 y =y — tanx, —E<x<—

Grafikleri Formiillerle Karsilagtirma

61-64 alistirmalarindaki egrileri gizin ve egrinin formiiliiyle gordiik-
leriniz arasindaki iliskiyi agiklayn.

61'y:#
V4 — x?

-1
62. y = —F—-—
V4 — x?
1

_ 23
63.y—x/ +x1/3

. T
64. y = sin
Y (xz + 1)



124 Biiliim 2: Limit ve Siireklilik

Siireklilik

80 P
Oy

60 O3

40 O

0 0,

Disiilen mesafe (m)

0 5 10

Gegen zaman (sn)

SEKIL2.49  Serbest diigen bir cismin, gizilen

deneysel Oy, 0,2, 03, ...
kesiksiz bir egri ile birlestirmek.

veri noktalarini

N

0 1 2 3 4

SEKIL 2.50 Fonksiyon, [0, 4] fiizerinde
x =1, x =2 ve x = 4 disindaki noktalarda
stireklidir (Ornek 1)

Sagdan Iki-tarafli
siireklilik siireklilik Soldan

— stireklilik

m

‘ ! |

} 1y =fk) \

| I

l ‘ ‘
! | | .

a c b

SEKIL2.51 @, b, ve ¢ noktalarinda

sureklilik.

Laboratuvarda tiretilen veya dogadan toplanan fonksiyon degerlerini isaretlerken, isaretle-
nen noktalari genellikle, 6l¢iim yapmadigimiz zamanlarda fonksiyonun degerlerinin neler
olabilecegini gostermek amaciyla, kesiksiz bir egriyle birlestiririz (Sekil 2.49). Bunu ya-
parken, siirekli bir fonksiyonla, yani degerleri verilerle siirekli olarak degisen ve aradaki
degerleri almadan bir degerden digerine atlamayan bir fonksiyonla calistigimizi varsa-
yariz. Siirekli bir fonksiyonun, x bir ¢ ye yaklasirkenki limiti basitge fonksiyonun ¢ deki
degeri hesaplanarak bulunabilir. (Bunun, polinomlar i¢in dogru oldugunu Bdéliim 2.2 de
gordiik.)

Tanim kiimesi tizerinde grafigi, kalemi kaldirmadan tek bir stirekli hareketle ¢izilebilen
herhangi bir y = f(x) fonksiyonu stirekli bir fonksiyona bir drnektir. Bu béliimde bir
fonksiyonun siirekli olmasinin ne anlama geldigini daha kesin olarak inceleyecegiz.
Ayrica, siirekli fonksiyonlarin 6zelliklerini calisacagiz ve Bolim 1.2 de gosterilen
fonksiyon tiplerinin bir gogunun siirekli olduklarini gérecegiz.

Bir Noktada Siireklilik

Siirekliligi anlamak igin, Boliim 2.4 Ornek 2 de limitlerini inceledigimiz Sekil 2.50 deki
gibi bir fonksiyonu goz oniine almamiz gerekir.

ORNEK 1

Sekil 2.50 deki f fonksiyonunun stirekli oldugu noktalar ve siireksiz oldugu noktalar1 bu-
lun.

Siirekliligi Arastirmak

Cizim f fonksiyonu [0, 4] tanim kiimesi i¢inde, x =1, x =2 ve x = 4 disindaki her nok-
tada siireklidir. Bu noktalarda grafikte kopukluklar vardir. Tanim kiimesi i¢indeki her nok-
tada f’nin limiti ile f’nin degeri arasindaki iliskiyi diisiiniin.

f’nin siirekli oldugu noktalar:

x=04da li)n& f(x) = f(0).
x=34de lim f(x) = /(3).

0<c<4,c+#1,24de, lim f(x) = f(c).
x—c

f’nin siireksiz oldugu noktalar:

x=1de, lim1 f(x) yoktur.
xX—>

x =2de, lirn2 f(x) =1 fakat 1 # f(2).
xX—

x = 4te, 1in417 f(x) = 1 fakat 1 # f(4).
xX—>

c<0,c>4te, bu noktalar f’nin tanim kiimesinde degildir. [

Bir fonksiyonun tanim kiimesinde bir noktadaki siirekliligi tanimlamak igin, bir i¢
noktadaki (iki-tarafli limit gerektiren ) ve bir ug noktadaki (tek tarafli bir limit gerektiren)
stirekliligi tanimlamamiz gerekir (Sekil 2.51).



SEKIL2.52  Tanim kiimesinin

her noktasinda stirekli olan

bir fonksiyon (Ornek 2).
y
y=U)
or *

SEKIL2.53  Orijinde
sagdan siirekli fakat
soldan siirekli olmayan bir
fonksiyon. Burada bir
sigramali sitireksizligi
vardir (Ornek 3).
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TANIM Bir Noktada Siirekli
I¢ nokta :

lim f(x) = f(c).
X—>c
ise, y = f(x) fonksiyonu tanim kiimesinin ¢ i¢ noktasinda siireklidir.
Ug nokta:
lim_f(x) = f(a) veya  lim_ f(x) = f(b)
x—a x—b

ise, y = f(x) fonksiyonu tanim kiimesinin sirastyla, @ sol u¢ noktasinda siirek-
lidir veya b sag ug¢ noktasinda siireklidir.

Bir f fonksiyonu bir ¢ noktasinda siirekli degilse, f fonksiyonu c’de siireksizdir ve ¢
noktasi f’nin bir siireksizlik noktasidir deriz. ¢’nin f fonksiyonunun tanim kiimesinde
olmasi gerekmedigine dikkat edin.

Bir f fonksiyonu i¢in, lim,_,+ f(x) = f(c) ise, fonksiyon tanim araliginin x = ¢ nok-
tasinda sagdan-siirekli, lim,_, .- f(x) = f(c) ise, fonksiyon ¢ noktasinda soldan siireklidir.
Yani bir fonksiyon, a noktasinda sagdan siirekliyse, tanim kiimesinin sol ug¢ noktasi a’da
siirekli, b noktasinda soldan siirekliyse, b sag u¢ noktasinda siireklidir. Tanim araliginin bir
¢ i¢ noktasinda siirekli olabilmesi igin, ¢'de hem sagdan hem de soldan siirekli olmasi
gerekir (Sekil 2.51).

ORNEK2  Tamim Kiimesinin Tamaminda Siirekli Bir Fonksiyon

flx) = V4 - x2 fonksiyonu [-2, 2] tanim araliginin her noktasinda stireklidir (Sekil
2.52). Bu, f’nin sagdan siirekli oldugu x = -2 ve soldan siirekli oldugu x = 2 noktalarini da
igerir. [ |

ORNEK3  Birim Adim Fonksiyonunun Sicramali Siireksizlii Vardir

Sekil 2.53’te gosterilen U(x) basamak fonksiyonu x = 0’da sagdan siirekli, ancak o
noktada soldan siirekli veya stirekli degildir. x = 0'da sigramali siireksizligi vardir. [

Siirekliligi bir test seklinde 6zetleyebiliriz.

Siireklilik Testi

Bir f(x) fonksiyonu asagidaki {i¢ kogulu da sagliyorsa, x = ¢ noktasinda siirek-
lidir:

1. f(c) vardir (¢ f’nin tanim kiimesindedir)

2. limy—, f(x) vardir (x — c iken f’nin limiti vardir)

3. lime—, f(x) = f(c) (limit fonksiyon degerine esittir)

Tek tarafli stireklilik ve bir u¢ noktada siireklilik igin, testin 2. ve 3. kisimlarindaki limitler
uygun tek tarafli limitlerle degistirilmelidir.
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y
4 *~—
y =intx
3L veya
y=1Lx]
2+ &0
1+ *—0
! N ! ! ! X
-1 1 2 3 4
o—
—_0 2+

SEKIL2.54 En biiyiik tamsay1
fonksiyonu, tamsay1 olmayan her
noktada stireklidir. Her tamsay1 sagdan
stirekli fakat soldan stirekli degildir
(Ornek 4).

ORNEK 4 En Bilyiik Tamsay Fonksiyonu

Bolim 1'de tanitilan y = |x| veya y = intx, fonksiyonunun grafigi Sekil 2.54’te
¢izilmistir. Her tamsayida siireksizdir ¢iinki herhangi bir » tamsayisinda limit yoktur:
lim intx =n — 1 ve lim_intx = n
X—>n xX—>n

dir, dolayistyla x — n iken soldan ve sagdan limitler esit degildir. int n = n oldugundan en
biiylik tamsay1 fonksiyonu her tamsayida sagdan siireklidir (fakat soldan siirekli degildir).

En biiyiik tamsay1 fonksiyonu, tamsayilardan farkli her reel sayida siireklidir. Orne-
gin,

limintx=1=intl.5

x—1.5

dir. Genel olarak, # bir tamsay1 olmak tizere n — 1 < ¢ < nise

limintx=n—-1=intc

X—C .
dir.

Sekil 2.55 siireksizlik tiplerinin bir katalogudur. Sekil 2.55a’daki fonksiyon x = 0 da
siireklidir. Sekil 2.55b’deki fonksiyon igin f(0) = 1 olsaydi fonksiyon siirekli olurdu. Sekil
2.55c¢’deki fonksiyon igin f(0) = 2 yerine f(0) =1 olsaydi fonksiyon siirekli olurdu. Sekil
2.55b ve Sekil 2.55c’deki stireksizlikler kaldirilabilir siireksizliklerdir. Her fonksiyonun
x — 0 iken bir limiti vardir ve f(0)’1 bu limite esit olarak tanimlamakla siireksizligi kaldi-
rabiliriz.

Sekil 2.55d’den f’ye kadar olan stireksizlikler daha ciddidir: lim,_,, f(x) bulunma-
maktadir ve f’yi 0 da degistirerek durumu gelistirmenin bir yolu yoktur. Sekil 2.55d deki
birim adim fonksiyonunun bir sigramali siireksizligi vardir: tek tarafli limitler vardir fa-
kat degerleri farklidir. Sekil 2.55¢’deki f(x) = 1/x* fonksiyonunun bir sonsuz siireksizligi
vardir. Sekil 2.55f"deki fonksiyonun bir salinan siireksizligi vardir: fonksiyon ¢ok fazla
salimmaktadir, dolayisiyla x — 0 iken limiti yoktur.

y y y
y = flx)
¥ =)
/ 10—
/" -/ [

© (d)

y
y:sinZTW

(e) (f)
SEKIL2.55  (a) daki fonksiyon x = 0 da siireklidir; (b) den (f) ye kadar olanlar degildirler.



SEKIL 2.56 y = 1/x fonksiyonu x = 0
disindaki her degerde siireklidir. x = 0 da
bir siireksizlik noktasi vardir.

(Ornek 5).
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Siirekli Fonksiyonlar

Bir fonksiyon, ancak ve yalniz bir araligin her noktasinda siirekli ise bu aralik iizerinde
siireklidir. Ornegin, Sekil 2.52 de gizilen yarim ¢ember fonksiyonu, tanim kiimesi olan
[-2, 2] araliginin her noktasinda siireklidir. Tanim kiimesinin her noktasinda siirekli olan
bir fonksiyon siirekli fonksiyondur. Bir siirekli fonksiyon her aralikta siirekli olmak
zorunda degildir. Ornegin, y = 1/x fonksiyonu [-1, 1] {izerinde siirekli degildir (Sekil
2.56), fakat (—00, 0) U (0, 00) tanim kiimesi zerinde siireklidir.

ORNEK5  Siirekli Fonksiyonlar Belirlemek

(a) y = 1/x fonksiyonu (Sekil 2.56), tanim kiimesinin her noktasinda siirekli
oldugundan, siirekli bir fonksiyondur. x = 0 da bir siireksizlik noktast vardir, ancak,
orada taniml degildir;

(b) Boliim 2.3 Ornek 3’e gére f(x) = x birim fonksiyonu ve sabit fonksiyonlar her yerde
siireklidirler. u

Siirekli fonksiyonlarin cebirsel kombinasyonlar1 tanimli olduklart her yerde siirek-
lidirler.

TEOREM 9 Siirekli Fonksiyonlarin Ozellikleri
f ve g fonksiyonlart x = ¢ de siirekli ise, agsagidaki kombinasyonlari da x = ¢ de
stireklidir.

1. Toplamlar: f+g

2. Farklarr: f—g

3. Carpumlar: fg

4. Sabite Carpim: k- f herhangi bir k igin

5. Bolimler: f/g, g(c) # 0 olmak kosuluyla

6. Kuvvetler: /7, r ve s tam sayilar olmak iizere, ¢’yi igeren bir

acik aralikta tanimli olmasi kosuluyla.

Teorem 9°daki sonuglarin ¢ogu Boliim 2.2 Teorem 1 deki limit kurallariyla kolayca
ispatlanir. Ornegin, toplam kurali igin

Im(f + g)(x) = lim (f(x) + g(x))

lim f(x) + lim g(x), Toplam kurali, Teorem 1
x—c¢ x—c¢

= f(c) + g(c) f ve g’nin ¢ deki siirekliligi
= (f + g)o).
Bu, f + g’nin siirekli oldugunu gosterir.

ORNEK 6 Polinomlar ve Rasyonel Fonksiyonlar Siireklidirler

(a) Her P(x) = a,x" + a,_x"" ' + -+ + gy polinomu siireklidir ¢iinkii: Bolim 2.2
Teorem 2’ye lim P(x) = P(c).
Xx—c
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(b) P(x) ve O(x) polinomlar ise Teorem 9°daki Béliim Kuralina gére P(x) / O(x) rasyonel
fonksiyonu tanimli oldugu her yerde siireklidir (QO(c) # 0).

ORNEK7  Mutlak Deger Fonksiyonunun Siirekliligi

f(x) = |x| fonksiyonu x’in her degerinde stireklidir. x > 0 ise, f(x) = x bir polinomdur.
x < 0ise, f(x)=-x bagka bir polinomdur. Son olarak, orijinde lim, ¢ |x| = 0 = |0]
olur. ]

Béliim 2.2 Ornek 6’ya gére y = sin x ve y = cos x fonksiyonlari x = 0 da siireklidirler.
Aslinda, her iki fonksiyon da her yerde siireklidir (bkz. Alistirma 62). Buna gore, Teorem
9’dan, alt1 trigonometrik fonksiyonun hepsinin, tanimli olduklari her yerde siirekli olduk-
lar1 sonucu ¢ikar. Ornegin, y =tanx fonksiyonu -+ U (-7/2, w/2) U (7/2,37/2) U -
tizerinde siireklidir.

Bileskeler

Siirekli fonksiyonlarin biitiin bileskeleri siireklidir. Fikir sudur: f(x) x = ¢ de siirekli ise
ve g(x) x = f(c) de siirekli ise, g ° f x = ¢ de siireklidir (Sekil 2.57). Bu durumda x — ¢
iken limit g(f(c)) dir.

g-f

¢ de siireklidir

f g
siireklidir . siireklidir o
c S g(f(0))

SEKIL2.57  Siirekli fonksiyonlarin bileskeleri siireklidir.

TEOREM 10 Siirekli Fonksiyonlarin Bileskesi
f c’de stirekli ise ve g de f{c)'de stirekli ise, g o f bileskesi c'de siireklidir.

Sezgisel olarak, Teorem 10 anlamlidir ¢linkli x ¢’ye yakm ise f(x) te f(c)’ye yakindir
ve g f(c)de siirekli oldugundan g(f(x)) g(f(c))’ye yakindir sonucu gikar.

Bilegskelerin siirekliligi herhangi sonlu sayida fonksiyon igin gecerlidir. Tek istenen,
her fonksiyonun uygulandigi noktada siirekli olmasidir. Teorem 10’un ispati igin Ek 2°deki
Aligtirma 6’ya bakin.

ORNEK8  Teorem 9 ve 10 u uygulamak

Asagidaki fonksiyonlarin kendi tanim araliklarinda siirekli olduklarii gosterin.

@ y=Vx-2r-5 by y= 2"
1+ x*

x—2 xsinx

[ = d = |5
(© vy x2_2’ (GG 2+ 2




0.4

27 -7 0 T 2

SEKIL2.58  y = |(xsinx)/(x* + 2)|
fonksiyonunun siirekliligini
diisiindiirmektedir (Ornek 8d).
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Coziim

(@)

(b)

(©

(@)

Bir
y

Karekok fonksiyonu {izerinde siireklidir ¢iinkii [0, 00) siirekli birim f(x) = x fonksi-
yonunun bir rasyonel kuvvetidir (Teorem 9 Bolim 6). Verilen fonksiyon
f(x)=x*—-2x—5da polinomu ile g(r) = \/t karekok fonksiyonunun bileskesidir.

Pay, birim fonksiyonun bir rasyonel kuvvetidir; payda heryerde pozitif bir polinom-
dur. Bu nedenle, boliim siireklidir.

(x — 2)/(x* — 2) orant her x # + \6, i¢in siireklidir ve verilen fonksiyon bu oran-
la siirekli olan mutlak deger fonksiyonunun bileskesidir (Ornek 7).

Siniis fonksiyonu her yerde siirekli oldugundan (Alistirma 62), pay’daki terimi x sin x
stirekli fonksiyonlarin garpimidir ve paydadaki x* + 2 terimi her yerde pozitif olan bir
polinomdur. Verilen fonksiyon, siirekli fonksiyonlarin bir orani ile stirekli olan mutlak
deger fonksiyonunun bileskesidir (Sekil 2.58). [

Noktaya Siirekli Genislemeler

= (sinx)/x fonksiyonu x = 0 digindaki her noktada siireklidir. Bu anlamda y = 1/x

fonksiyonu gibidir. Fakat, x — 0 iken y = (sinx)/x’in sonlu bir limiti var oldugundan
(Teorem 7) bu anlamda y = 1/x’ten farklidir. Bu nedenle, fonksiyonun tanim kiimesi,
genisletilmis fonksiyon x = 0 da stirekli olacak bi¢cimde, x = 0 noktasini igerecek sekilde

genisletilebilir.
nx s
F =
x) 1, x=0

fonksiyonu F(x) da siireklidir x = 0 ¢iinkii

dir

lim >3 = F(0)

x> x
(Sekil 2.59).
y y
/(0’ D /«“” D Fw
2 2 T 2 T 2
(53 53 (53 53
i 0 T T 0 T
2 2 2 2
(a) (b)
SEKIL 259 —m/2 = x = w/2 igin f(x) = (sinx)/x’in grafigi (0, 1) noktasim igermez

¢linkii fonksiyon x = 0 da taniml1 degildir. (b) yeni F(x) fonksiyonunu F(0) = 1 ve baska her
yerde F(x) = flx) olacak sekilde tanimlayarak grafikteki siireksizligi kaldirabiliriz. Suna
dikkat edin, F(0) = lirr}) f(x).

x>
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2 y=x2+x—6
¥ —4
M
1F |
|
| | A | |
o 1 2 3 407
(a)
y
y_x+3
2 x+2

(b)

SEKIL2.60  (a) f(x)’in grafigi ve
(b) F(x)’in siirekli genislemesi
grafigi (Ornek 9).

Daha genel olarak, bir fonksiyonun (bir rasyonel fonksiyon gibi ) taniml1 olmadig1 bir
noktada bile limiti olabilir. f(c) tanimli degil, fakat lim,—. f(x) = L varsa,

f(x),  xf’nin tanim araligiysa
Flx) =
L, xX=c

kuraliyla yeni bir fonksiyon tanimlayabiliriz. ' fonksiyonu x = c’de stireklidir. F(x)
fonksiyonuna f’nin c’ye siirekli genislemesi denir. f rasyonel fonksiyonlar1 igin, stirekli
genislemeler genellikle ortak ¢arpanlar sadelestirilerek bulunur.

ORNEK9  Bir Siirekli Genisleme

X2+ x—6
f) =15

fonksiyonunun x = 2’ye siirekli bir geniglemesi oldugunu gosterin ve bu genislemeyi bu-
lun.
Cozim  f(2) tanimli olmadig1 halde, x # 2 ise

x2+x—6:(x_2)(x+3):x+3
x2— 4 (x—=2)x+2) x+2

fx) =

buluruz.

x+3
x+2

F(x) =

fonksiyonu x # 2 igin f(x)’e esittir, fakat ayni zamanda x = 2’de siireklidir ve degeri
5/4tiir. Yani F fonksiyonu f’nin x = 2’ye siirekli geniglemesidir ve
2
.o x+tx—6 .. _5
xh—r>nZ x2—4 _xh—rpzf(x)_4
bulunur. f’nin grafigi Sekil 2.60’ta verilmektedir. F slirekli genislemesinin grafigi bunun
aynisidir, fakat (2, 5/4)’te deligi yoktur. Aslinda F fonksiyonu x = 2’deki siireksizlik nok-
tast kaldirilmis f fonksiyonudur. [

Siirekli Fonksiyonlar icin Ara Deger Teoremi

Araliklarda siirekli olan fonksiyonlarin matematikte ve uygulamalarinda 6zel bir yer tut-
malarini saglayan 6zellikleri vardir. Bunlardan biri Ara Deger Ozelligidir. Bir fonksiyon,
aldig1 iki deger arsindaki biitiin degerleri aliyorsa fonksiyonun Ara Deger Ozelligi vardir
denir.

TEOREM 11 Siirekli Fonksiyonlar icin Ara Deger Teoremi

[a, b] kapal1 araliginda stirekli olan bir f(x) fonksiyonu f(a) ile f(b) arasindaki
her degeri alir. Bagka bir deyisle, y, f(a) ile f(b) arasinda herhangi bir deger
ise, [a, b] arahigidaki bir ¢ igin f(c) =y, dir.



y
3= ———o
o
1k
4 I I I
0 1 2 3 4
SEKIL 2.61

2x — 2, 1=x<2
f(x)_{3, 2=x=4
fonksiyonu f(1)=0 ve f(4)=3
arasindaki her degeri almaz; 2 ile 3
arasindaki hicbir degeri almaz.
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fib)

Yo

fla)

Geometrik olarak, Ara Deger Teoremi sunu sdylemektedir: y-eksenini f(a) ile f(b)
say1lar1 arasinda kesen herhangi bir y =y, yatay dogrusu y = f(x) egrisini [a, b] aralig1 iiz-
erinde en az bir defa kesecektir.

Ara Deger Teoreminin ispat1 reel say1 sisteminin biitiinlik 6zelligine dayanmaktadir
ve daha ileri seviyedeki kitaplarda bulunabilir.

f’nin aralik iizerindeki siirekliligi Teorem 11 icin gereklidir. Sekil 2.61°deki
fonksiyonda oldugu gibi, ffonksiyonu araligin tek bir noktasinda bile siireksizse, teoremin
sonucu dogrulanmayabilir.

Grafikler icin Bir Sonuc: Birlestirilebilirik Bir aralik iizerinde siirekli bir fonksiyonun
grafiginin, aralik boyunca kesikli olamamasinin nedeni Teorem 11°dir. Grafik, sin x’in
grafigi gibi birlesik, kesiksiz, tek bir egri olacaktir. En biiyiik tamsay1 fonksiyonu gibi
(Sekil 2.54) sigramalari veya 1 /x gibi (Sekil 2.56) ayr1 kollar1 olmayacaktir.

Kk Bulma igin Bir Sonug ~ f(x) = 0 denkleminin ¢oziimiine f fonksiyonunun bir kokii veya
sifir1 deriz. Ara Deger Teoremi bize sunu sdyler, f stirekliyse f’nin {izerinde isaret
degistirdigi herhangi bir aralik fonksiyonun bir sifirini igerir.

Ozel olarak, bir bilgisayar ekraninda bir siirekli fonksiyonun grafiginin yatay ekseni
gectigini gordiigiimiizde bunun atlayarak gegme olmadigini biliriz. Orada fonksiyon dege-
rinin sifir oldugu bir nokta gercekten vardir. Bu sonug, grafiklerini ¢izebildigimiz herhan-
gi siirekli fonksiyonlarin sifirlarini tahmin etme islemine gotiirtir:

1. Sifirlarmin kabaca nerede oldugunu gérmek igin fonksiyonun grafigini genis bir
aralikta ¢izin.

2. Sonra, x-koordinat degerini tahmin etmek igin her sifira yaklagin.
Grafik cizer hesap makinenizde veya bilgisayarinizda bu islem iizerine pratik yapa-

bilirsiniz. Sekil 2.62'de x> — x — 1 = 0 denkleminin grafik ¢oziimiindeki tipik adimlar
goriilmektedir.
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0.02

0.003

1.320 ! !

(b)

! 1 11.330

1.3240 L

-0.02

SEKIL2.62  fix) = x* —x — 1 fonksiyonunun bir sifirma yakinlasmak. Kok x = 1.3247

yakimindadir.

ALISTIRMALAR 2.6

—-0.003

(d)

Grafiklerden Siireklilik

1-4 alistirmalarinda, verilen grafigin [-1, 3] araliginda siirekli olup ol-
madigimi soyleyin. Degilse, nerede ve neden degildir?

1. 2.
y y
y=fx) y =gk
2+ 2+
f\/ /\;
/ - AT
! ! ! ! X ! ! ! ! X
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
3 4.
y y
y = h(x) y = k(x)

5-10 Alistirmalart asagidaki sekilde grafigi ¢izilen

-1 -1=x<0
2x, 0<x<1
fx) = L x=1
—2x + 4, 1<x<2
0, 2<x<3
fonksiyonu hakkindadir.
y
y =/
y=2x y=-2x+4
& A
—w‘} 1 2 3
y=x2—1 -1

5-10 Alistirmalarindaki grafik



. f(=1) var midir?

lim,— —y+ f(x) var midir?

. limy—_y+ f(x) = f(—1) midir?

x=-1de f stirekli midir?

. f(1) var midir?

lim,—1 f(x) var midir?

. limy— f(x) = f(1) midir?

. x=1de fsiirekli midir?

. x=2de ftanimli midir? (f nin tanimina bakin.)
. x =2'de f stirekli midir?

8. Hangi x degerlerinde fsiireklidir?

Ty &6 T BT

9. Genislemis fonksiyonun x = 2’de siirekli olmasi igin f(2)’ye
hangi deger verilmelidir?

10. Siireksizligi ortadan kaldirmak igin f(1)’in yeni degeri ne ol-
malidir?

Siireklilik Testini Uygulamak

Asagidaki alistirmalarda fonksiyonlar hangi noktalarda siirekli
degildirler? Hangi noktalarda, miimkiinse, siireksizlikler kaldirilabilir,
hangilerinde kaldirilamaz? Agiklayn.

11. Bolim 2.4, Alistirma 1 12. Bolim 2.4, Alistirma 2
13-28 alistirmalarindaki fonksiyonlar hangi noktalarda stireklidir?
1 1

13.y=m—3x 14.y:m+
x + 1 x+3
15. y= ——+——— 16. y = ———"——
YT 4+ 3 YT - 10
2
17. y = |x — 1| + sinx 18.y=|x|1+1—%
CcoS x x+ 2
19. y = —— 20. y = o5y
21. y = csc2x 22.y=tan%
23 _ xtanx 24 _ Vx* + 1
Y X2+ 1 Y 1 + sin’x
. = X + . = X —
25. y = V2x +3 26. y=V3x—1
27. y = (2x — 1) 28. y=(2—x)'

Bileske Fonksiyonlar

29-34 alistirmalarindaki limitleri bulun. Fonksiyonlar yaklasilan nok-
talarda siirekli midirler?

29. lim sin (x — sinx)

X1
30. lim sin( = cos (tan ¢
[E)T(l)sm(z cos (tan ))

31. lim1 sec (ysec’y — tan’y — 1)
yq

32. lin}) tan <% cos (sinx1/3))
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33. lim cos <+>
=0 V19 — 3 sec 2t

34. lim Vesc?x + 5V3tanx
x—/6

Siirekli Genislemeler

35. g(x) = (x* — 9)/(x — 3)’iin x = 3’te siirekli olmasini saglaya-
cak g(3) degerini bulun.

36. h(t) = (1 + 3t — 10)/(t — 2)’nin ¢ = 2'de siirekli olmasm
saglayacak A(2) degerini bulun.

37. f(s) = (s* = 1)/(s*> — 1)’in s = 1'de siirekli olmasini saglaya-
cak f(1) degerini bulun.

38. g(x) = (x* — 16)/(x* — 3x — 4)’lin x = 4’te siirekli olmasmni
saglayacak g(4) degerini bulun.

39. a@’nin hangi degeri igin

x2—1, x<3

o) = {Zax, x=3

her x degerinde stireklidir?

40. b’nin hangi degeri igin

glx) = {sz

her x degerinde siireklidir?

X

VoA
O

41-44 alistirmalarinda, orijinde siirekli bir genislemesi olup olmadigi-

n1 gormek i¢in f fonksiyonunu g¢izin. Varsa, x = 0'daki genisleme
fonksiyonunun degerini bulun. Fonksiyonun siirekli bir genislemesi
yok gibiyse, orijinde sagdan veya soldan siirekli olacak bir genigleme
bulunabilir mi? Bulunabilirse, genisleme fonksiyonunun de-
ger(ler)inin ne olmasini beklersiniz?

X [x] —
a1, fy =181 a2, f(r) =11

43. f(x) = Snx

N 44. f(x) = (1 + 2x)'7

Theori ve Ornekler

45, Siirekli bir y = f(x) fonksiyonunun x = 0’da negatif, x = 1'de pozi-
tif oldugu biliniyor. x = 0 ile x =1 arasinda, f(x) = 0 denkleminin
neden en az bir ¢6zlimii vardir? Cizerek gosterin.

46. cos x =x’in neden en az bir ¢6ziimii oldugunu agiklayin.

47. Bir kiibigin kokleri x> — 15x + 1 = 0 denkleminin [4, 4]
araliginda ii¢ ¢oziimiiniin oldugunu gosterin.

48. Bir fonksiyon deger F(x)= (x —a)* - (x — b)* + x fonksiyonunun
x’in bazi degerleri igin (a + b)/2 degerlerini aldigim gdsterin.

49. Bir denklemi ¢ozmek f(x) = x> — 8x + 10 ise, f(c)’nin (a) ; (b)
- \/3; (c) 5.000.000 degerlerine esit oldugu ¢ degerleri bu-
lundugunu gosterin.



134

50.

51.

52.

53.

54.

S5.

56.

57.

Boliim 2: Limit ve Siireklilik

Asagidaki bes ifadenin neden ayni bilgiyi gerektirdiklerini

aciklayin.

f(x) =x*—3x — 1’in koklerini bulun.

b. y = x* egrisinin y = 3x + 1 dogrusunu kestigi noktalarm x
koordinatlarini bulun.

a.

¢. x> —3x =1 olan biitiin x degerlerini bulun.

d. y = x> — 3x egrisinin y = 1 dogrusunu kestigi noktalarm x
koordinatlarini bulun.

e. x> —3x— 1 =0 denklemini ¢dziin.

Kaldirlabilir siireksizlik x = 2 noktasinda kaldirilabilir bir sii-

reksizligi bulunan ve bunun disinda her yerde siirekli olan bir f(x)

fonksiyonu bulun. f’nin x = 2’de siireksiz oldugunu nasil anladig-

niz1 ve siireksizligin neden kaldirilabilecegini agiklayn.

Kaldirilamaz siireksizlik x = —1 noktasinda kaldirilamaz bir
stireksizligi olan ve bunun disinda her yerde stirekli olan bir f(x)
fonksiyonu bulun. f’nin x = —1’de siireksiz oldugunu nasil an-
ladigimiz1 ve siireksizligin neden kaldirilamayacagini agiklayin.
Her noktada siireksiz olan bir fonksiyon
a. Bos olmayan her reel say1 araliginin hem rasyonel hem de ir-

rasyonel sayilar igerdigi bilgisini kullanarak,

1, xrasyonel ise

10 =1,

fonksiyonunun her noktada siireksiz oldugunu gosterin.

x irrasyonel ise

b. f herhangi bir noktada sagdan veya soldan siirekli midir?

=

f(x) ve g(x) fonksiyonlar1 0 = x 1 araliginda stirekliyse,
f(x)/g(x) [0, 17’in herhangi bir noktasinda siireksiz olabilir mi?
Yanitinizin nedenini agiklayin.

h(x) = f(x) - g(x) carpim fonksiyonu x = 0’da siirekliyse, f(x) ve
g(x) de x = 0da siirekli olmak zorunda midir? Yanitinizin ne-
deninin aciklaymn.

Siirekli fonksiyonlarin siireksiz bileskesi x = 0’da bileskeleri
f ° g stireksiz, fakat kendileri siirekli olan f ve g fonksiyonlarma
bir 6rnek verin. Bu Teorem 10°la gelisir mi? Yanitinizi agiklayin.
Daima sifirdan farkh siirekli fonksiyonlar Bir aralikta sifir
degeri almayan siirekli bir fonksiyonun bu aralik tizerinde isaret
degistirmeyecegi dogru mudur? Yanitinizi agiklayim.

2.7

Tedetler ve Tiirevler

58.

59.

60.

61.

62.

Bir lastik band1 germek Bir lastik band1 bir taraftan saga, diger
taraftan sola dogru gererken, banttaki bir noktanin yeniden eski
konumuna gelecegi dogru mudur? Yanitinizi agiklayin.

Sabit nokta teoremi  Bir f fonksiyonunun [0, 1] kapali
araliginda siirekli oldugunu ve [0, 1]deki her x igin
0 = f(x) = 1 oldugunu varsayin. [0, 1] aralifinda, f(c) = c ola-
cak sekilde bir ¢ sayist bulunmasi gerektigini gosterin (¢’ye f’nin
sabit noktasi denir).

Siirekli fonksiyonlarin isaret koruma ozelligi f fonksiyonu
(a, b) araliginda tanimlanmis olsun ve f’nin siirekli oldugu bir ¢
degeri icin f(c) # 0 olsun. ¢ civarinda f’nin f(c) ile ayn1 isaretli
oldugu bir (¢ — 8, ¢ + 8) araligi bulundugunu gosterin. Bu
sonucun ne kadar 6nemli olduguna dikkat edin. f fonksiyonu
(a, b)’de taniml1 oldugu halde, ¢ disindaki bir noktada siirekli ol-
mast gerekmemektedir. Bu ve f(c) # 0 olmast f’yi biitlin aralik
iginde (pozitif veya negatif) sifirdan farkli yapmaya yeterlidir.

Ancak ve yalniz

lim f(c + h) = f(c).
h—0
ise f’nin ¢ ‘de siirekli oldugunu gosterin.

f(x) =sin x ve g(x) = cos x’in her x = ¢ noktasinda siirekli olduk-
larint ispatlamak igin Alistirma 61’1 ve

sin(h + ¢) =sinhcosc + coshsinc,

cos(h + ¢) = coshcosc — sinhsinc

6zdesliklerini kullanin

B3 Denklemleri Grafik Yontemlerle Cozme

63

-70 alistirmalarindaki denklemleri ¢6zmek igin grafik ¢izen hesap

makinesi veya bir grafik programi kullanin.

63. x> =3x—1=0

64. 2x* —2x? —2x+ 1 =10

65. x(x—1)>=1 (tek kok)

66. x* =2

67. Vx + V1+x=4

68. x° — 15x + 1 = 0 (iig kok)

69. cos x = x (tek kok) Radyan mod kullanmaya dikkat edin.
70. 2 sin x = x (li¢ kok) Radyan mod kullanmaya dikkat edin.

Bu boliimde, Boliim 2.1°de baslanan kirig ve teget tartismasina devam edilmektedir. Egri-
lerin tegetlerini bulmak igin kirislerin egimlerinin limitlerini hesapliyoruz.

Bir Egrinin Tegeti Nedir?

Cemberler igin teget kavrami agiktir. Bir L dogrusu ¢emberin bir P noktasindan P’deki
yarigapa dik olarak gegiyorsa, L ¢gembere P’de tegettir (Sekil 2.63). Bdyle bir dogru ¢cem-
bere sadece dokunur. Fakat bir L dogrusunun baska bir C egrisine bir P noktasinda teget



