6.1 GIRIS

BELIRLI INTEGRALLER

Bu bélitmde, mantig1 M.O. 300 yillarinda Arsimet tarafindan kurulan fakat Ma-
tematik diinyasina malolusu 16. yiizyil ortalarinda Newton ve Leibnitz tarafindan
gergeklestirilen, belirli integral adi verilen yeni bir integral kavramini vermeye
¢ahisacagiz. Daha sonra bu kavramla belirsiz integral arasindaki iligkiler ortaya
konacaktir.

Belirli integral kavrami, bir y = f{x) egrisi, Ox ekseniile x=a ve x=5b dog-
rular tarafindan smirlanan bolgenin alanimi hesaplamak igin gelistirilen bir kav-
ram olmakla beraber, daha sonralar1 bircok alanda kullanilmaya baglanitmgtir.

Simdi Arsimet tarafindan ortaya kbnulan, bir bolgeye ¢okgensel bolgelerin alan-
lar yardimiyla yaklagma diisiincesine bir gbzatalim.

Arsimet, r yarigaph bir dairenin alanim hesaplarken o dairenin icine, kdseleri
cember iizerinde bulunan, bir n— kenarh diizgiin ¢okgen ile kenarlari cembere te-
get olan n— kenarli bagka bir diizgiin ¢okgen ¢izmis; dairenin § alaninin bu iki
gokgenin alanlar arasinda bir say1 oldugunu sOylemistir. Cokgenlerin kenar sayi1-
s1 arttinldiginda ¢okgenlerin alanlarimin daire alanma yaklagacagini ifade etmig-
tir.

icteki gokgene P,, distaki gokgene Q, diyelim. Cokgenlerin bir kenarimn
yarisin1 géren merkez aginin Slgiisii o, derece olsun.

360° _ 180°
" 2n T n

olur.

Archimedes (M.0. 287 — 212) Yunan Matematikgisi
Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646 — 1716) Alman Matematikgisi
Isaac Newton (1642 — 1727) Ingiliz Matematikgisi
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Alan (P,) = 2n%lOCl ICBl=nr cosa, r sina,
= %r2(2 sinay, cosa,) = %rz sin 2o,
= -’lrzsin(Z—lSO ):lrzsin(%o )
2 n 2 n
ve
Alan (Q) = 2n % IOM| . IMN|=n.r.r tano, = n r*tana,,
= nr? tan( 180 )
n

olacagindan, dairenin S alam

—rirzsin(%o )<S<n rztan(lso )
2 n n

bagintisini saglar. Bu bagintida n yerine ne kadar biiyiik degerler verilirse, S icin
daha iyi yaklagimlar elde edilir. Ornegin, trigonometrik cetveller yardimiyla

n=6 igin 2,598000 r? < S < 3,464102 r?
n=12 icin 3,000.000 r% < S < 3,215390 r?
n=24 igin 3,105829 r? < S < 3,159660 r?
n=48 igin 3,132629 r? < S < 3,146086 r?
n=96 igin 3,139350 r2 < S <3,142715 r?
n =180 igin 3,140955 r* < §<3,141912 r?
n =360 igin 3,1414133r2 < § < 3,141672 12
n="720 icin 3,141553 r* < §<3,141613 2

bagintilan elde edilir. Bu degerler, bugiin ¢ok iyi bilinen S = &t 72° sayismna ol-
dukga yakin sayilardir.

Bir egri altinda kalan bolgelerin alanlarina ge¢cmeden 6nce bazi kavram ve sem-
bolleri tanitmaya ¢alisalim.



6.2 ARALIKLARIN PARCALANMASI

Integral teorisinin temel kavramlarindan biri, parcalanma kavramudir. Simdi bu
kavrami taniyalim.

TANIM
[a,b] aralifim
a<x;<xy;<.... <xp <b
_Ozelligini saglayan x(, x, ... ,x, | noktalari yardimiyla n tane alt aralifa bs--

lelim. Uygunlugunu saglamak icin a sayisini x,, b sayisim da x,, ile goste-
relim.

P={xg,%1,%, ..., Xg_1, Xn}
kiimesine [a,b] aralifinin bir parcalanmasi veya boliintiisii denir.
[B25021 I T2 (R e
arabiklarma [a,b] nin P parcalanmasina karsilik gelen kapali alt araliklari,
(X0> X1) » (K15 X2)s +evs (Ryys Xy)
araliklarina da acik alt araliklar ad verilir.
Axy = X=Xy

sayisma [x_;, x] aralifinin boyu veya ol¢iisii denir. Alt araliklarin boy-

larmin en biiyiigiine P parcalanmasinin normu veya maksimal ¢ap1 denir,
Pl ile gosterilir. Su halde,

IIPNl = maks {Ax;, Ax,, ..., Ax, }

dir. Eger tiim alt araliklarin boylart birbirlerine egit ise bu parcalanmaya
diizgiin par¢alanma ad verilir.

Yukaridaki tanimdan da anlagilacag: gibi, bir [a,b] arahiginin sonsuz ¢oklukta
parcalanmasi vardir. Bu parcalanmalardan bazilarim kargilagtirmak miimkiindiir.

TANIM

[a,b] arahimn iki pargalanmasi P, ve P, olsun. Eger P, c P, ise P,
parcalanmasi P; den daha ince veya daha siktir denir.

ORNEK : [1,2] arabiginm iki par¢alanmasi

L2 (1337
P]“{ls3,2}, P2"{1’4’29432}

olsun. Bu iki par¢alanmayi ve bu pargalanmalarin normlarimi karsilastirmz.
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Céziim : P, c P, oldugundan P,, P, den daha incedir. ||P1||=T,1Z- , ||P2||=-‘11

oldugundan, |P = |P,| dir.

Bir [a,p] araliginin Py, P,, ...... , P, parcalanmalan i¢in,

ise
(151 1Y e 1.6

olacagi aciktir. Yani par¢alanma inceldik¢e normu kiigiiliir. IlPIl nin sifira yaklas-
masi demek her bir alt araligin boyunun sifira yaklagsmasi ve dolayisiyla alt ara-
liklarin sayis1 olan n nin sinirsiz olarak biiylimesi yani, +¢ degerine yaklagma-
st demektir. Bunun karsiti dogru degildir. Yani n — +% olmas1 IPll nin sifira

yaklagmasini1 gerektirmez. Omegin,
2 k n-1
Pfo. - (d) -3 - (2) )
parcalanmasi gdzoniine abndifinda Vn =2 igin ||P||=% olur. Dolayistyla
n— +o icin |Pll= % #0 dir. Eger P par¢alanmasi diizgiin ise bu taktirde
Pl -0 & n— 4
onermesi dogrudur.

n
a,, ay, ...,a, sayillarnnin toplami, kisaca, Zak sembolii ile gosterilir. Buna gore,
k=1

n
Zak=a1+a2+ et a,
k=1

olacaktir. Burada Z , toplama sembolii olup "sigma" diye okunur. Bu semboliin

sagladigs cebirsel kurallar sunlardur :

1 E(ak +by)= Zak + Zbk (toplama kuralr)

k=1 k=1

=~
M= .
—_

n n
(a,—by)= Zak— Ebk (ctkarma kural)

2)
k=1 k=1 k=1
n n
3) Zc a,= czak (c herhangi bir sabit)
k=1 k=1
n
4) Zc =nc (c herhangi bir sabit)
k=1

Bu béliimde kullanacagimiz temel toplam formiilleri agagida verilmistir. Bunla-
rin dogrulugu tiimevarim yontemi veya bagka cebirsel yontemlerle gosterilebilir:
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y y=fx)

0 a X| Xy x3x4x5 b

Alt toplam

y=fx)

X

0 a X|xy x3x4%X5 b
Ust toplam

y=f()

X

0 a XjXxp X3 xqxs b

Riemann Toplam
(x*, olarak[x k- 1%k ]
aralifimin orta noktalari
alinmigtir

X

a) 2k:1+2+3+ ....... +n=nnt 1)
b) 2k2=1+22+32+ ..... +p2=nn+D2n+1)

2
©) 2k3:1+23+33+ ...... +n3:[l(i+_1)]

k=1
d) i 1 =L+——+....+
kk+1) 12 23

10
ORNEK : Z(3k2 - 2k) toplamini bulunuz.
k=1

10
Coziim : ) (3k% - 2k)

k=1

1l

10 10
3D k-2 0k
k=1 k=1

10.11.21 10.11
3. 3 -2 )

=1155-110=1045

TANIM

f:lab]l = R fonksiyonu siirekli olsun. [a,b] aralifinin
P =A{xy, xy, ..., x,} parcalanmas: icin

M, = maks { fix) : 4 <sx<x}

my =min { fx) 1 5y <x <%}

olsun.
n n
AfP)=D moax,  ve  U(fP)=Y M, ax,
k=1 k=1

toplamlarina swrasiile, f fonksiyonunun P pargalanmasina kargilik gelen
alt toplami ve list toplami adi verilir.

xk* » [*y 5 %] alt aralifinda alinan herhangi bir nokta olmak iizere

R(,P)= ), flxhax,
k=1

toplamuma f fonksiyonunun P pargalanmasina karsilik gelen bir Riemann
Toplamu denir.

Riemann toplamu, x,f noktalarinin segiligine baghdir.
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1_3_2 x

Py icin alt toplam

_

oo
[

=

P, igin alt toplam

1 P

P, igin iist toplam

Her P parcalanmast igin
A(f,P) < R(f.P) < U(f,P)
olacag acgiktir.

Kolayca gosterilebilecegi-gibi parcalanma inceldikge alt toplamlar artar, iist
toplamlar azalir. Bazi fonksiyonlar igin iist ve alt toplamlar farki sifira yaklagr.
Bu durumda U(f, P) , A(f,P) ve R(f,P) toplamlar1 ayn1 bir / sayisina yaklagir.

fix) >0 oldugunda, y = fx) egrisi, Ox — ekseni, x =a ve x = b dogrulan
arasinda kalan bolgenin alan alt ve iist toplamlar arasinda bir sayidir.

ORNEK : f(x) = x2 fonksiyonunun P= {1, —;—2} parcalanmasina kargilik gelen

alt ve iist toplamlarim bulunuz. y = x> egrisi, Ox — ekseni, x =1 ve x=2 dog-

rular1 arasinda kalan bolgenin alani hangi sayilar arasindadir. Aym sorulan

P= {1 , i—, -%, %, 2} parcalanmasi icin cevaplandinniz.

Coziim : fix) = x> fonksiyonu [1,2] araliginda artan oldugundan B A

arah@inda en kiigiik degerini x, _; en biiyiik degerini x, noktasinda alr.

r). Lap L3yl 2y L
A(LB)=f ). g +f D5 +F (D (D

1(.,.25.9 49\ 63
~1(1,25,9,49)\_63
4( 16+4+16) 32

olacagindan bolgenin § alam igin

= 1,968

1,625 <§<3,125

yazilabilir. P, pargalanmasi igin

AP =F D +f () +F(3)+f( )4

1(,.25 9 49)_63;1’968

=z(l+ﬁ+4+ﬁ =3

ULP)= )+ f () 3+ F (D)L +f @)

_1(,,25,9 49 ) 87 _
_4(1+16+4+16+4)_32=2,718

olur. Buna gore,
1968 < S<2,718

yazilabilir.

Yukanidaki rnekten de goriildiigi gibi pargalanma inceldikge alt toplam artmak-
ta, list toplam azalmakta, dolayisiyla her ikisi de Riemann toplamina yaklagmak-
tadir. Eger alt ve iist toplamlar aym bir [/ sayisma yaklagirsa Riemann toplami
da ayni1/ sayisina yaklagir.



6.3 BELIRLI INTEGRALLER

TANIM

£, [a,b] iizerinde tanimly, sinirh bir fonksiyon olsun. Eger
lim > fo¥ )ax =1
k=1

1P~ 0 &=

limiti varsa, bu limite f nin @ dan b ye kadar integrali denir ve

/abf(x)dx

" ile gosterilir. Bu durumda f, [a,b] izerinde integrallenebilirdir denir.

Yukaridaki limit gu anlamdadar.

Ve>0 igin 38 >0 oyleki lIPll <& bagmtisini saglayan herbir P pargalanmas
igin :

<&

n
Zf(x,f Jax, -1
k=1
olur.

1
ORNEK : /0 x*dx integralini hesaplaymiz.

Coziim : [0,1] aralifi esit uzunluklu n pargaya bolelim. Bu durumda herbir
alt araligin boyu

_1-0_1

Xe

n n

birim olur. Parcalanmanin noktalari

1 2 k
x =0, xﬁ; R xzzg R xkzg, v Xy =1
olacaktir. [x,_,,x,] araliginda fonksiyon en kiigiik degerini x,_;, en biiyiik de-

gerini x;, noktasinda alir. Buna gore,

n n

Ef(xk~l)mk:2(k_ 1)2-”1’

k=1 =1 1 n

A(f.P)

(n-1Dn2n-1) - (n-1D2n-1)
6n° 6n*
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n n

U¢p) = Zf(xk)Afo(“];“)z%

k=1 k=1

12":18 12": 2 1 nn+D2n+1)
2N Kk L N2 L Rt NART L)
nein? Rt n 6

_ (n+D@2n+1)
6n>

olur. Su halde

(n-1)2n-1) <R¢P)< (n+D(2n+1)
6n* ’ 6n*

yazilabilir. Par¢alanma diizgiin oldugundan
Pl >0&n—

dir. Buna gore

n+ DC2n+1) -

lim D@1 < 1 R£P) < lim
n—oo n-oo 6n2

n—oo 6n°
L</12 <1 /‘z _1
35 d=g = f di=g
bulunur.

Simdi integrallenebilen fonksiyonlar karakterize eden teoremi ifade edelim:

TEOREM 6.1 : f:[a,b] - R fonksiyonu sinirlt olsun. fnin [a,b] iizerinde
integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart, her £>0 igin,

U(f,P) - A(fP) < ¢ (Riemann sart1)

kalacak sekilde [a,b] aralifimin bir P parcalanmasinin varolmasidir.

Su ana kadar tamidigimiz fonksiyonlarin hemen hepsi integrallenebilen fonksi-
yonlardir. Integrallenebilen fonksiyonlar ile ilgili detayh bilgileri [1] ve [2] kay-
naklarinda bulabilirsiniz. Bu konuda agagidaki teoremi ifade edebiliriz.

TEOREM 6.2 : f [ab] iizerinde sinirl bir fonksiyon olsun.
(a) f stirekli ise integrallenebilirdir.
(b) f parcali siirekli ise integrallenebilirdir.

(c) f monoton veya iki monoton fonksiyonun farkli seklinde yazilabiliyorsa
integralenebilirdir.




Integrallenemeyen bazi fonksiyonlar da vardir. Ornegin [0,1] iizerinde

0 x  rasyonel ise
X)= . .
0, x irrasyonel ise

bigiminde tanimlanan fonksiyon integrallenemeyen bir fonksiyondur. Gergekten
[a,b] araliginin her P parcalanmast igin

n n
A(ﬁP)=2mkAxk=ZO.Axk=0
k=1 k=1
n n
UFP) = D M, ax,= ) Lax=1-0=1
k=1 k=1
olur. € = —é— almrsa U(f,P) - A(fP)=1 olup € =—;— den kiigiik kalmaz.

UYARI : Integra,hn varhig1 bagka sey, degermln bulunabilmesi bagka seydir.
Omegin / ¢* dx integrali vardir, zira e” * siirekli bir fonksiyondur. Fakat bunun

degeri elemanter yollardan bulunamayabilir.

Simdi belirsiz integral ile belirli integral arasindaki iligkiyi veren teoremi ifade ve
ispat edelim.

TEOREM 6.3 (integral Hesabin Temel Teoremi) :
f,[a,b] iizerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

Her x € (a,b) igin
F' (x)=f{x)

olacak bigimde siirekli bir £ : [a,b] = R fonksiyonu varsa,

b
/a fx)dx =F(b) - F(a)

dir. Bu esitlige Newton — Leibnitz Formiili ady verilir.

Ispat : [a,b] arahiginin herhangi bir pargalanmasi P = { xo , Xy, ..., X, olsun.
Diferansiyel Hesabin Ortalama Deger Teoremi geregince

F(x) = Fxe_ ) =F ' (€ (i — x3q)

olacak sekilde en az bir & e (., X,) noktasi vardir. Hipotezden, F '(x) = fix)
oldugundan, herbir k=1,2,...,n igin
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Fx,) - Flx,_ ) =&, )ax,

olacak bi¢imde en az bir & € (x,_ 1, X;) vardir. Buradan
n n
Z[F(xk)—F(xk—l)]:Zf(ék)Axk
k=1 k=1

yazilabilir. Birinci tarafta gerekli sadelestirmeler yapilir ve Xp=a, x,=b
yazilirsa

F(b) - F(@)= ), f (&) ax,
k=1

elde edilir. f integrallenebilir oldugundan IPll — 0 igin sagdaki toplam Sfnin

[a,b] arah@mdaki integraline yaklagir. Sol taraf ise P par¢alanmalarindan ba-
gimsizdir. Su halde

b
PO)-F@= [ o

olur.

NOT : F'(x) =flx) esitligini saglayan F fonlisiyonunu bulmak demek f nin belir-

siz integralini bulmak demektir. Su halde | Ax)dx integralini hesaplamak i¢in
a

Oonce / Slx) dx belirsiz integrali hesaplanacak sonra bulunan F(x) ifadesinde x

yerine dnce b iist sinir1, sonra a alt sinir konulacak ve F(b) — F(a) fark: hesapla-

nacaktir. F(b) — F(a) ifadesi F(x) biciminde de gosterilebilir. Yukaridaki F

a

fonksiyonuna f nin ilkeli de denir.

Zaman zaman karsilasacagimiz iki integral soyle tanimlanr.

TANIM

Integrallenebilen f: [a,b] — R fonksiyonu igin

1) /:ﬂx)dx:O

2) /b ’ Rx)dx =- /a ]}(x)dx

Simdi yukaridaki teoremin basit bir sonucu olan bir teoremi ifade edecegiz.
Bu teoremin ispat1 ¢ok kolay oldugundan, bir aligirma olarak okuyucuya
birakilmigtar.



TEOREM 64 :
£, [a,b] de integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

(1) integralin degeri integrasyon degiskeninden bagimsizdir, yani

/abf(x)dx:/ubf(t)dt: = /:j(z)dz

ve ¢ € (a,b) igin
b ¢ b
@ [ poa=| fodes | fuods

dir.

1
ORNEK : /0 x?dx integralini hesaplayimz.

2 %
Coziim : F(x)=/x dx:T
olacagindan
-1 3l 30 43
24X 101
/ox F=F 73373
olur.

w/2
ORNEK : /0 cos?/%x sinx dx integralini hesaplayimz.

5/2
Coziim : F(x):/cos3/2x sinx dx=-395_ X __£c0s%%x
5/2 5
oldugundan
72 72
&/(.) cos>? x sinx dxz——g—cossnx . =—%.O+%.1=%
olur.

b
/ flx)dx integralini hesaplamak i¢in, tiirevi f(x) olan F(x) fonksiyonunu bulup,
a

F(b) — F(a) farkim olusturmak gerekiyordu. Integral degigken degistirme yonte-
miyle hesaplanacaksa, degigkenler degistirilirken, eski degigkene donmek is-
tenmiyorsa, integrasyon sinirlarini da degistirmek gerekir. Ornegin:

b
[ gt gwax
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integralinde g(x) = u degisken degistirmesi yapildiginda / Su)du integrali elde

edilir. Bu yeni integralin smirlari, u = g(x) esitlifinde x yerine a ve b yazilarak
elde edilen g(a) ve g(b) sayilanidir. Buna gore,

g(b)

b
[ #eengean= [ furau

olur.

Eger integral kismi integrasyon ydntemiyle hesaplanacaksa

b

b
- / v(x) du(x)

b
/ u(x)dv(x) = u(x) v(x)

bagintisindan yararlanilir.

/2
ORNEK : / ﬂz—dx integralini hesaplayiniz.
0 1+sin“x

Coziim : sinx = u denirse cosx dx = du olur.
. . . T <
x=0 i¢in u=sin0=0, x= > d¢in u=sin 5= 1 olacagindan

/2 CoSx 1
[t
0 2 0

1+sin“x

1
=arctany

2

1+u 0

= 1 - O;:lE_ :1&
arctanl — arctan 1 0 1

bulunur.

T
ORNEK : /o x cosx dx integralini hesaplayiniz.

Coziim : u = x, dv =cosx dx denirse du = dx, v = sinx olur. Buna gore,

kg T
-—/0 sinx dx

T
/0 x cosxdx = x sinx|
0

n
ntsinw - 0.sin0 + cosx

0

cost—cosO=-1-1=~2

olur.

Simdi, integrallenebilen bir f fonksiyonunun bazi ozelliklerini veren teoremi
ifade ve ispat edelim.



TEOREM 6.5 :

f,[a,b] izerinde integrallenebilen bir fonksiyon olsun.

2

/abj(x)dx‘s /ablf(x)ldx dir.

b
(1) Herxe [ab] igin fix)=0 ise, / fx)dx= 0 dir.

ispat :

(1) f(x) =0 olsun. f integrallenebilir oldugundan
n b

lim Y, f(xk*)Axkzj fx)dx

iPl—0 ) a
dir. Toplamdaki herbir terim pozitif veya sifir olacagindan

b

/ fx)dx =0 olur.

(2) Ifol + fix) =0 oldugundan
b b

[ty 0 - [ e <[ Lfolax

olur. | fix)l - fix)=0 oldugundan
b b
Jior-foydrz 0= [ e [ nias

bulunur. Bu ve yukaridaki esitsizlikten

/abf(x)dxlS/ab | Ao dx

bulunur.

TEOREM 6.6 :

f:[-a,a]l — R fonksiyonu siirekli olsun.

(a) f tek fonksiyon ise / Sfx)dx=0
-a

(b) f cift fonksiyon ise [_ ’ fx)dx=2 /0 ’ Sx)dx

dir.
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ispat:
a 0 a
[:f Sfx)dx = f(JC)dX+/ f(x)dx=11+12 olsun.
-a -a 0

I, integralinde x =t degisken degistirmesi yapilirsa, integralin degeri degiskene
bagli olmadigindan,

Ilzf_iﬂx)dx:—/aoﬂ—t)dtz/oaf(—x)dx
bulunur. O halde
I=[Zf(x)dx:/oaf(—x)dx+/0af(x):/oa[f(-—x)+f(x)]dx

olur.

(@) f tek oldugunda fi—x) = —f(x) olacagindan
]=/_af(x)dX=/O [-Ax) +f(x)]dx:/0 Odx=0

bulunur.

(b) f ¢ift oldugunda f{—x) = f(x) olacagindan
I:[aﬂx)dx:/(; [fx) +j(x)]dx=2/0 Ax)dx

bulunur.

.o n 3
ORNEK : /= X COSX 4 integralini hesaplayiniz.

-7 1 +sin'%x
Coziim :
ﬂ_x):(—x)3.cos(-—x):_ x3cosx —— fx)
1+sin10(~x) 1+sin'%x

oldugundan f tektir. Su halde I=0 dur.
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Simdi integrali almadan tiirev almamiza imkan tantyan bir teorem verelim.

TEOREM 6.7:

f:{ab] = R fonksiyonu integrallenebilir olsun. [a,b] iizerinde
X
F(x)= / finde
a

esitligiyle tanimlanan F fonksiyonu f nin siirekli oldugu her noktada tiirev-
lidir ve

F' () =flx)

dir.

Ispat : f fonksiyonu x noktasinda siirekli olsun 2 >0 i¢in

‘ x+h x
ﬂu%i@4m=ﬂf+ﬂmwaWPM>

1 x -+ h
;{fx f(t)dt} —f(x)

1 X+

x+h 1
olur. 3 dx = 1 oldugundan f(x) =— f
hJ, h

X

h
f(x)dt yazilabilir.

Bu durumda

F(x+h)—-F(x) B L X+ h —ifx+h
____h__—f(x)_ h,/x fode w). fx)dt

x+h
- [ o -swla

olur. Her iki tarafin mutlak degeri alimirsa,

Earh =P gl =L [ g0 i)

1 x + h
<L " 50 -feola
yazilabilir. f, x noktasmnda siirekli oldugundan Ve > 0 i¢in, 36 >0 Oyleki

it —xl < d sartim saglayan her ¢ € [a,b] i¢in [f(t) - flx)|<e kalwr. h <& secersek,
It — x| < d olacagindan

Fix+h)- F(x) ~ fx)

1 x+h
A <E/ edt=¢
X

bulunur ki, bu
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lim

Fx+h)-F(x) _
h—0* h =fx)

oldugunu gosterir. Eger h <0 ise, benzer yolla

lim F(x+h)-F(x) -
B0 h

Ax)

oldugu gosterilebilir. Bu iki bagintidan
F'(x) = fix)

bulunur.

X
ORNEK : F(x)= _/0 e’za't olduguna gore, F'(x)=e denkleminin koklerini bu-

lunuz.
Coziim :
F(x)= e~ olacagindan e zem izl x=%+1 olmahdir.
y=fu), u=g(x) oldugunda, zincir kuralindan
y= 2o D i)
yazilabilir. Buna gore,

1 (X, 1 (x)
F(x)= f i dr ise F’(x)=% f F@Odt=f @®). w®)

olur. Eger

v(x)

6= [ fo ise G’<x>=—;‘f;[— / ﬂt)dt]=—f(v(x)).v’(x)

olur. Diger taraftan

u(x) u(x)

f(t)dt=/v:;{(t)dt+ A Andt

v(x)

yazilabileceginden
9 Ryt = )0 - () i)
Ex-v(x)ﬂ =f (ux)u'(x) - f (v())v'(x

olur. Bu bagmtiya Leibnitz Formiilii ad: verilir.
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ORNEK : F(x)= / sin(t)dr igin F'(x) nedir?

Coziim : Leibnitz formiiliinden
F'(x)=sin (x*) .2x - sin(x) 1
= 2x sin(x*) - sin(x?)

bulunur.

.. * g2
ORNEK : lir% — /0 dr="?

* t2 x2
1 {* 0o d 4
lim = | —f—dt = lim t’zfl = lim X_+1
10 ,2J0 44 x—0 x x=-0 2x
= X -9

bulunur.

6.5 ORTALAMA DEGER TEOREMLERI

Bilindigi gibi a,, a;, ..., a, sayilarinin aritmetik ortalamasi

sayisidir. Bir [a,b] araligi lizerinde tammli bir fonksiyon, genel olarak, sonsuz
coklukta fix) degeri aldifindan, bunlarin aritmetik ortalamasini bulmak bu kadar
kolay degildir.

Bir fonksiyonun bir araliktaki ortalama degeri kavramimi vermeden, belli bir
aralikta olgiilen sicakliklarin ortalama degerini bulmaya caligalim. 24 saatlik bir
zaman aralifinda, havanin sicakhigi

T=fr, 0=<t<24

ile verilmis olsun. [f =0 gece yarisi, t = 24 ertesi giiniin gece yarisini goster-
mektedir.] Birer saatlik aralarla f(1), A2), ...... , f(24) sicakliklan 6lgiilmiig
olsun. Bu sicakliklarin ortalamasi, k = ¢, olmak iizere,

24 24
7_ 1 1
= k)=—
5 kgﬂ )= k‘;lf(rk)
olacaktir. Eger s6z konusu giin n esit aralifa boliiniirse, ortalama sicaklik

o 1Y
"= ,;ﬂtk)
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olur. n ne kadar biiyiik secilirse ortalama sicaklik gercek (esas) ortalama sicak-
liga o kadar yakin olur. Buna goére ortalama sicaklik

= lim —Zf(tk

n—oo n

olacaktir. a =0, b =24 alinirsa, 24 saatlik zaman —2;;4— saatlik alt araliklara bo-

lilneceginden

24 _b-a
AT

yazilabilir. Bu durumda

T

lim —Zﬂtk = hm

n—o

lim Zf(tk AL,

b—a n—oo

yazilabilir. Son toplam bir Riemann toplami oldugundan
T'=—— / fdt
olur. a ve b yerine degerleri konursa, o giiniin sicakhk ortalamasi
24
1
T=— ndt
24 Jo A0

bulunur. Buna gore bir fonksiyonun bir araliktaki ortalama degeri, fonksiyonun o
araliktaki integralinin araligin boyuna oran olarak tanimianabilir.

TANIM

f fonksiyonu [a,b] aralifinda integrallenebilir olsun. y = f{ix) in [a,b] ara-
higindaki ortalamasi

_ 1 b
y= 2 [ o

sayisidir.
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X

b 1 a Lbﬂx)dx

Y=
esitligi
b p—
/a fdx=y.(b-a)

yazildiginda su geometrik anlam ¢ikar : Pozitif bir fonksiyonun altinda kalan
alan, eni b —a, boyu y olan bir dikd6rtgenin alanina esittir.



ORNEK : fix) = x* fonksiyonunun [0,3] arahgmndaki ortalama degerini
hesaplayiniz.

Coziim :

olur.

TEOREM 6.8 :

[, la,b] tizerinde siirekli ise [a,b] arallgmdd '
—~_ 1 /”
f(x)——-—b_a aﬂx)dx

olacak gekilde en az bir x sayisi vardir,

ispat : f, [a,b] de siirekli oldugundan en biiyiik ve en kiigiik degerini [a,b] deki
noktalarda alir. Fonksiyonunun en biiyiik degeri M, en kiiciik degeri m olsun.

[a,b] de m=fc), M=f(d) olacak sekilde ¢ ve d noktalar1 vardir. Buna gore
Vx e [ab] igin
ms< fixys M

yazilabilir. a dan b ye kadar integral alinirsa
b
m(b-a) < /f(x)dx <M - a)

bulunur. Her iki taraf b — a ile boliiniirse

1
b-a

f:}(x)dx <M

m<
esitsizlifi elde edilir. Su halde
ms<ysM
olacaktir. Stirekli fonksiyonlarin ara deger teoreminden, [a,b] araliginda
F&)=y

olacak gekilde en az bir x noktas1 vardir.
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ORNEK : fx) =mx + n fonksiyonunun [a,b] araligindaki ortalama degerini
bulunuz. Fonksiyon bu ortalama degeri [a,b] araliginin hangi noktasinda alir?

Coziim :
b 2 b
5 = L[ _1_( 2 )
Y =34/ (mx+n)dx—b_a m= + nx .
=1 (mp . om 2 )
= b—a(2b+nb 2a na
= 1 [m o=
= b—a[z(b a)b+a)+nd a)]_z(b+a)+n
olur.
mi+n="Lb+a)+n » x=31L
2 2

bulunur. Su halde fix) = mx + n fonksiyonlar1 ortalama degerini, [a,b] aralifinin

orta noktast olan 2+ b noktasinda almaktadir.

2

ORNEK : Taban yarigapi 3, yiiksekligi 2 birim olan bir dairesel dik koni tepesin-
den y birim uzakta, tabanina paralel bir diizlemle kesiliyor. Elde edilen dairesel
kesitin alaninin ortalama degeri nedir?

Coziim : Benzerlikten

r_>y Yy

—=Z or==L

3712 4

olur. Kesitin alan1 0 < y < 12 olmak iizere,

2
=) =L 2
A(y)=nr -ﬂ:(4) T3 Ty

olur. Ortalama alan

12 3 12

—_1/” _1 1 1 YT
A=1570 Jy AOD=T5 g™ )Y D136 5], ="

bulunur.

Simdi, Ortalama Deger Teoreminden daha genel olan bir teoremi ispatlayalim.



TEOREM 6.9 :

fve g, [ab] lzerinde aym igaretli ve siirekli fonksiyonlar olsun. [a,b]
araliginda

b b
[ oogeo av=te) [ g0 ax

olacak sekilde enaz bir ¢ noktas: vardir.

Ispat : f nin [a, b] araliginda aldig1 en biiyiik deger M, en kiigiik deger m olsun.
Bu takdirde her x € [a, b] icin m < fix) <M olur. [a,b] de g(x) =0 olsun.

Bu takdirde
mg(x) = fix) g(x) = Mg(x)

yazilabilir. (g(x) <0 igin bu esitsizlik ters doner.) Buradan
m [ stwars [ fwgtode< [ gwas

bulunur. Su halde m ile M arasinda 6yle bir k£ vardir ki
[ rgtas=k [ ecous

olur. f siirekli oldugundan m ile M arasindaki her degeri en az bir kez alir.
Dolayisiyla fic) =k olacak sekilde en az bir ¢ € [a,b] vardir.

ORNEK :

1 4
x*dx 1
Y R eat
(1+x)

oldugunu gosteriniz.

3

Coziim : fix)=x, gx)= .

5 alimirsa, [0,1] de

1+x
/1 xtdx _C/I Cdx ¢
=c. 5=
0 (1+x4)2 0 (1+x4) 8

olacak gekilde bir ¢ sayist vardir. 0 < ¢ <1 oldugundan

0 ,/" xtdx 1
< _—
o (1ex*? 8

bulunur.
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1. Integral tamimmndan yararlanarak agagidaki integralleri hesaplaymiz.

a) /ledx b) /lezdx

2. Asagidaki esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

3 14
a) /0 «/x+1dx=~é—

¢) / 2% +3/x dx =199

7 2 1 >_ __7;5—
f)/o cot (x+4)dx-1 7

1
x3dx_1t

Y o 41 16 -

3. Asagidaki integralleri hesaplaymmz.

a) fonsinxdx b) /OT 2sec’x dx
P 1-vx
d) /4 NS dx e)
5n T
iy sin2x dx ry
h et o
,) /0 sin®x + cos* x ) /‘%
dx . 2 2
0 [ A
2
0) _lllxldx o)f xll - %7
2 3 :
s) /_ ; lxllx] dx $) _[ 1‘IIx]I]abc
i) / sin(Inx) 9 f“”
1 X

286

x«/l+x dx=—= 112

9LI_.

V5 +4x - x?

0 xZ43x+2

c)/edx

c) -/o tanxsecz)cdx:l

=~;—(«/§~1) e) /,g

1

h)

d) fO22xdx

2

COSI
—dt =2 2-1
—— t= f(«/— )

—==dx=2In2-1

0 1+r

(2 a2
])/O smxdx—‘3

T
20,
c) f sin’t dt
0

nf&ﬁm

) /aaﬁ

m [ s

1
P /Ixsgnxdx

v -/o 3+2cosx

1
dx
& j—l (1+x*)?

) .
o [1 8+ siny)dy
2
g)/l 2 dt
0 J%+4
a
R 2 X
e

2
n)/ox[{x]]dx

' 4
1) _/0 sgn(x2 - 4x + 3)dx

" dx
'Z),/o 2.2

1+a“sin“x



10.

/ab [[x]]dx+/abﬂ—xlldx:b—a

oldugunu gosteriniz.

Her ne N igin
/n ﬂxl]d.x=—————n(n— D)
0 2

oldugunu gosteriniz.
9

/0 [velat=13

oldugunu gosteriniz.

Asagidaki integralleri hesaplayinz.

p2
a) /O x? - 3x2 + 2xl dx

k(1
b) /|cos3x|dx
-7

Integrallenebilen bir f fonksiyonu igin
b 1
f f(x)dx:(b—a)/o fla+®-a)x]dx
a
oldugunu gosteriniz.
Integrallenebilen bir f fonksiyonu ve k=0 igin
b 1 /x
[, oo [, 1 (5 )
oldugunu gosteriniz.

u=1-x degisken degistirmesini yaparak,

m,n e N icin
1 1
/Ox"(l —x)"fdx:/o(l - x)'x" dx
oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak
1
/0 x2(l - x)lodx

integralini hesaplayiniz.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

x = sinu degisken degigtirmesi yardimiyla -
1 I ,
fox’”(l —xz)”dxzfo2 sin™x cos " * 1x dx
oldugunu gosteriniz. Bundan yararlanarak
L 10
/0 1 -xY) dx

integralini hesaplayimz.

Asagidaki integralleri hesaplaymniz. (n € N)

a) /Ozsin,z"*‘xdx b) /02 sin" x dx

o 3
c) [)2 cos” x dx d) /02 cos?*x dx

T .
_/ lcos3x+sin3x|dx=-1—9§[2——
~T

oldugunu gosteriniz.

Hern e N igin

1 2n 2
27
/o -+ &= G

oldugunu gosteriniz.

x= % -t degisken degistirmesi yaparak
T
/7 Vsin’x s E
O VsinZx +3cosZx 4

oldugunu gosteriniz.

x =g —t doniigiimiinden yararlanarak

V1 +sin?x 4

olacagim gosteriniz.

. y
/0 xsinx ©
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i7.

18.

19.

20.

21.

22,

288

x= 1 igin 1 + x* < 2x* esitsizliginden yararlanarak
3
23—6</1\/1 +x* dez—;S-«/f

oldugunu gosteriniz.

x=1 icin

x x
a) / ~dt5/ dat
1t 1

b) O<lnx<x-1

oldugunu gosteriniz.

2x , 4<x=<5 ise
fx)= .
20-2x , 5<x<6 ise
6
fonksiyonu igin /4 fix) dx integralini hesapla-
yimz.
x-20 , -2<x=<1 ise
X) =
o) { bl , 1<x<2 ise

2 ;
fonksiyonu igin / 2f()c)dx integralini hesaplaymiz. .

O=<x=<1 icin
0 <sinx < x esitsizliginden yararlanarak

1
< inxlde<L
a) O_/O sinx dx_3

b) 0=

5/2
® sin32x dxsg(l)
0 5

6

1
2 . 1

< <

c) O_/O xsmxdx_24

oldugunu gosteriniz.

x20 i¢in 0 <sinx <x esitsizliginden yararlanarak

£
lim —1-[ xsinx de=0
€ J0

e-0"

oldugunu gosteriniz.

23,

24,

25.

26.

27.

28.

a>0 ve f fonksiyonu [0,a] lizerinde siirekli olsun.

1) u=a-x degigsken degistirmesini yaparak

/a fix) dx:/“ fla-x)
0 fx)+fa-x) 0o fix)+fRa-x)
oldugunu gosteriniz.
), T s
olacagini gosteriniz.
! x* dx

iii) —_—
0 xy(1-xt

integralini hesaplayiniz.
Siirekli bir f fonksiyonu i¢in
1 0
/0 f(x)dx:/lj(—x)dx
oldugunu gosteriniz.

1
/0 fx)dx =3 diir. f nin tek veya ¢ift olusuna gére

0
/ | Ax)dx integralini hesaplayiniz.

/a o= [a b__ccf(x+ O)dx

oldugunu gosteriniz.

Periyodu T olan bir periyodik f fonksiyonu ve her
k tamsayisi igin

b b+ kT
/ fx)dx = / fx)dx
a a+kT
olacagini gosteriniz.

Asagida verilen fonsiyonlarin kargilarinda - yazili
araliklar tizerindeki ortalama degerlerini bulunuz.
Fonksiyon bu ortalama degeri hangi noktada alir?

a) firy=21M, I=[-11]
b) fix) = cosx , =10, 27)
0) f)=+1-x2, I=[-1.1]
¢) fy=3x2-2x+2, I1=1{02]



2
29. /1 fxydx=4 olsun. [12] aralipinda fic) =4 ola-

31.

32.

33.

cak sekilde en az bir ¢ noktasimn varhim gos-
teriniz.

Asgagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplayiniz.

a) F(x):foxt(l+t2)2°dt
0

b) F(x):/tsintdt

c) F(x):_/oxtsint dt

¢) Fx)= A t cost*dt

d) Fx)= /x "41 +12 dt

2
cost dt

sinx

e) F(x)=

Asagidaki esitsizliklerin dogrulugunu gosteriniz.

1 2
LIS L S |
a) =l 1+xlodx<3
1 4
1 X 1
b —S/ dx<—
) W05k 1,253
1
e-1 e’
c) T< 2 l_“dex<e 1

Siirekli f fonksiyonu icin 2) = 3 olduguna gore,
lim —* /2 Rodt

x=2x-2

limitini hesaplaymz.

1 x+h d
lim _f __au
h~0 h Jx u+1+u?

limitini hesaplayimz.

2

X
34. jo A)dt=xcosmx

olduguna gore fi4) kactir?

35.

36.

37.

38.

39.

fx)
/0 t*dt=x cosmx olduguna gore, fi4) nedir?

m>2 i¢in
1 /”2 dx v
2 0 l—xm 6

oldugunu gosteriniz.

0 a b

Tkinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip y = f(x)
egrisinin A ve B noktalarindaki tegetleri birbirine
paraleldir.

b
£
. o "

integralini hesaplayiniz.

y y=f

Siirekli tiireve sahip ve grafigi yukarida verilen f
fonksiyonu igin

3 L 3
[ LD g [F KD,
1 X 1 42
ifadesini hesaplaymniz.

Yarigapt 3 birim olan kiire,
merkezinden x birim uzak-
Iikta bir diizlemle kesili-
yor. Dairesel dik kesitin
alaninin ortalama degeri
nedir?
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1.

290

/()zﬂxZdezs—ﬁ—ﬁ'

oldugunu gosteriniz.

Herne N igin

/"2 L7l dr = 2= D(dn+ 1)
0 6

oldugunu gosteriniz.

a) Her ne N igin

f(x)=/on lltzﬂdtzﬁ(—”—"%@kll

oldugunu gosteriniz.

b) x2 0 icin

f(x):/ox Il ar

bi¢iminde tanimlanan f fonksiyonunun [0,3] ara-

a) Siirekli ve bir tek f fonksiyonu igin
H1
/0 fcosx)dx =0
olacagin gosteriniz.
b) Siirekli ve bir cift f fonksiyonu igin
T
* 7
]0 f(cosx)dx = 2/0 f(cosx)dx

oldugunu gosteriniz.

1

/21 cosxlni”c dx=0
-1 _

oldugunu gosteriniz.

10.

Siirekli bir f: [a,b] — R fonksiyonu i¢in
b
f fxX)dx=0
a
ise (a,b) araligindafic) =0 olacak sekilde en az bir

¢ noktasmnin varlhigini gosteriniz.

f ve g, [a,b] lizerinde siirekli iki fonksiyon ve
b b
fa Sxydx = /a g(x)dx

olsun. [a,b] de fic) =g(c) olacak sekilde en az bir
¢ noktasinin varligini gosteriniz.

T
I—/2 acos’x+bsin®x
0 cosSX + sinx

n
I_/Z asin®x+bcos®x
0 sinx + cosx

olsun.

I=J= % (a+b)(m-1) oldugunu gosteriniz.

z

f2 dx - s
0 G?+p%tan2x 2ala+b)

oldugunu gosteriniz.

£:10,11 > R fonksiyonu siirekli olsun. Agagidaki
bagintilarin dogrulugunu gosteriniz.

a) /On f(sinx)dx = 2/07ﬂf(sinx)dx
b) /07 f(sinx)dx:/o7 f(cosx)dx
<) /On xf(sinx)dx:—’zt—/onf(sinx)dx

d) /Onf(sinx) flcosx)dx=0



11. f: R —» R fonksiyonu siirekli olsun. Asagidaki 15. Vx igin f'(x)> 0 ve A1)=0 olsun.
esitliklerin dogrulugunu gosteriniz.

a a glx)= xj(t)dt
a) /_af(x)dxzfo [Ax) + A= x)]dx [0

. ; fonsiyonu i¢in agagidaki Onermelerden hangileri
b) f fx?)dx=2 fo A2 )dx dogrudur?

-a .
a) g tiirevienebilen bir fonksiyondur.

a ) _
©) /_ax S )dx =0 b) g, x de siireklidir.

¢) x=1, y=g) in bir diigey asimtotudur.

12. f, esas periyodu p olan bir periyodik fonksiyon d) g, x=1 de yerel minimuma sahiptir.
olsun. e) x=1, g nin bir d6niim noktasidir.
np P
/0 f)dx=n / fx)dx f) y=g'(x) edrisinin grafii Ox— eksenini x =1
0 de keser.

olacagini gosteriniz.

16. Her m reel sayis1 i¢in
13. f:[a,b] — R fonksiyonu [a,b] de integrallenebilir n

2 sin™ x T
olsun. : fo — o dx=—

. sin”x+cos™x 4
Fx)= /a fodt oldugunu gosteriniz.

esitligi ile tanimlanan F fonksiyonunun siirekli ol-
dugunu gosteriniz.

-iflnx _ . o
14. i fldt=1 ise f(x) nedir?
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ARSIMET (M.0. 287 - 212)

Argimet, M.O. 287 yilinda Sicilya adasimin Sirakiiza
sehrinde dogmustur. Arsimet’in Sirakiiza krali II. Hi-
eron’un akrabasi oldugu sanmilmaktadir. Boyle olmasa
bile kral tarafindan korundugu bilinmektedir. Bu ne-
denle Argimet, parasal bir sikint: gekmeden, zamanini
ilme verme firsatim bulmustur. Argimet’in zekasim
¢ok erken yaglarda farkeden babasi onu yénlendirme-
yi bilmistir.

Argimet, daha sonra Misir’in Iskenderiye kentine gi-
derek Oklit’in derslerine devam etmistir. Burada bil-
gisini geligtirdikten sonra, tilkesine dénmiig, 6ldiiriil-
diigii giine kadar kendisini iilkesine ve ilme vererek
aragtirmalar yapmugtir.

Yunanhlar ve ortagag araplari Argimet’e karg1 son de-
rece saygii davranmiglardir. Onlar Argimet’i tiim
alimlerin bagi, en biiylik geometricisi olarak goriiyor-
lard:. Gergekten Arsimet gelmis gegmis en biiyiik li¢
matematik¢iden biridir. Bunlar sirasiyla Argimet,
Newton ve Gauss’tur.

Argimet’in yagamu ve 6liimii hakkinda destan gibi ya-
zilmug Kitaplar vardir. Matematikte oldugu kadar, me-
kanikte gelmis ge¢mis en biiyiik dahilerden birisi de
yine Argimet’tir,

L

Tipki Newton ve Hamilton gibi, hesaplarina daldig:
zaman, yemeklerini bile unutup yemezdi. “Bir cisim
yerini degistirdigi sivi hacminin agirh@: kadar agurli-
gindan kaybeder.” sonucunu veren iinlii bulusunu
yaptii giin banyosundan digart firlamig, sokaklarda
¢iplak olarak kogmustur. Bu onun sivilar i¢in buldugu
birinci kanundu. Bu bulusun ilging 6ykiisii fen dgret-
menleri tarafindan 6grencilere anlatilmaktadir.

Argimet’e mekanik ilminin yaraticis1 goziiyle bakalir.
Ilkel insanlarda bile, bir tag1 veya agr bir cismi yerin-
den kaldirmak veya yuvarlamak igin sopalar kullaml-
mistir. Fakat yine evrenin bu gizli sirmm kaldirag ka-
nunlariyla ilk kez agiklayan yine Arsimet olmugtur.

“Bana istedigim uzunluk ve saglamiikta bir cubuk ve
bir dayanak noktas1 verin, diinyayi yerinden oynata-
yim.” s6zii ona aittir.

Dairenin alani, gemberin uzunlugu, kiirenin yiizey ala-
n1 ve hacmi ilk kez yine Argimet tarafindan bulunmaus-
tur. 5t sayisinin hesabi yine ona aittir.

Alan ve hacim hesaplarinda buldugu yéntemler uzun
yullar kullaniimigtir. En karmagik egrilerle simirli bil-
gelerin alanlar1 ve yiizeylerle sinirli béigelerin hacim-
leri onun bu buluglan ve yontemleriyle hesaplanms-
tir. Hatta Newton’a integral kavrami fikrini Argi-
met’in bu yontemleri vermigtir.

Argimet, dairenin ¢evresinin ¢apina béliimii olan x sa-
y1simn bulunmas: hakkinda bir yontem geligtirmig, bu

sayinin 3% ile 3= arasinda oldugunu gostermis-
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tir. Aym zamanda karekoklerin yaklagik degerlerini
bulmak igin yontemler geligtirmistir. Bu yodntem,
devirli ondalik gosterimleri bulan Hint’lilere itham
vermistir.

Arsimet, Yunanlilarin matematigini geride birakmug-
tir. Ciinkii Yunanhilar herbir say1y: bir gekille gosteri-
yorlardi. Argimet pratik olmayan bu gdsterim yerine
yeni bir numaralama sistemi buldu. Bu sistem saye-
sinde istenildigi kadar biiyiik sayilar yazilip séylene-
biliyordu.

Arsimet M.O. 212 yilinda Sirakiiza’yr isgal eden
Romal askerler tarafindan 6ldiiriilmiistiir.

Insanlar rakamlara benzer, bulunduklar: yere gore deger kazamr'.i

Napoleon BENAPARTE




7.1 ALAN HESABI

INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

integrallerin Geometri, Fizik, Miihendislik ve Istatistikte ¢ok genis uygulamalari
vardir. Bu béliimde, bu uygulamalardan bazilarina yer verecegiz.

f, [a,b] arahginda bir siirekli fonksiyon olsun. y = fix) egrisi, x =a, x=b
dogrulan ve Ox— ekseni tarafindan sinirlanan bolgenin alanim bulahm. Bu alan,
[a,b] araliginda f(x) in isaretine gore degisik bicimlerde hesaplanir.

) [a,b] araliginda f(x) = 0 olsun. [a,b] aralifimin bir pargalanigini

P = {XoXi.... Xy} ile gosterelim. x; €[x,_;,x,] olsun. Hesaplanmas: istenen A
alani, yaklasik olarak eni Ax,, boyu fix; ) olan dikddrtgenlerin alanlari toplamina
egittir. Su halde

A=) f()Ax,
k=0

yazilabilir. Ax, lar ne kadar kiiciik segilirse yaklagiklik o kadar iyi olur. Buna
gore,

n
T >
A= lim, ,;f(xk VA%,
yazilabilir. Sag taraftaki limit f nin [a,b] tizerindeki integrali olacagindan,
b
A= [ F@dx

bulunur.

) [a,b] araliginda f(x) <0 ise, sozkonusu dikddrtgenlerin boylar1
-~ fix; ) olacagindan, alan formiili

A:/ab—f(x)dx

seklini alacaktir.

293



294

3) Eger f fonksiyonu [a,b] araliginin baz1 yerlerinde pozitif, bazi yerlerinde
negatif ise, fonksiyonunun pozitif ve negatif oldugu bélgelerdeki alanlar ayri ay-
11 bulunup toplanir. Ornegin f fonksiyonu (a,c) de pozitif, (c,b) aralifinda negatif
ise,

A:LCf(x)dx+/cb~f(x)dx

olacaktir.

Yukaridaki tiim alan formiillerinin hepsi bir tek formiille

A:/ab]f(x)|dx‘

biciminde verilebilir.

Benzer sekilde, x = u (y) egrisi, y=c, y=d dogrulan ile Oy- ekseni tarafindan
sinirlanan diizlemsel bélgenin alani

d
A= [ty

olacaktir.

ORNEK: y=x2 efrisi, x = 3, x = 6 dogrulan ve Ox— ekseni tarafindan
siirlanan bélgenin alanmini bulunuz.

Coziim : Sozkonusu alan Ox— ekseninin {ist tarafinda bulundugundan

[§]

=72-9=63
3

A:/:f(x)dx=/;;czdx:i§

birimkare olur.

ORNEK : Dordiincii bolgede, y = x> —3x eprisi ile Ox— ekseni arasinda kalan
bolgenin alanini bulunuz.

Coziim : Alani istenen bélgede f{x) < 0 oldugundan

A

V3 5o
/O—f(x)dx:—/o &3 - 3x) dx

.

4 2

- _(x_._i) =_(2_2)=_9_ be2
0

4 2 4 2/ 4

olur.



y ORNEK : y= x2—4x+3 egrsi, x=2, x=4 dogrulan ve Ox— ekseni
y=x2-4x+3

arasinda kalan bélgenin alanin1 bulunuz.

Coziim : [2,3] arahginda f(x) < 0, [3.4] aralifinda f{x) = O oldugundan

A = /23—f(x)dx+/34f(x)dx

3 4
= —/2(x2—4x+3)dx+/3(x2—4x+3)dx

3 4

= - (Z-2"+3%)

3
+(53——2x2+3x)

2 3

olur.

ORNEK: y=x3egrisi, y=1, y=8 dogrulari ve Oy— ekseni tarafindan
smirlanan bolgenin alanim bulunuz.

Cozim: y=x =x =y olur.

8 8 3 8
A = / u(y)dy:/ P dy=3 4473
1 1 4 1
x 3 45 2
= =(l6-1)=— b
gd6-D="7 br
bulunur.
y ORNEK: vy =}1? egrisi, x=1 ve x=1 (¢t=1)dogrulan ile Ox— ekseni

arasinda kalan bélgenin alanini bulunuz.

Coziim :

t
A=A0= [ Lax=mld [ =tns

olur. Su halde herbir t sayisina pozitif bir A(z) sayis1 karsilik gelmektedir. Bu alan
Int oldugundan, logaritma fonksiyonu integral yardimiyla ve dolayisiyla A(z) ala-
n1 yardimiyla da tanimlanabilir. A(z) alanina ¢ nin dogal logaritmas1 denir. Loga-
ritmanin Szellikleri bu alanin 6zelliklerinden elde edilebilir. Ornegin A(1) = 0
oldugundan

In1=0,
A(e) =1 oldugundan
Ine=1

olur.
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7.2 IKi EGRi ARASINDAKI ALANIN HESABI _____

Y =f(x)

T~y =g (%)

e VAS 6]

296

f ve g, [a,b] araliginda siirekli iki fonksiyon ve P de [a,b] nin bir parcalanmas1
olsun.

(§))] [a,b] ara'hgmda Six) = g(x) ise, dikdortgenlerin boylart f () - g(x,: ) olur.

Dolayisiyla y = fix), y = g(x) egrileri ile x = a ve x = b dogrulari arasindaki alan,
yaklasik olarak,

Az [fer) -] ax,
k=1

olur. P par¢alanmasi ne kadar ince alinirsa, bu deger gercek alana o kadar yakin
olur. Pargalanmanin normu sifira yaklagtiginda sag taraftaki ifadenin limiti

Six) — g(x) in integrali olacagindan
b
A= [1f@- o] ax
bulunur.

(2)  lab] arahginda f(x) < g(x) ise, dikdortgenlerin boylan g(x})- f o)
olacagindan

b
A= [ g0~ o] ax
bulunur.
A3) [a,b] arahgmin baz1 yerlerinde f{x) < g(x), baz1 yerlerinde flx) =z g(x) ise,

dikdortgenlerin boylar1 bazi yerlerde f(x} ) - g(x} ), baz1 yerlerde 8O- fixp)

olur. Dolayisiyla ‘ FOR)-gGxg) | olur. Buna gore sézkonusu olan

b
A= [f@-ge]as

olacaktir.

Su halde [a,b] aralifinda f ile g nin durumlan ne olursa olsun, y = f(x), y = g(x)
egrileri ile x = a, x = b dogrulan tarafindan siirlanan diizlemsel bolgenin alam

b
A=/alf<x>—g(x>1dx

olacaktir.



y=x2 42

y=2x_x2

Bu alan1 hesaplarken su yolu izlemekte yarar vardir :

1) y=fx),y=gx)egrileriile x = a ve x = b dogrulan ¢izilip alam istenen
bolge belirtilir.

(2)  Bolge iginde kalacak gekilde Oy— eksenine paralel bir serit ¢izilir.
(3)  Seridin iist ucundaki ve alt ucundaki egrileri tespit edilir.

(4)  Ust ucundaki egriden alt ucundaki egri ¢ikartilip Yy — Yo farki bulunur.

(5) Bulunan fark a dan b ye kadar integrallenir; yani

b
A =/a (yiist - yalt) dx

integrali hesaplamir.

ORNEK : y=2x%+2,y = 2x - x? parabolleri ile Oy— ekseni ve x = 3 dogrusu
tarafindan sinirlanan bélgenin alanini bulunuz.

Coziim :

Vit = X2 + 2, vy = 2x — x* oldugundan

3 3
A:fo(yﬁst—yah)dx:fo (?+2-2x+x%) dx

3 ’ 2 3
=f (2x —2x+2)dx=€x3—x2+2x
0

0
=18-9+6=15

birimkare olur.

ORNEK : y =2 ve x = y? parabolleri tarafindan simirlanan bélgenin alanmi
bulunuz.

Coziim : Once parabollerin kesim noktalarint bulalim.

{i’_;zﬁyz()ﬂ) =y=y*=y=0 vey=1bulunur.y =0 igin x=0,

y = 11i¢in x = 1 olacagindan, egrilerin kesim noktalar: (0,0) ve (1,1) dir.

1 : 3 !
Azj()(x/;—f)dx:—-xyz—%— =L w2

olur.
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ORNEK: y=3x-ix3 efrisiyle y = x dogrusu arasinda kalan bélgenin
alanini bulunuz.

Coziim : Egrilerin kesim noktalarin1 bulalim.
- =x=20-2%=0= 5y=—2,x%=0, ;=2

olur. Soldaki bolgede tistteki egri y = x, alltaki egri y = 3x — x3 diir. ikinci bolgede
uistteki egri y = 3x — x3, alltaki egri y = x dir. Dolayisiyla

0 7z
A=[ﬁ(pﬁx+f)ﬂ+4 Gx - 23— %) dx

0 7
5Lﬁ@tzam+4 @x-x) dx

/2

=1+1=2
0

0
4

2_x
x 4)

(X _ .2
—(4 x%)

br? olur.

ORNEK : y=+x, y=2/x egrileriile y=x dogrusu arasinda kalan bsl-
genin alanimi bulunuz.

Coziim: y =x ile y=+/x, (00)ve (1,1) noktalarinda y = x ile y=2+x
de (0,0) ve (4,4) noktalarinda kesisir.

Birinci bolgede iistteki egri y =2+/x, alttaki egri y =+/x dir. Ikinci bolgede
iistteki efri y =2+/x , alttaki egriy = x dir. Buna gore,

1 4
A=4+%=AQJE~ﬁDa+AaJ;ﬂoa

4

1 3

3
4 5 xz]
+_._ _——
[ T

2,11
VNN S S
6

br? olur.

Benzer gekilde, h ve k fonksiyonlart [c,d] iizerinde siirekli fonksiyonlar ise,
x=h(y), x=k(y) egrileriile y=c ve y=d dogrulan arasinda kalan bél-
genin alani

d
A= [ -kl ay

olur. Integrali hesaplarken sagdaki egriden soldaki egri ¢ikarilmalidir. Bu durum-
da mutlak degere ihtiya¢ kalmaz. O halde

d
A= /C(xsag - xsol) dy

olaéaktlr.



y x=2y
xz%
5 (4,2)
X 50l
(8,-4) fo b Tsad
........ [ 4
y

ORNEK : x =2y dogrusuyla x = 8 ~ y? egrisi arasinda kalan bélgenin alanim
bulunuz.

Coziim : Dogru ile egrinin kesim noktalarini bulalim. x =8 - y? de x =2y ko-
nursa

2y=8—y2=>y2+2y—8=0$y1=—4 s y2=2
olur. x; =2y;=-8, x,=2y,=4 olacagindan, dogru ile egri (- 8 ,— 4) ve (4,2)
noktalarinda kesigir.

2
=36 br*
-4

2 3
A= [ 8-y -n)dy=8y-L-?

olur.

ORNEK : Bir bolgenin alt ve iist sinirlarim olugturan y = f{x) ve y = g(x) egrileri
igin f{x) — g(x) = ¢ > 0 dir. Bu egrilerle x = a ve x = b dogrulan tarafindan
smirlanan bélgenin alanini bulunuz. Buldugunuz bu sonucu yorumlayimz.

Coziim :

A:/jf(x)—g(x)]dx:/abcdxzc/abdx:c(b—a)

olur. Bu, eni b — a, boyu ¢ olan dikddrtgenin alanindan bagka birsey degildir. Su
halde bir bolgenin alt ve iist sinurlar arasindaki fark sabit ise bu bolgenin alam
eni ile boyunun carprmina egittir.

Bu 6zelligin genel hali, integral kavramu bilinmedigi halde 1635 yilinda Cavali-
eri tarafindan ortaya konmustur.

y=f®

y=8,

1. CAVALIERI PRENSIBI

Eger iki bolge [a,b] aralifinin her noktasinda aym ylikseklige sahipse bu iki
bolgenin alanlar esittir.

Cavalieri prensibi integralin ¢ok basit bir uygulamasidir. B bolgesi "y = f(x),
y=g(x) egrileriile x=a, x=>b dogrulan tarafindan smirlanan bolge, B, de
y=f5(x), y=gyx) egrileriile x =a, x =b dogrulan arasinda kalan bolge
olsun. Her x € [a, #] i¢in . '

[ = 81(x) = f(x) — g2(0)
oldugunu kabul edelim.
Jinw-awlax = [[H@-s)ds
Alan (B,)

Alan (B))

olur.
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7.3 PARAMETRIK DENKLEMLERI VERILEN EGRILERIN SINIRLADICGI BOLGELERIN ALANLARI

g ve h tiirevlenebilir iki fonksiyon olmak iizere,

{x =g(f)
y=h®)

parametrik denklemleri ile verilen bir C egrisi,x = a, x=5b dogrular1 ve Ox—
ekseni tarafindan sinirlanan bélgenin alanini hesaplamak icin

b
A= [blax
a

olan formiiliinii t cinsinden ifade etmek gerekir. y = h(z), dx = gdt olur. t
nin a ve b ye karsilik gelen degerlerine, siras1 ile, ¢, ve t, denirse

)
A=/tl || g'(7) dt

olur. Benzer sekilde verilen egri, y = ¢, y = d dogrular1 ve Oy- ekseni tarafindan

smirlanan bolgenin alam, #; ve #,, ¢ ve d sayilarina karsilik gelen parametreler
olmak tizere,

Iy
A= /t | g(0) | A'(2) dt

olur.
.. x=acost . . . . .
y ‘ORNEK : { bsint parametrik denklemiyle verilen elipsin (elips tarafindan
y=bsin
- bﬁ, cevrelenen bolgenin) alanini bulunuz.
{ ) x Coziim : Once elipsin dortte bir pargasinin alanin bulalim.
sda
x=0 i¢in t=§, x=a i¢in r=0
olacagindan

0 s
A=a, b|sint|.(—asint)dt:4ab/02 sin®t dt
2

z L2
=4ab/2 1-cosat . _ 2ab(t-lsin2t)’2=nab
0 2 2 0

br? bulunur.
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3. Asagida denklemleri verilen egri, dogrular ve Ox—

ekseni arasinda kalan kapal bolgelerin alanlarini
bulunuz.

(@ y=x2+2x, x=-1, x=3
) y=r-x, em2, xel
(¢) y=cosx-sinx, x=0, x=%
© y=dro =1, a2
— _ . r I
(d y=tanx, x=-L. x=l
() y=sin*xcosx, x=%, x=£
® y=-, x=1.  x=3
x

Asagida denklemleri verilen egriler ile Ox-ekseni
arasinda kalan bolgelerin alanlarin bulunuz.

(@ y=2x-x2
(b) y=25-2
() y=6x-x°

@ y=4-x*

Asagida denklemleri verilen egriler tarafindan sinir-
lanan bolgelerin alanlarmi bulunuz.

(@ y=x1, y=8-x2
b y=x%, y=x

© y=x3, y=2x-x2
© y=%x2, y=4—%x2
@ y=x, y=32J/x
@ y=x, y=x

6 y=x2+3, y=12-x2

(® y=x+x, y=3x-x

h y=x3+1, y=(@x+1)?

0 y=x-4, y=3x

@® y=x, y=2x3+x% - 2x
M y=x, y =3

302

k) y=x*, y =32 - x*

O x=8-32, x=y*-8
(m) x=y%, x=32 -y
M x=y-2y-2, x=4+y-2)2
(0) y*=3x, y=x*-2x
©) y=x, ¥ =2(x-3)
(P y=6x, x? =6y

Asagida denklemleri verilen dogru ve egriler tara-
findan sinirlanan bolgelerin alanlartni bulunuz.

(@ y=x*, y=x
b)) y=x%, y=2x
() y=2x%, y=5x-3
© y=x2+1, y=2x+9
d y=a%, y=4
e x=y, y=x-2
H y¥=2-5, y=x-4
(&) x=4y?, x+12y+5=0
h x=y?, x=4

1 1 2
1 = , ==x
M vy T2 2 y=3

Asagida denklemleri verilen egri ve dogrular tara-
findan smirlanan kapali bolgelerin alanlarini bulu-
nuz.

@ y=x¥+4. y=x-2, x=-3,x=0
1 1 1
® y==, y=-, r=3, x=2
X
© vy y
© y=x,y
y y
y

xX=-2, x=-

[\¢]

:x37
=—1, x==1, x=2

@ y=x,
(e)

X, y=x+6

=x+2, y=-3x+6, y:—%(Z—x)

® y=4-Ixl, x=-2, x=2, y=0



8.

10.

11.

12.

13.

14.

QN]&
o

y = x? denklemli parabol, bu parabole (1,1) nok-
tasinda teget olan dogru ve Oy- ekseni tarafindan
smirlanan bolgenin alanini bulunuz.

y = x> —x egrisi ile bu egriye x = —1 apsisli nokta-
da teget olan dogru arasinda kalan bolgenin alanini
bulunuz.

2

2
+X—

>=1 elipsi tarafindan smirlanan bolgenin

alanint bulunuz.

k € N olmak iizere, y = x* ile y = x**! egrileri ver-

iliyor. Buniki egri arasinda kalan bolgenin alani A(k)

olsun. Z A(k) ifadesini bulunuz.
k=1

Sekildeki y = x? parabolii ile y = 1 dogrusu arasinda
kalan bolgenin alam p, AOB iiggeninin alan1 ¢ oldu-
guna gore, p . g nedir?

(y—x)?2=x3 egrisiyle x = 1 dogrusu arasinda kalan
bélgenin alanini bulunuz.

y=x

y=x+2

y = x* parabolii ile y = x + 2 dogrusunun kesim nok-
talar1 A ve B dir. Paraboliin, AB dogrusuna paralel
olan tedetinin degme noktast C olduguna gore,
parobolle y = x + 2 dogrusu arasinda kalan bol-
genin alaninin ABC iiggeninin alanina orani nedir?

15.

16.

17.

18.

19.

Sekildekj taralt bolgenin alanim bulunuz.

y2=x3-x2

L/

!
N

x=2

Sekildeki tarali bolgenin alanim bulunuz.

y = —x? — 2x + 3 parabolii, bu parabole (2, —5) nok-
tasindan cizilen teget ve y— ekseni arasinda kalan
bolgenin hacmini bulunuz.

x=acos’t, y=asin}

astroid egrisi tarafindan sinirlanan bolgenin alanim
bulunuz. :

x=a(—sint), y=a(l—cost)

sikloid egrisinin bir yayi ile Ox— ekseni arasinda ka-
lan bolgenin alanini bulunuz.
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74 HACIM HESABI

7.4.1 KESIT YONTEMIi

304

“

Bir kat1 cismin hacmini, integral yardimiyla, gesitli yollardan hesaplamak miim-
kiindiir. Bu y6ntemlerden iigiinii bu kesimde vermeye calisacagiz.

Ugbboyuth_l uzaydaki bir D bolgesinin (cisminin) su 6zelliklere sahip oldugunu
kabul edelim :

Cisim [a,b] aralig1 lizerine yerlestirilmis ve bu araliktaki herbir x noktasinda Ox—
eksenine dik olan diizlemle cismin A(x) arakesiti x in bir siirekli fonksiyonudur.

P ={xg, x;, ..., x,}, [a,b] araliginin bir par¢alanmasi ve %, [X_i, X, arahginim
herhangi bir noktas: olsun. Her x* noktasindan x eksenine dik olarak cizilen
diizlemler D cismini n pargaya boler. Her par¢acigin hacmi, yaklagik olarak
A(x) kesit alam ile Ax; yiiksekliginin (kalinliinin) garpimina egittir. Dolayisiy-
la D bolgesinin V hacmi igin

V=D AGax,
k=1
yazilabilir. P ne kadar ince segilirse, yaklagiklik o kadar iyi olur. Buna gére
V= lim ZA(x: )Ax,
llell— o k=1

yazilabilir. Sagdaki toplam bir integral toplam oldugundan
b
V= / A(x) dx

bulunur.

ORNEK : Tabani, bir kenari » birim olan bir kare ve yiiksekligi  birim olan pi-
ramidin hacmini bulunuz.

Coziim : Piramidi, yandaki sekilde oldugu gibi, Ox— ekseni iizerinde [0,4] arali-
gma yerlestirelim. Cismin Ox— eksenine dik diizlemlerle arakesiti birer karedir.
Apsisi x olan noktadaki kesitin (karenin) bir kenar1 7 birim olsun.

L X =f= 2 X
b~ h )
olacagindan kesitin alam

2
,A(x):tzz-fl—zxz

olur. Buna gore,

h h b2 .
V=/0A(x)dx=/0 ?x dx
h

==b*h
. 3

s

=773

olur. O halde bir piramidin hacmi, taban alan ile yiiksekliginin ¢arpimimn iigte-
birine egittir.



7.4.2 DISK YONTEMIi

ol

y=fx

ORNEK : a yaricapli bir kiirenin hacmini hesaplaymnz.
Coziim : Kiirenin merkezinden x birim uzaktaki dik kesitin alam A(x) olsun. Bu
kesit bir daire olup alam

Alx)=ar = m (@ - x?)

birimdir. Buna gore,

V:/Oa A(x)dx:n/oa(az—xz)

a 4 s
==Tna
0 3

3
:n(azx—x?)

olur.

Eger hacmi istenin cismin Oy- eksenine dik kesitlerinin alam biliniyorsa [c,d]
araligina yerlegtirilen cismin hacmi

a
V= / A@y) dy
olur.

ORNEK : Yandaki sekilde verilen cismin Oy— eksenine dik diizlemlerle arake-
sitleri birer yarim dairedir. Bu cismin hacmini bulunuz.

Coziim : Ordinat1 y olan noktadaki kesitin alam
1o 1 20 T 4
A(.Y)_znx-zn()))"zy

olacagindan, cismin hacmi

1 1
] [ mag T
ve[apay=[ Zytay=F

birimkiib olur.

Déonel cisimlerin hacimlerini hesaplamada belli bash iki yontem vardir. $imdi bu
yontemleri verelim.

y = fix) egrisi, x = a, x = b dogrulan ve Ox— ekseni arasinda kalan B bolgesi
Ox— ekseni etrafinda dondiiriildiigiinde meydana gelen donel cismin hacmini
bulalim.

[a,b] aralifindaki herhangi bir noktada dikkesit alindiginda dik kesit daima bir
daire olur. Dik kesitin alindig1 noktanin apsisi x ise dikkesitin alani

AX) =n[fx)]?>, asx=<b
olur. Kesit yontemine gore, cismin hacmi
b
V=n / [A0T dx
a
birimkiib olur.
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Benzer sekilde x = g(y) egrisi,y = ¢ ve y = d dogrulari ile Oy— ekseni tarafindan
sinirlanan bdlgenin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilen donel cis-
min hacmi

d
v=r [ 1A0F dy

olur.

ORNEK : y-= :/_1}: egrisi, x=1 ve x = e dogrulan ile Ox ekseni arasinda kalan

bolge Ox— ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen donel cismin hacmini
bulunuz.
Coziim:
e> 1 €
* V:ﬂ:/—dx:nlnlxl = br’
1ox ]
olur.

ORNEK : y = Inx egrisi, x ekseni, y ekseni ve y = 1 dogrusu arasinda kalan
. bolge Oy— ekseni etrafinda déndiiriiliiyor. Meydana gelen dénel cismin hacmini
y y=Inx  bulunuz.

Coziim : y = Inx <> x = ¢Y dir.

1 1 1
V:n/o [j(y)]zdy:n/(;(ey)zdyzn/oezydy

1

_m o2 3
O—2(e 1) br

:n.%e”

olur.
[a,b] araliginda O < g(x) < f{x) olsun.y = fix), y = g(x) egrileri,x =avex=b

dogrulan tarafindan siirlanan diizlemsel bélgenin Ox— ekseni etrafinda don-
mesiyle meydana gelen dénel cismin hacmi

b
ver [ 1720 ldx

0 A B x olacaktir. Bu, ABFE bélgesinin donmesiyle elde edilen hacimden ABCD bol-
gesinin donmesiyle elde edilen hacmin ¢ikarilmasindan yani

b b
n/ fz(x)dx—n/ g (%) dx

farkindan bagka birsey degildir.
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y

\g(x)=b+\'a2—x2
b

/

b-Va2 -x2

Idh

gx)*
- a ;
7.4.3 KABUK YONTEMI
y y=f@)

f@)

y=gx)

xk_

Ix;xk b x

ORNEK : y = 2Jx, y = x? egrileri ile x = 1 dogrusu tarafindan sinirlanan bol-
genin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel cismin hacmi-
ni bulunuz.

Cozilm :

i
vzn/()[(zﬁ)z—(xz)z]dx
. 4 2 XS :
=1t/0(4x—x Ydx=m(2x —?) .

1

_-n_L1\_9 3
=n2 5)_ 5n br

olur.
ORNEK : 0 < a < b olsun. Merkezi (0,b) de bulunan a yaricapl bir cember ta-
rafindan siirlanan diizlemsel bolgenin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile el-

de edilen donel cismin (torun) hacmini bulunuz.

Coziim : Verilen gemberm denklemi x> + (y b)2 a? dir. Bu egsitlikten y ¢ek-
ilirse y, = b + va'-x* =f(x), ¥y, =b—a’"-x* = g(x) bulunur. S6zii edilen bolge
yandaki sekilde gosterilmigtir. Buna gore istenen hacim

V:n/ [(b+vVa*-x* Y- B -+a*-x* Y dx
:47tb/«/a2—x2 dx:Snb/O Na®-x? dx
a /2
=87‘Cb/0 x/az—xzd.x:Sn:b(az/Ocostht)
-8na b/ “C"S” L1+cos2t o2 d?h

birimkiib olur.

y = fix),y = g(x) egrileri ile x = a ve x = b dogrular: tarafindan sinirlanan bol-
genin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen donel cismin hacmi-
ni bulalim.

[a,b] aralifinin bir par¢alanmas1 P = {xy, X, X5, ..., X,;, Xy} olsun.

Herbir [x_;, x] aralifinda bir x; segelim. Boyu | fxr)-gx¥)|, eni Ax, olan

dikdortgenin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen silindirik
tabakanin hacmi
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AV, = |mxl - Xl 1|.lf(x;)—g(x,:)|
=2n.lk—1~2ﬂl‘|ﬂx;)—g(x;)l.1§xk

olur. Istenen V hacmi, yaklagik olarak bu AV, hacimlerinin toplamina esittir.
Buna gore,

n
X, 1+X
sznkZ::l | =R=Lk | ) - 9| o

olur. Par¢alanma ne kadar ince almirsa yaklagiklik o kadar iyi olur. IIPll — 0

X, + X, w
yapilirsa, —’i—'Ji—" = x; olacagindan

n
V= lim o > Ay - g0 ax,
P02

bulunur. Eer f- g integrallenebilir ise sag taraftaki limit
2n /a b|x [fx) - g(x)]| dx

integraline esit olacagmdan
V=2n / b|x[f(x) - 8] dx

bulunur.

Benzer olarak x = u(y), x = v(y) egrileri, y = ¢ ve y = d dogrulan tarafindan
sinirlanan diizlemsel bolgenin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana
gelen donel cismin hacmi

d
v=2m [ i) - von| dv
olur.

ORNEK : y=-x2+4x-3 parabolii ile y =x—3 dogrusu arasinda kalan bolge
Oy— ekseni etrafinda dondiriilliyor. Meydana gelen donel cismin hacmini
bulunuz.

Coziim :

3
V:27t/0 e (- %%+ 4x-3-x+3]ax

3 3
=2nf0 |x2(—x+3)|dx=27t/1 (-x°+3x%) dx

3

27 3

=—7 br
0o 2

4
:27t(—xT+x3)

olur.



0 X n/2

ORNEK : y = Inx egrisi, Ox— ekseni, Oy- ekseni ve y =1 dogrusu tarafindan
sinirlanan bolge Ox— ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Elde edilen donel cismin
hacmini bulunuz.

Coziim : y=Inx=x=¢Y olur.

I 1

V=2n/0 |y(ey—0)|dy=27t_/0 ve® dy
! 3
=2n(y- De’| =2n br

bulunur,

Ayni soruyu disk yontemiyle ¢6ziip sonuglar kargilagtiriniz.

ORNEK : y=sinx, y=1, x=0 tarafindan sinirlanan kapali bolgenin y =1
dogrusu etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen cismin hacmini bulunuz.

Coziim : y = sinx erisinin dénme ekseni olan y = 1 dogrusuna olan uzakhgi
IABl = 1 - sinx

oldugundan

T2 2 T2
V=7Zf (1 - sinx) dx:ﬂf (1 — 2sinx + sin® x)dx
0 0
72 1
=7Zf [1—25inx+5(1—cos2x)]dx
0

7T/2 3 1
=7Zf (= —2sinx — —cos2x)dx
0 2 2

an
-3 og

=7[(%x+2cosx—%sin2x) . 7

birimkiib olur.

Eger Ox— ekseni etrafinda dondiiriilen bolgenin sinir egrisi

L=t<r,

{x =u(f)
y =)

bigiminde parametrik olarak verilirse, yapilacak ig
b
V=m / y? dx
integralini
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V:ﬂft2 Vi) W @) dt
t

1

bigiminde yazip hesaplamaktan ibarettir.

ORNEK : Parametrik denklemi

O<r<2n

x =aflt - sinf)
y=a(l -cosd

olan egri (sikloid) ve Ox— ekseni tarafindan sinirlanan bolgenin Ox— ekseni etra-
finda dondiriilmesiyle olugan donel cismin hacmini bulunuz.

Coziim :
2ra 2n
vV = 7r/0yzdx:7r/0 a2(1~cost)2a(1—-cost)dt

2r
= 7ra3/0(1—cost)3dt

2r
=na A (1-3cost+ 3cos7‘t—cos3t)dt

2n 1+ cos2t
= na3/0 [1-3cost+3——22" _(1-sin?f)cost]dt

2
2r 5 3
= 7503/ (——4cost+—cos2t+sin2tcost)dt
0 2 2
3 1 3 n
51— sing+ 2 sin2e - sin’e]
na [2t 4smt+4sm2t 351 .

= na’[5n]=5ad’
bulunur.

Eger egrilerin denklemleri parametrik olarak verilirse, sézkonusu bélgenin Oy—
ekseni etrafinda dondiiriillmesiyle olusacak cismin hacmi,

d
n/xzdy
c

integralinin parametre cinsinden yazihp hesaplanmas1y1a bulunabilir.



Taban yaricap: r, yiiksekligi /# birim olan dairesel
silindirlerin hacminin

V:%nrzh

birim kiib oldugunu gosteriniz.

Tabani bir ikizkenar dik iiggen olan bir piramidin
yiiksekligi & birimdir. Tabanmnm hipoteniisii 2 a
birim olduguna goére, piramidin hacmi ka¢ birim
kiibdiir?

Yaricap: r olan bir kiire merkezinden a birim uzak-
taki bir diizlemle kesiliyor. Kesilen kiigiik parcanin
hacminin

V:-gl(r—a)z(zrm)

birimkiib olacagin1 gosteriniz.

Sekildeki cismin Ox— eksenine dik diizlemlerle ara-
kesiti birer yarimdairedir. Cismin uzunlugu 6 birim
olduguna gore, hacmini bulunuz.

5. Bir cismin taban1 x> + y? < a? dairesidir. Bu cismin

8.

Ox— cksenine dik diizlemlerle arakesitleri birer kare
olduguna gére, bu cismin hacmini bulunuz.

Bir cismin tabani, eksen uzunluklar: 10 cm ve 8 cm
olan bir elipstir. Bu cismin biiyiik eksene (asal ekse-
ne) dik diizlemierle arakesiti, yiiksekligi 6 cm olan
eskenar ticgenler olduguna gore, cismin hacmini
bulunuz.

Asagida denklemleri verilen egri ve dogrular tara-
findan sinirlanan bolgelerin Ox— ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olugan doénel cisimlerin hacimleri-
ni bulunuz.

(@ y=x7, x=0, x=5, y=0
(b) y=1-x*, y=0

() y=x3, y=ux, x=2

¢ y=ée* x=0, y=0, x=1

d) y=+va'-x*,y=0
(e y=+x,
H xy=4,

y=0, x=1

x=1,

Asagida denklemleri verilen egri ve dogrular arasin-
da kalan bolgelerin Ox— ekseni etrafinda dondiiriil-
mesiyle olugan donel cisimlerin hacmini bulunuz.

@@ y=x, y=+x

(b) y=2x, y =X, x=1

() y=x*+3, y=4

@ y=x2+1, y=x+3

(e) y=4-x2, y=2-x

® y=secx, y = tanx, x=0, x=1
(& y=3x-x y=x

(h) y*=2px, x=h

0 (-ai=ax, x=0, y=2a

i) y=x2+2, y=-x2+10
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10.

11.

Asafidaki egri ve dogrular tarafindan sinirlanan
bolgelerin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.

(@) y=2x2 x=0, y=4
® x=y3-y), x=0, y=1
() y=x, x=-1, x=1, y=0
(d)y y=e>*, x=0, x=1, y=0
() x=4/4-y, x=0, y=0
O x=1-y2, x=0
(& x=y72, x=0, y=2
by

Yukaridaki tarali bolgenin Ox— ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilen d6nel cismin hacmini
bulunuz.

Yukanidaki tarali bolgenin Oy— ekseni etrafinda
dondiirtilmesiyle elde edilen cismin hacmini bulu-
nuz.
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12.

13.

14.

15.

y =
12

36-x2

ol 6 x

Yukaridaki tarali bolgenin Ox— ekseni etrafinda
doéndiiriilmesiyle olugan cismin hacmini bulunuz.

y=+x,y=2,x=0

tarafindan siirlanan bélgenin
(@) Ox-— ekseni (b) Oy- ekseni
(¢) y=2 dogrusu (d) x =4 dogrusu

etrafinda déndiiriilmesiyle meydana gelen cismin
hacmini bulunuz.

y=2x,y=0,x=1 dogrulan tarafindan sinirlanan
bolgenin

(a) x=1dogrusu
(b) x=2 dogrusu

etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen dénel cis-
min hacmini bulunuz.

Asagidaki egriler tarafindan sinirlanan bélgelerin
karsilarinda yazili dogrular etrafinda déndiiriilme-

siyle meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.
@ y=x% y=8-x2 eksenx =4

() y=x+x* y=x>-1, x=0 ekseny=1

© y=x, y=-1, x=1 eksen y =2
(¢) y=4x-x%, y=0 ekseny =4
d y=1-x% y=-3 ekseny = -3
(€) 2x=4-y?, 2x=y*—4 eksen x = -3
B x=y, x=2-y eksen x = -1
(® y=x, y=8-x eksen y = -1



16. y = x> + 1 egrisi ile bu egriye x = 1 apsisli nok-

tasindan cizilen teet ve x = 0 dogrusu taraindan
sinirlanan bolgenin

(a) Ox-— ekseni

(b) Oy- ekseni

I
Cow

. y =3 — x? parabolii, y = 3x — 1 dogrusu ve Oy— ek-

seni tarafindan sinirlanan bolge Oy— ekseni etrafin-
da dondiiriilityor. Meydana gelen cismin hacmini

(a) kesit (b) disk (c) kabuk

y6ntemiyle hesaplayiniz.

etrafinda déndiiriilmesiyle meydana gelen cismin

hacmini bulunuz. ) ST
Zi. y?=x(x - 1) egrisinin ilmegi tarafindan sinirlanan

bolge Ox— ekseni etrafinda dondiiriiliyor. Meydana
gelen cismin hacmini

17 y=sinx, y =cosx egrileri,
) (a) kesit (b) disk (c) kabuk

[

x=0 ve x=

dogrulari tarafindan sinirlanan
yontemiyle hesaplayimiz.

diizlemsel bolgenin Ox- ekseni etrafinda dondiiriil-

mesiyle elde edilen donel cismin hacmini bulunuz., R )

. x_2 + %2— =1 elipsi tarafindan sinirlanan bdlge Ox—
a

Ded

18. Asagidaki e@ri ve dogrular tarafindan sinirlanan
bolgelerin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle '
meydana gelen donel cisimlerin hacimlerini kabuk
yontemiyle bulunuz.

ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Meydana gelen cis-
min (elipsoidin) hacmini bulunuz.

(@ y=x2-2x, y=0 3 x2+y?<a? dairgsi x=a dogrpsu etrafinda dondii-
5 5 0 riiliiyor. Olugan cismin hacmini bulunuz.

(b) y=x%, x=2, y=
© y=4x-x, y=0 .

6 4 M y2/ 3=4%" astroid egrisi tarafindan sinirla-
@ xy=5, y=ox* nan bolge Ox— ekseni etrafinda dondiiriiliiyor. Olu-
(&) xy=2, xy =4, x=1, x=2 san donel cismin hacmini bulunuz.
® y=i2 = y=0,  x=2 x=4
(g y=3x2-x3, y=0 o
() y=x, y=+x
1) y=+x-1, y=0, x=5

A

—
ot

%, Asagidaki egri ve dogrular tarafindan simrlanan
bolgelerin Ox- ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olugan donel cisimlerin hacimlerini kabuk yonte-
miyle bulunuz.

Bir iiggensel bolge yarigapi a olan bir ¢emberin sa-
bit AB capina paralel olarak haraket etmektedir. Ug-
genlerin tabanlan sabit ¢apa dik olan kirisler, tepe-

@ x=), x=0, y=1 ; e
leri de cember diizlemine A kadar uzakta bulunan ve
(b) x=y"-2y, x=0 sabit capa paralel olan bir d dogrusu iizerindedir.
(©) y=Inx, y=0 y=1, x=0 Ucgenler capin bir ucundan diger ucuna kadar hare-
ket ettirildifinde olusan cismin (taranan bolgenin)
d y=4-2x, y=4-x y=0 hacmini bulunuz.
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7.5 EGRI UZUNLUGU HESABI

y = flx) esitliiyle tammlanan tiirevli f fonksiyonu verilmig olsun. Bu egrinin a

y N ; ve b apsisli noktalar1 arasinda kalan par¢asimin ¢ uzunlugunu bulalim.
i y=f®
As EAG [a,b] araliginin bir pargalanmas1 P = {xy, x;, ..., x,} olsun. [4,_; , A,] dogru par-

3 ¢alarinin uzunluklari toplama, yaklagik olarak, egrinin ¢ uzunluguna esittir.

2
A=A, A =+/(Ax;) 2+ (Ayy)

O} a b x
olacagindan
Ak e"'i AX 2 A 2 - i 1 Ayk 2 A.x
=2, \(Ax) +(Ay)" = +(—Ax )" Ax
k=1 k=1 k
Ay
- yazilabilir. Buna gore,
A Ax

- Ay 2
_ 1 2: k
e_"‘gll'l‘l’lo k=1 1+(Axk) A

olur. IPll - 0 igin Ax — 0 olacagindan % — ¥ olur. O halde

k
b
(= / 1+ (y’)2 dx
a
bulunur.
ORNEK : a yarigapl bir cemberin uzunlugunu bulunuz.

Coziim :

a yarigapli, x* + y? = a> ¢emberini gozoniine alalim.

by
A
Cemberin gevresi AB yayimin 4 katina egittir. Buna gore,
a

olacaktir. x* + y* = @ oldugundan

X
2+2y=0 = y=-F=-—F—5 =
Yy a“—x
1+(y/)2_1+ X2 - az_x2+x2 — 02
a’-x? a* - x* a*-x*

dir. Buna gore
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a 2 a
dx
£=4/ 4 _ dx=4 / _
0 a2_x2 a 0 /aZ_xZ

a

.X T
=4q.arcsin = | =4a.-—=2na
a 2

0

birimdir.

ORNEK : y = Inx - %xz egrisinin x = 2 ve x = 4 apsisli noktalar1 arasindaki

parcasinin uzunlugunu bulunuz.

Coziim : y’=i—lx olacagindan
x 4
1+(}")2=1+(—1——ic—)2=1+—1———1—+—xi
x 4 X2 2 16

bulunur. O halde

4 1 x x?
t=/2 (;+Z)dx=lnx+?

4

_ oL _3
= In4+2-1In2 2_2+ln2

2

birimdir.
Eger egri parcasimin denklemi
x=g(y) , csy=<d

bigiminde verilirse, egri par¢asmin uzunlugu

d
B / dx 2

olacaktir.

Uzunlugu bulunmak istenen egrinin parametrik denklemi
{x =u(t)

, L<t<t
y=v) ! 2

ise

ALy = /(A ) +(Ay, ) =\/(%)2+(-‘3&)z AL
k k

yazilabileceginden
2
¢= [ &P+ 6 ar
i
bulunur.
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y ORNEK : Parametrik denklemi

x=a(t-sint)
<t<2n
\ y=a(l~cost)
o) T olan sikloidin bir yayinin uzunlugunu bulunuz.
Coziim :
x'=%=a(l - cos¥)
y' = % =asint
oldugundan

() + () =a*(1-2cost +cos’t+sin’p)

=2a%(1-cost)=2a>(1-(1 - 251112%))

=44 sin? % =(2asin % )
olur. Buna gore,

2n ¢ 2% ¢
(= 2a|sin——|dt=2a/ sin— dt
0 2 0 2

2n

=4a.2=8a
0

—4g( - cosL
=4a( cos2)

birim bulunur.

Yukarida verilen yay uzunlugu formiilleri g6zoniine alindiginda, yay diferen-
siyelinin, egri denkleminin

y=1(x)
bi¢iminde olmasi halinde
de=1+ ) dx
egri denkleminin,

{x =x(t)
y=y()

biciminde olmas1 durumunda

de=J(x) +(y')* dt

olacagini gorditk. Egri denkleminin kutupsal formda olmasi halini ilerde
Kutupsal Koordinatlar boliimiinde verecegiz.
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1.

N

Asagida denklemleri ve ug noktalarinin apsisleri ve-
rilen egri parcalarinin uzunluklarini bulunuz.

X 213
(a) y=(—2—) , x=0, x=2
®) y=2(2+2¥% x=0, x=3
() y=2+x, x=0, x=1
() y=x>2, x=0, x=4
(d) 9x%=4y3, x=0, x=243

3
(e) }’=£3—+711—x—, x=1, X =3
® y:%x2/3_x1/2’ x=1, x=9
(g) y=@@-xPy2, x=0, x=8
(h) y=x"2, x=0, x=5
o y=%(x2+1)3’2, x=0, x=2
M y=txtro-  x=1, x=3
0)] )’=%—x2—%lnx, x=1, x=e
(0 y=2x¥0- 2014 x=1, x=16
@ y=Inx2-1), x=2, x=5

—n(si - _2r

(m) y = In(sinx), Xx= 3 xX= 3
() y=Inx, x=+3, x=+8

2. "Asagida denklemleri ve ug¢ noktalarinin ordinatlari

verilen egri pargalarmin uzunluklarini hesaplayiniz.
i 1

() X=‘6—}’3+—2; , y=1, y=2
1 1
() x='zl—y4+-é7 s, y=1, y=2

(¢) x=In (secy), y=0, y=—73£-
=12 1 - -
d x—4y 2lny,> y=1, y=e

9ay? = x(x — 3a)* kapali egrisinin uzunlugunu bulu-
nuz.

x*3 4+ y23 = g3 astroid egrisinin ¢evre uzunlugunu
bulunuz.

Ve

Parametre araliklar1 karsilarinda yazili egri pargast-

- min uzunluklarimi hesaplaymiz.

(@) x=21 y=1, -1st=1
®) x=2-1,  y=5£'% 0sis2
(¢) x=2(1 -cost), y=2sint, < 152n
(d) x=acost, y = a sint, < t=<20
(e) x=cost, y=t+sinf, -nS <N
) x=2acost—acos2t

y = 2a sint — a sin 2, O<r=<2m

X
= “Jcost dt,—lc—S <X
Y /—n/2 ¢ 2 * 2

denklemli egri par¢asinin uzunlugunu bulunuz.
Parametrik denklemi

x=3, y=t-¢

egri ilmeginin ¢evre uzunlugunu hesaplayimniz.
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7.6 DONEL YUZEYLERIN ALANI e ————————

Donetl yiizey, bir egri veya egri par¢asinin, kendisiyle ayn diizlemde bulunan bir
eksen etrafinda dondiirtitmesiyle olugan bir yiizeydir. Kiire, koni, silindir birer
donel yiizeydir. )

Donel yiizeylerin alanlarini bulmanin genel yolu, verilen egri par¢asini, dogru
pargalarmin birlesimi gibi diigiinmek, bu dogru pargalarinin eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle olugan kesik konilerin yiizey alanlarimi bulup bunlar1 topla-
maktir. Bu alan gercek alana ¢ok yakindir.

Once taban yarigapi r, anadogru uzuniugu ¢ olan bir koninin yanal yiizey alanim
bulalim. Bu koni agilinca yarigcapt ¢ olan bir daire dilimi elde edilir. Bu dilimin

alan1
A= 2nr me’=nre
2ne
birimkaredir.

Simdi taban yargaplan r, , r, ve anadogru uzunlugu L olan kesik koninin yanal
yiizey alanini bulalim.

Kesik koninin yanal yiizey alani, r; yaricapli koninin yanal yiizey alam ile r,
yarigapl koninin yanal yiizey alaninin farkina egittir. O halde

S=nr(L+L)-nrLi=nxL (r-r)+nrL

olur. Diger taraftan

r. L
VT - L1+1L =>(r1~r2) 1:Lr2
olacagindan

S:nr2L2+ﬂ:r1L=nL(r1+r2)=2n(—r1;r2)L

bulunur.

f fonksiyonu [a,b] iizerinde tiirevli bir fonksiyon olsun. y = f{x) egrisinin Ox—
ekseni etrafinda dondiirtilmesiyle olugacak olan yiizeyin alanin: bulalim.
P ={xy, x|, ..., x,} , [a,b] araliginin bir par¢alanmasi olsun. [x,_, x,] aralifina

kargihik gelen egri parcasimin dondiiriilmesiyle olusan yiizey bir kesik koniye ¢ok
yakin bir yiizeydir. Bu nedenle bu yiizeyin alani, yaklagik olarak

AS =[x ) + I \/(xk —x_ )+ [A) = Ao,y )]2

olur. Diferensiyel hesabin ortalama deger teoreminden, [x,_, x,] araliginda

f(xk)_f(xk_1):fl(tk)(xk’xk_1)

olacak sekilde bir t, noktas: vardir.
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y=f)

Ayrica Ax, ¢ok kiigiik secildiginde x,_; ve x; noktalar1 da # noktasmna yaklagir. f
stirekli oldugundan f{x,_,) ve fix,) da fit,) degerine yaklastr. Dolayisiyla

AS, = 2m | | 1+ [F@)]” Ax

yazilabilir. Tiim yiizey alani, bu alan par¢alarimn toplamimn 1Pl — 0 i¢in limi-
tine egit olacagmdan

—Illlillm 27t|f(tk)|q/1+[f'(tk
olur. Sagdaki toplam bir Riemann toplami oldugundan
S=21c/ab ) |1 +[F 0] d
bulunur. y = f{x) oldugundan

b
S:2n/a |1+ () dx

yazilabilir.

Benzer olarak, denklemi
x=u(y), c<y=<d

olan egri parcasimin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel
yiizeyin alani

d
S=27t[ \x‘«/1+(x')2 dy

olur.
y=fix), asxsb

denklemli egri parcasimin y = k dogrusu etrafinda dondiirilmesiyle meydana
gelen donel yiizeyin alani ile, denklemi

y = fix) — k, asxsb

olan egri par¢asinin y = 0 (Ox— ekseni) dogrusu etrafinda dondurulmes1yle mey-
dana gelen donel yiizeyin alami aymdir. Diger taraftan (flx)+ k) fx)

olacagindan y = f(x), denklemli egri parcasinin y = k dogrusu etrafinda déndii-
riillmesiyle meydana gelen donel yiizeyin alam

b
S=27t/a | = k |31+ [ (0] dx

olur. Bu formiil, kisaca

b
S=2n/ - k|y1+ () dx
a .

seklinde yazilabilir.
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X

X

ORNEK : a yaricapli bir kiirenin yiizey alanini bulunuz.

Coziim : y=./a’-x* yar1 gemberinin Ox— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle a

yaricapl bir kiire olugur.

olacagindan

"N _ -
1+ =1+ R R
dir. Buna gore, kiire yiizeyinin alam

a
S=2n/ | v1+0G)* dx
-a

az—xz

=2n/ Vai-x*  —2

a
=2na. / dx = dna’®
-a

birimkaredir.
ORNEK : Denklemi
y=x, 0=x=<l

olan egri par¢asinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan yiizeyin alanini
bulunuz.

Coziim : f'(x)=3x> oldugundan
1
S=27r/0 yAl+ ) dx

1
=2n/0 1 +9x? dx

1
A (1 + 9x4)1 /2. 36x° dx

=2T.—

=—2’“7(1o3’2-1)

br? olur.



ORNEK : Denklemi

x=.y, 0sy=<?2

olan egri par¢asinin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan yiizeyin alanim

hesaplayiniz.

Coziim : x’' =

1
oldugundan
20y
1  4y+1

1+(x)=14—=
+(x") 1+4y 2

olur. Dolayisiyla

S= 21t/x«/1+(x)2dy 2n/f V1+4 dy

2 2
=7 /0(1+4y)”2dy=—}/0(1+4y)1/24dy

2

3
2| T 7 113
_6(27 1)_31:

(1+4y)

W

K2
T

birimkare olur.

ORNEK : 9y?=x (3 - x)? egrisinin ilmegi Ox— ekseni etrafinda dondiiriiliiyor.

Meydana gelen yiizeyin alanini bulunuz.

Coziim : Ilmegin iist pargasinin denklemi

y=—;’—(3—x)«/;, O0<x=<3

diir. Ayrica

1+ =1+|L

(=) + ——] ["*1

olacagindan

3
S= 27:/ 1(3. x)x X+ :%/0(3+2x—x2)dx

2x

—1(3x+x2—£) 3=
"3 370

birimkare olur.
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Y VTR ORNEK : x2+ (y—1)2=1 cemberinin y =~1 dogrusu etrafinda dondiiriilme-
siyle olugan yiizeyin alanimi bulunuz.

Coziim : Cemberin iist ve alt yarilarinin denklemleri sirasiyla
{y=1-V1-x2 y=1+41-x7 ve y=1-+1-42

x dir. Sdzkonusu olan bu ¢ember parcalarinin y =—1 dogrusu etrafinda dénmesiyle
meydana gelen donel yiizeylerin alanlar toplamidir.

-1 y=-1 Buna gore

1 2 1 2
S=2n/111+\/1—x2+1‘ 1+1x . dx+2n/ll1—\/1—x2+1l /1+1x ~ dx
- -X - -X

1
:21r/1 (2+«/1—x2 +2-—\/1—x2);dx

V1-x2

1

1
\ / = 271:/ 4 dx =8m arcsinx
> U142

= 8m.n =8
-1 .

br? olur.

Egri denkleminin y = f{x) bi¢iminde verilmesi halinde, yay diferensiyeli
de=+1+ () dx

egrinin x = g(y) bigiminde verilmesi halinde
de=-1+x) dy

oldugunu biliyoruz. Buna gore
y=fx), a=<x<b

egri pargasinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan yiizeyin alani

b
s=2m [ |y|de
a

x = g(y), ¢ <y=<d denklemli egri par¢asinin Oy; ekseni etrafinda dondiirtilme-
siyle olugan donel yiizeyin alam

d
S=2n / |x | de
C
biciminde yazilabilir.

Egri pargasinin denklemi

{x =u(?)

Ls<t<t
y=w)

bigiminde verilirse, bu egrinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan
ylizeyin alani,
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‘2na

X

de =00+ ) dt
oldugundan,
2]
s=2m [ Iy|J&P + &7 ar
4l
olur. Buradaki tiirevler x ve y nin ¢ ye gore tiirevleridir.

S6z konusu egrinin Oy— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin

alani
L —
S=2n /t T JoP + 0 at

olacaktir.

ORNEK :

x =a(t - sint)
< t=2n
y=a(l - cost)

sikloid par¢asimin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan ylizeyin alanini
bulunuz.

Coziim :
() + () =a?(1-cost)? +a’sin?t = 2a? (1 - cos?)

=2a2(1— 1 +2sin2%):4azsin2—t—

2
oldugundan
21 7
S= 27r/0 a(l - cost) /402 sin? 5 dt
27 P
= 4ng? (1-cosf)sin—dt
0 2

T

2n
:87ra2j0 sin3%dt=167ta2/0 sin>u du

T
= 167ta2/0 (1- coszu) sinu du

T
4,

- 20_ 1 3
=16ma“(-cosu+ 3cos u) "3

’

br? olur.
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1. Agagida denklemleri verilen e8ri parcalarinin Ox—
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olugan yiizeyin
alanin1 hesaplaymiz.

(@ y=+x, 2<x<6
() y=x2, O<x< 4
© y=22"2, 0<xs2
© y=Qx-x3"2, 0<xs?2
@ y=-§—x5+-—;;§, <x<2
© y=1@?+2P%  0sxsy2
x3
(g) y=tanzx, —%sxs%

(h) y=+v2x-x*, O<x<?2

2 1
o 3/2 1/2

@) y=x\/%, O<sx=a

Agagida denklemieri verilen egri pargalarmin Oy—
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan dénel
yiizeyin alanim hesaplayiniz.

@ y=x, Osy=<l
®) x=%—y3, 0<y=<1
© x=2.4-y, 05ys%4§
@ x=15"2-3"% 0sy<3
€ xy=1, 1<y=<?2
® x=2-1, Ssysi
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3. Asagida parametrik denklemleri verilen egri parca-

larinin Ox-— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olu-
san donel yiizeylerin alanlarini bulunuz.

(@ x=1-t, y=21"2, 1s<t=<?2

(b x:%ﬁ, y=1, 3<t<242

© x=2(1-p2 y:%(l+t)3/2, ——i—stsO

2
3
(d) x:—:13~t3, y=282 1s1<3

() x=sin?t, y=sintcost, 0<t=< %

(f) x=tr+sinf, y=cost, Ostsg—

(g) x=e'sinz, y=ce'cost, Osts%

Agsagida parametrik denklemleri verilen egri parca-
$ p gr1 parg

larmin Oy- ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olu-
san donel yiizeylerin alanlarim bulunuz.

@ x=18, y=2t+3, -1=r=1
b) x=2t+1, y=£+1¢, O0<t<3
1 1
== =1 — =<
© x o y =Ing, 2<tsl
(d) x=sin’t, y=cos?t, 0st=<2m
(&) x=2", y=e? O0<r=<1

Denklemi x!2 + y!2 =3 olan egrinin (4,1) ve (1,4)
noktalarim birlestiren parcasinin Ox— ekseni etrafin-
da dondiiriilmesiyle olugan yiizeyin alanin1 bulunuz.

. x2+ (y- 1% =1 cemberinin Ox— ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan yiizeyin alanim1 bulunuz.

8y? = x2 — x* denklemli kapali egrinin Ox— ekseni
etrafinda dondiiriilmesiyle olugan donel yiizeyin
alanini bulunuz.



10.

11.

12.

x = a (2cost — cos2t)
y=a (2sint —sin2f) , 0<t<2n

egri parcasinin Ox— ekseni etrafinda dénmesiyle olu-
san donel yiizeyin alanini hesaplaymz.

X
y=/1w/t2—ldt,

denklemli egri parcasinin x— ekseni etrafinda dén-
diiriilmesiyle olusan yiizeyin alanini bulunuz.

1<x=<+/5

Yukarida taban yari¢ap: r birim, yiiksekligi 4 birim
olan dairesel koni verilmigtir. Bu koninin yanal yiiz
alanmnin

S=mr\r+h?
birimkare oldugunu gosteriniz.

X3 4 y23 = g3 astroid egrisinin iist yarisinin Ox—
ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel
ylizeyin alaninin

S=—1—52‘-7ra2

olacagini gosteriniz.

[a,p] c [-1,1] olsun.
fO)=A1-x,

denklemli egri parcasinin Ox— ekseni etrafinda don-
diiriilmesiyle olugan yiizey alaninin

S=2mn(b-a)

asx<b

olacagim gosteriniz. Bulunan sonug [a,b] aralimin
{~1,1] i¢indeki konumuna bagl midir?

13.

14.

15.

r, ve r, pozitif sayilar olsun.

(r;,0) ve (ry, h) noktalarimi birlestiren dogru
parcasimn Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olusan kesik koninin yanal alanint bulunuz.

Denklemi

y=—é—(e"+e‘x), 0<x=<1

olan egri parcasinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriil-
mesiyle olusan donel yiizeyin alanim bulunuz.

y=sinx

Denklemi
y=sinx, O0<x<=xn

olan egri parcasinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriil-
mesiyle olugan yiizeyin alanini hesaplayiniz.
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7.7

326

Kiitlesi m olan bir pargacigin bir noktaya bir eksene veya bir diizleme gére mo-
menti denilince, par¢acigin sézkonusu nokta, eksen veya diizleme olan uzakhg: d
olmak iizere,

M=m.d

sayist anlagilir. Eger cisim bir pargacik degil de, kiitleleri m,, m,, ... m, olan bir
sistem ise, bu sistemin nokta, eksen veya diizleme olan uzakliklan d,, d,, ..., d,
oldugunda sistemin momenti

M:Zn:mkdk
k=1

olur. Eger cisim bir egri pargas, bir diizlem pargasi (levha) veya bir kat1 cisim
gibi siirekli bir cisim ise yukaridaki toplam bir sonlu toplam olmaktan ¢ikar.
Boyle bir toplamda once kiitle kavramina bir anlam kazandirmak gerekir. Ise
yogunluk fonksiyonunu tanimlayarak baglayalim.

Bir e#ri N o . .. . dm _
ir egri pargasinin kiitlesinin yay uzunluguna gére degisme oranina, yani o c
oramna kiitlenin yogunluk fonksiyonu ad: verilir. Bu durumda

dm=ocdl

olur. Benzer sekilde, momenti istenen parcacik bir levha parcasi ise, dA alan
diferensiyeli olmak lizere

dm=06dA

dir. Pargacik bir kat1 cisim ise, dV hacim diferensiyeli olmak iizere,

dmn=0cdV

olur. Buna gore bir egri pargasi, bir diizlem pargas1 veya bir kati cisim olmasi
durumunda cismin kiitlesi, sirasiyla,

m:/cﬂ,

m:/ch,

m:/odV

olacaktr. Bu kavramlar genelde, ¢ok kath integrallere ihtiyag gosterirler. Fakat
bir kismi belirli integralle de hesaplanabilir.



y=fx

ORNEK : x2/3+y*3=1 astroid egrisinin birinci bolgedeki parcas: iizerine
yerlestirilmis bir telin her noktadaki yogunlugu o noktanin apsisinin karesine
esittir. Bu telin kiitlesini bulunuz.

Coziim : 6 (x) = x*> oldugundan

/1 0'(x)dﬂ—/.1x2 1+(y’)2dx
) “Jo

1 2/3 213
f 2 1+ dx / Pl D A

213
5/3 3
/0 x* 1/3dx / dx_g

olur. Burada birim, kiitle birimidir.

m

ORNEK : y :—)1? egﬁsi, x=1, x=2 dogrulan ve 0x— ekseniyle sinirlanan bol-

geye yerlestirilen bir levhanin her noktadaki yogunlugu, o noktanin apsisinin 2
katidir. Bu levhanin kiitlesini bulunuz.

Coziim : 8(x) = 2x, dA = ydx = 312 dx olacagindan

3
[

/lzo(x) dA :/lzo(x)ydx - /12 Zx%c—dx

2
=2

2
/ 2dx =2x
1 1

bulunur.

M momenti kiitle ile uzaklifin ¢arpimi oldugundan, momenti istenen cisim
y=f(x), a<x<b

denklemli bir egri pargasi ise bunun Ox— eksenine gére momenti,
b b b
Mx=/ ydm:/ yo(x)dﬂ:f yo(x) 1+ () dx,
a a a
Oy- eksenine gbre momenti
b b
My:/ xdm:/ x o(x)y1+ () dx,
a a

0(0,0) noktasina gbre momenti de

b
M0=/a V2 +y? o)1+ () dx

olacaktir.
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ORNEK : y=+a*-x? yar1 ¢emberi bigimindeki bir homogen telin Ox— ekse-
nine gore momentini hesaplayimz.

Coziim : Cisim homogen ise yogunlugu sabittir. o(x) =k olsun.

2 X 2 a’
1+ =1+ =
=) 7>

va? - x? -x

olacagindan

a a
= Vax=] Ja?-x?p—8%
M, /_ayo 1+ dx—/_a a’-x“k = dx

a
ka / dx = 2ka*
-a
bulunur.
Oyle bir (x,y) noktast bulalim ki
}.szy, §.m=Mx
olsun. Bu durumda tiim kitlenin (X, y) noktasinda toplandig1 diisiiniilebilir. Bu

(x, ¥) noktasina cismin kiitle (agirhk) merkezi denir. Su halde agirhk merkezinin

koordinatlar
- M
x =——y=—1—/xdm
m m
5 <M 1
m m

olacaktir. Agirhk merkezi hesaplanan cismin sekline gore dm hesaplanip inte-
gralde yerine konur.

ORNEK : y=+/4-x? yarigemberi bi¢imindeki bir telin yogunlugu, her noktada
0 noktanin ordinatmin 2 katidir. Bu telin agirlik merkezini bulunuz.

Coziim : Verilen yanim ¢emberin parametrik denklemi

{x =2cost
. O<t=m
y=2sint
olur.
dm = odl= 2y«/(x’)2 +(y 2= 4sint\/( - 2sin®)*+ (2 cos H? dt
= 8sint dt
olacagindan
T n
m:/dm:/O 8sint df=8(-cost)| =16
0
bulunur.



¥ T ¥
M_=| ydm=| 2sint8sint dt=16 | sin’t dt
* Jo (o 0

1

T
= (1-cos2t)dt=8(z—ls1n2t) -8
0 2 0
oldugundan
- M, 81 =
y: e
m 16 2
dir.
n Y1
M, = /xdm:/o 2cost.85intdt=16/0 sint cost dt
= 16Lsin?d =0
2 0
oldugundan
- M
x=—2=0
m

bulunur. Su halde telin agirlik merkezi A (O, 1) noktasidir.

2
Bir egrinin veya bolgenin agirlik merkezinin bilinmesi, donel yiizeylerin alan ve
hacimlerinin hesaplanmasim kolaylastirir. Simdi M.0. 300 yillarinda Pappus
tarafindan verilen fakat Matematik diinyasina Guldin tarafindan kazandinlan iki
teorem verelim.

TEOREM 7.1 (Birinci Pappus — Guldin Teoremi) :

Bir diizlemsel bolgenin kendisiyle kesigmeyen bir eksen etrafinda dondiiriil-
mesiyle olusan donel cismin hacmi, bu bdlgenin alani ile bdlgenin agirhik
merkezinin s6zii gegen donme sirasinda ald:g1 yolun carpimina esittir.

Ispat : B bolgesinin alam A, agirlik merkezi (x, ¥)olsun. B bir diisey sabit bol-

geolup B={(xy):a<x< b , fix) = y<g(x) } biciminde tamimlanmis olsun.
Burada f ve g negatif olmayan siirekli fonksiyonlardir. Genellikten bir sey kay-
betmeksizin donme ekseni olarak Ox— eksenini alalim. Yogunluk fonksiyonunu 1
olarak secelim. B bolgesinin Ox— ekseni etrafinda dénmesiyle olusan cismin hac-
mi

b
V= 11:/(1 [gz(x) —f2(x)]dx
olur. B bolgesinin agirlik merkezinin ordinati

Mx
m

b b
= =?1A_/a oydA:i;/a ¥ (g(x) - flx)) dx

olur.
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_ 8x) +flx)
)

almabileceginden
b
y=-L / 2(x) - £2 1V
=3 ), | W-Fwlde=50 2
yazilabilir. Buradan
V=02r y)A

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

ORNEK : x2 + (y - 2)? <1 dairesinin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olugan donel cismin hacmini bulunuz.

Coziim : Bolgenin agirlik merkezi (0,2) noktasidir. Bu nokta Ox— ekseni
etrafinda 360° dondiiriildiigiinde 2 birim yaricaph bir ¢cember olusur. Bu ¢em-
berin gevresi 2nr = 27. 2 = 4n birimdir. Déndiiriilen dairenin alami 7r? = 7t
olacagindan

V=4dn.n=4n>

birimkiip olur.

TEOREM 7.2 (ikinci Pappus - Guldin Teoremi) :

Bir diizlemsel egrinin kendisiyle kesismeyen bir eksen etrafinda donmesiyle
olugan donel yiizeyin alani, bu egrinin uzunlugu ile egrinin agirlik merkezi-
nin donme sirasinda aldif: yolun carpimina egittir.
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Bu teoremin ispat1 birinci teoremin ispatina benzer oldugundan ispat1 okuyucuya
birakiyoruz.

ORNEK : Parametrik denklemi

X=1t-sint
, O0<t=2n
y=1-cost

olan sikloid yayinin Ox— ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel yiizeyin ala-
nin1 bulunuz.

Coziim :
at = \/(x)2+ O")? a't:x/(l - cos?)?+sin’t dt
- JXT=cosh dt=\/2[l -(1 - sinZ%)] d
— o b
= 2lsin 2‘dt
oldugundan



my
ml m3
m2 ,
r r 4
1 3
]
Eksen

27 2n
Q:/ dQ:j 2
0 [

birim olur.

y =L/ - L [yom-1]
y = ydm—GA yodﬂ—Q y dl

1 2w t 1 2n ¢
= —/ (l—costﬁsin——dtz—/ (l—cost)sin?dt

2 2n
_ 1 / 1 / ( ZL) r
= dt- 1-cos 2 sin > dt

t - t
sm—2—’dt:2/0 smidt:S

0
2

/0 2 w
_l(l—u )du:u—T_1 3

bulunur.

Ox— ekseninden % birim uzakta bulunan bir nokta Ox— ekseni etrafinda dondii-

riildiigiinde olusan ¢emberin ¢evresi

C=2nr=2mw. %: 4771:
birim olacagmdan donel yiizeyin alam
s=2E8-2n
2 olur.
Kiitleleri, my, m,, ..., m, olan By, B,, ... , B, noktalarindan olusan bir sistemi
diigiinelim. Bu noktalarin bir eksene olan uzakhklari sirasiyla ry, 5, ..., r, olsun

_ 2 2 2_ 2
I=myrl +myrs + .. +m,r, -kark

ifadesine sistemin Ox— eksenine gore eylemsizlik (atalet) momenti denir.

Eger sistem bir edri pargast, bir diizlem parcas1 veya bir kat1 cisim ise yukaridaki
toplam bir sonlu toplam olmaktan ¢ikar. Sistem kiiciik pargalara ayrilip herbirinin
eylemsizlik momenti hesaplanip lIPll = O igin limit alizirsa bu bizi integrale

gotlirtir. Bu durumda

1=fr2 dm

Eger eylemsizlik momenti hesaplanacak olan cisim
=flx), asx<b

denklemli bir egri pargasi, eksen Ox— ekseni ise

olur.

dm=ocdl=0+1+ () dx
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Eksen
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olacagindan, egrinin Ox— eksenine gore eylemsizlik momenti
b
1x=/ oy* 1+ (y)* dx
a
olur. Eger egri denklemi
x=u@®), y=v(@®), oa<r<f

bi¢iminde, parametrik olarak verilirse
A 2 2 2
I,= / o v O[O +[v(D)]° dr
o

bulunur.

Benzer gekilde, egrinin Oy— eksenine gore eylemsizlik momenti
g 2 2 2
I :/ o u (ON[W®) + V(O] dt
o

olacaktir.
ORNEK : R yaricaph gember seklindeki bir homogen halkamn tiim kiitlesi m
olduguna gore, bu halkanin kendi diizleminde bulunan ve ¢embere teget olan bir

eksene gore eylemsizlik momentini bulunuz.

Coziim : Cemberin merkezi (0, R), eksen de Ox— ekseni olsun. Cemberin bir pa-
rametrik denklemi

x=Rcost, y=R+ Rsint, 0s t<2w

olacagindan

27 2n A
I, 0’y2 x/(x')2 + (y')2 dt= 0’/0 R*(1+ sint)Z\/R2 sin?+ R%sin %t dt

0

2n
0R3/O(1+23int+sin2t) dt

2n
= oR? A (1+2sint+ﬂ9—-s——2—t)dt

1}

3R on = % (2nRO)R? = % R?

olur, ziram = 2n R ¢ dir.



78 BAZI LIMITLERIN iNTEGRAL YARDIMIYLA HESABI X

Bu kesimde baz1 6zel tipteki limitlerin integraller yardimiyla nasil hesaplanaca-
gin1 goérecegiz. :

TEOREM 73 : Eger f: [a,b] & R siirekli bir fonksiyon ise

hmbaZf( +k )/f()dx

n— o0

dir.

Ispat : [a,b] araligim n esit parcaya bolelim. Her bir alt araligin uzunlugu

b- a
alinirsa

¢ gir. §k=a+kb‘

A Zﬂé")u":hm ;za:éf( * a)

olur. Sol taraf f nin [a,b] aralifindaki integrali oldugundan, teoremdeki esitlik
dogrudur. Ozel olarak a=0, b=1 alimrsa

im0 () [ soas l

bagintis1 bulunur.

Axy =

142 +3%+oan

ORNEK : A # -1 olmak iizere, nl_l{xgo ey S oldugunu gos-
teriniz.
AL 2k A A A A
Cozim : Jim 112 el _ gy L)' (2)", ()]
n— nttl n-xn|\n n n
n Aol a1
.1 (k) / A x 1
=1 - —_ = dx=="—| =———
\ nﬂ‘;n;n o A+llg A+l
olur..
(L 2 mon
ORNEK : nlim —n—(e" +e" +e " +e”) limitini hesaplayiniz.
Coziim :

1 2 n-1 n n & 1 1
lim—l—e”+e"+--~e "ote| = hm—l—Ze”=f ddx=e'| =e-1
n—oll n—oo N ;7 0 0

bulunur.

333



10.

Parametrik denklemi
x=a(t-sint)
y=a(l - sint)

0= t=2n

olan egri biciminde kivrilmug bir telin yogunluk

fonksiyonu o(7) = cos —;— olduguna gore, kiitlesi ne

olur?

y=x}, y=—-x ve x =2 tarafindan sinirlanan bs}-
geye yerlestirilen bir levhanin her noktadaki yogun-
Iugu o noktanin apsisine esittir. Bu levhann kiitlesi-
ni bulunuz. .

(x,y) noktasindaki yogunlugu y olan bir tel, para-
metrik denklemi

x=2cost, y=sint, 0=<t<

K3
2
olan egri pargasi bigiminde kivriliyor.
Bu telin kiitlesini bulunuz.

x_ Y

=t+==1, x=0,
a b o
nirlanan {icgenin Ox ve Oy eksenlerine gére mo-

mentini bulunuz.

y =0 dogrulan tarafindan s1-

Kenar uzunluklari a ve b olan dikdortgen seklinde-
ki bir levhanin kenarlarina gére momentlerini bulu-
nuz.

y=~a*-x* yarim ¢emberinin agirlik merkezini
bulunuz.

y=2~/x , 1 =x =4 parabol parcasmin agirhk
merkezini bulunuz.

y = sinx egrisinin [0,t] aralifindaki pargasi ile Ox—
ekseni arasinda kalan levhanin agirlik merkezini
bulunuz.

y = coshx egrisinin apsisleri —1 ve 1 olan noktalar
arasindaki yayinin agirlik merkezini bulunuz.

P T
=+
a
agirlik merkezini bulunuz.

=1 elipsinin birinci bblgédeki pargasinin

@lw
N
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11.
12.

13.

14.

15.

16.

17,

y=x* ve y=+/x egrileri tarafindan sinirlanan bél-

geye yerlestirilen homogen levhanin agirlik merke-
zinin koordinatlarini bulunuz.

Vx +4/y =1 egrisiyle koordinat eksenleri arasinda

kalan bolgeye yerlestirilen bir levhanm agirhik
merkezini bulunuz.

Kenar uzunluklari a ve b olan bir dikdértgenin ken-
di kenarlarina gore eylemsizlik momentini bulunuz.

[)

Kiitlesi m, yancapt R
olan bir halkanin merke-
zinden gegen ve cember
diizlemine dik olan bir
eksene gore eylemsizlik
momentini bulunuz.

Eksen

| Eksen

Yaricapt R, uzunlugu € ve kiitlesi m olan bir daire-

sel silindirin eksenine gore eylemsizlik momentini
hesaplaymiz.

y=x? ve x =y egrileri tarafindan sinirlanan bol-

genin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan
cismin hacmini Pappus — Guldin Teoremi yardimuy-
la hesaplaymniz.

Yarmm dairenin agirlik merkezini Pappus — Guldin
Teoremi yardimiyla hesaplayiniz.

1s. Agagldaki limitleri hesaplaymiz.

a) lim( o )

n=\p2il n?+4 n*+n?

. 1/{. = . 2W . nm
b) lim — {sin—+ sin=—+ --- + sin—

n—o B n n n



10.

BOLUM PROBLEMLERI

|
=2
Y 4

kalan kapali bolgenin alanini hesaplaymniz.

egrisiyle koodinat eksenleri arasinda

y=- 10 , y=2-—x2

1+x°
lanan bolgenin alanim bulunuz.

egrileri tarafindan smur-

Birinci bolgede y = x + 1 dogrusu, y = cosx egrisi
ve Ox— ekseni arasinda kalan bolgenin alanimi
bulunuz.

Jx +4fy =1
bolgenin alanini bulunuz.

ve x + y =1 tarafindan simrlanan

y? = x* (1 — x») egrisi tarafindan sinirlanan kapal
bolgenin alanini bulunuz.

x=y*(1 —y) egrisiyle koordinat eksenleri tarafindan
sinirlanan bolgenin alanini bulunuz.

1

y:(l—xz)_T egrisi,x =0 ve x:—l—
g

2
Ox— ekseni etrafinda sinirlanan bolge Ox— ekseni
etrafinda dondiiriiliyor. Meydana gelen dénel cis-
min hacmini hesaplayimiz.

dogrular ile

Birinci bélgede y = sinx egrisi, y = 1 dogrusu ve
Oy- ekseni erasinda kalan bolge Oy— ekseni etrafinda
dondiiriiliiyor. Meydana gelen donel cismin hacmi-
ni bulunuz.

egrisi tarafindan sinirlanan kapah

bolgenin Ox— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olu-
san cismin hacmini hesaplayiniz.

2

kapali bolge Ox— ekseni etrafinda dondiiriiliiyor.
Meydana gelen donel cismin hacmini bulunuz.

yi= —;—x , x> +y> =1 egrileri tarafindan sinirlanan

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

y:—h—l—z)i egrisi, x =1 ve x =e dogrulan ile Ox—
X

ekseni tarafindan siirlanan bolgenin Oy— ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmini

bulunuz.

“Aym yiikseklige sahip iki cismin bir dogruya
dik olan diizlemlerle elde edilen kesitleri esit
alana sahip iseler bu iki cisim egit hacimlidir.”
seklinde ifade edilen ikinci Cavalieri Prensibini
ispat ediniz.

x* +y? = R?* ¢emberinin birinci bolgedeki parcasinin
Oy— eksenine gore eylemsizlik momentini bulunuz.
(Cemberin homogen oldugu varsayiliyor)

a ve b pozitif sayilar olsun.
EN % =1 dogrusu ile koordinat eksenleri arasinda

kalan bolgeye yerlestirilen homogen bir levhanin Ox
ve Oy— eksenlerine gore eylemsizlik momentlerini
bulunuz.

Yarigap: R, merkez agis1 20 olan bir ¢cember yayinin
agirlik merkezini bulunuz.

eF+l . -
y=In P ’ egrisinin x =0 ve x =In2 apsisli nok-
e —
talart arasinda kalan pargasinin uzunlugunu
hesaplayniz.
y:?[x\/xz— 1- 1n(x+x/;c7:_1")]

egrisinin x = 1 ve x =3 apsisli noktalan arasinda
kalan pargasinin uzunlugunu bulunuz.

x=(r2-2)sint + 2rcost

y=(2—t2)cost+2tsint O<t=m

denklemli egri par¢asinin uzunlugunu hesaplayimiz.
¥ dt

y= y + Ax

noktalar1 arasinda kalan pargasinin uzunlugunu he-

saplayiniz. Bu parganin Oy- ekseni etrafinda dondii-

rillmesiyle olusan donel yiizeyin alanimi bulunuz.

egrisinin x =a ve x = 2a apsisli
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